
 

 5min Maths مجلة

وم 30
 70 ي

 2020_رمضان_تمارين_تجميعة#

 المدروسة_المحاور_جميع#

رياضيات      تقني رياضي          علوم تجريبية      للشعب:   

Google/ Instagram/ Telegram/ Facebook: 5min maths   

 من انجاز الأستاذ: شعبان أسامة

 

 2020ماي _تلمسان #

ن
ري
تم

 

 نموذجية_حلولمع_#
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 ة الرياضيات خلال شهر كاملمادفي مراجعة هو برنامج ال
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 التمرين

 

( كرات لا يمكن التميز بينها باللمس و تحمل كل واحدة منها عددا كما هو موضح في الشكل 08يحتوي صندوق على ثماني)

 المقابل:

 نسحب عشوائيا و في أن واحد ثلاث كرات من الصندوق.

 

 ".0سحوةة لا تودد أي كرة تحمل العدد :"من بين الكرات الثلاثة الم A.نعتبر الحدث1

 ".8ء الأعداد التي تحملها الكرات الثلاثة المسحوةة يساوي ا:"دد Bالحدث         

بين أن:
5

( )
14

P A    :و أن
1

(B)
7

P  . 

 وائي الذي يرةط كل سحبة بجداء الأعداد التي تحملها الكرات الثلاثة المسحوةة.المتغير العش  X.ليكن2

بين أن: -أ 
3

16
28

P X   . 

 الجدول المرفق أسفله يتعلق بقانون الاحتمال المتغير العشوائي .-ب

 أتمم الجدول  معللا ادابتك.  

16 8 4 0 ix 

3

28
 .... .... ....  iP X x 

 
 التمرين

 
.I  الدالةf المعرفة على 0;  :كما يلي

1
( ) 2 ln( )

2
f x x x   . 

 عند حدود مجموعة تعريفها.fأحسب  نهايات الدالة -.أ1

)'احسب المشتقة-ب    )f x  .بين أن المعادلة -.أ2ثم أدرس اتجاه تغيرها( ) 0f x  تقبل  حل وحيد  ى المجال عل

 0; ثم أعط حصر ل 210سعته . 

)عين اشارة -ب    )f x على المجال 0;. 

.II  الدالةg   معرفة على 0; :كما يلي 

2 2

(0) 0

7 1
( ) ln

8 4

g

g x x x x x





  



 

 .0عندgأدرس استمرارية و اشتقاقية الدالة -أ1

 .عند gعين نهاية الدالة-ب   

من x.من أدل كل gالدالة المشتقة للدالة   g'.لتكن2 0; أحسب.'( )g x    :ثم تحقق أن
1

'( ) .g x x f
x

 
  

 
 . 

)'استنتج اشارة-.أ3 )g x  من أدل كلx من 0; 

 . gشكل ددول التغيرات للدالة-ب   

lnxبين أن -.أ4 x x x   هي الدالة الأصلية للدالةlnx x . 

 fاستنتج دالة أصلية للدالة-ب   
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

 نسحب عشوائيا و في أن واحد ثلاث كرات من الصندوق.

3عدد الامكانيات الممكنة هو: 

8

8!
56

3!(8 3)!
card C   


 . 

 ".0:"من بين الكرات الثلاثة المسحوةة لا تودد أي كرة تحمل العدد  A. .نعتبر الحدث1

3اذن:  6هي  0عدد الكرات ماعدا التي تحمل الرقم  

6cardA C . 

منه: 
3

6

3

8

20 5
( )

56 14

CcardA
P A

card C
   


 . 

 ".8:"ددء الأعداد التي تحملها الكرات الثلاثة المسحوةة يساوي  Bالحدث   

 .1و كرة 4وكرة  2أو كرة تحمل  2يعني اما ثلات كرات تحمل الرقم

اذن: 

1 1 1 1

4 1 4 1 4

cardB 4 1
(B)

56 7

cardB C C C C

P
card

    

  


  

 المتغير العشوائي الذي يرةط كل سحبة بجداء الأعداد التي تحملها الكرات الثلاثة المسحوةة.  X.ليكن2

تبيان أن: -أ 
2 1

4 1

3

8

6 3
16

56 28

C C
P X

C


    . 

 العشوائي .الجدول المرفق أسفله يتعلق بقانون الاحتمال المتغير -ب

 أتمام الجدول :     

16 8 4 0 ix 

3

28
 

1

7
  

3

28
  

9

14
   iP X x 

 

 التمرين: 

المعرفة على fالدالة  0;  :كما يلي
1

( ) 2 ln( )
2

f x x x   . 

 عند حدود مجموعة تعريفها.fأحسب  نهايات الدالة -.أ1

 لدينا:
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 

0

0

0

1
lim ( ) 2 ln( )

2

lim 2 2

1
lim ( ) ln( )

2

x

x

x

f x x x

x

f x x







  

  



  


و بالتالي:   
0

lim ( )
x

f x


  

 

1
lim ( ) lim 2 ln( )

2

lim 2

1
lim ( ) ln( )

2

x x

x

x

f x x x

x

f x x

 





  

  



  


limو بالتالي:   ( )
x

f x


  

)'احسب المشتقة-ب )f x  .ثم أدرس اتجاه تغيرها 

قابلة للاشتقاق على المجال fالدالة  0; : 

1 1 2 1
'( ) 1

2 2

x
f x

x x

 
   

 
  

من xلدينا من أدل كل  0; :2 0x   2و 1 0x   :و بالتالي'( ) 0f x  الدالة. اذنf  متزايدة تماما على 0;. 

 زمنه يكون ددول التغيرات كالتالي: 

  0  x  

 
 

    

 

( )f x  

 

)بين أن المعادلة -.أ2 ) 0f x  تقبل  حل وحيد   على المجال 0; ثم أعط حصر ل 210سعته . 

مستمرة و متزايدة تماما على  fالدالة 0;  حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة( ) 0f x  تقبل  حل وحيد   

1.72حيث: 1.73  .         (1)لا حظ أن 0f    (2)و 0f   اذن 

)عين اشارة -ب )f x على المجال 0;. 

               0  x 
 + 0 - ( )f x

 

معرفة على   gالدالة  0;:كما يلي 

                       
2 2

(0) 0

7 1
( ) ln

8 4

g

g x x x x x





  


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 .0عندgدراسة استمرارية  الدالة -.أ 1

2 2

0 0

2

0

2

0

7 1
lim ( ) lim ln

8 4

7
lim 0

8

1
lim ln 0

4

x x

x

x

g x x x x x

x x

x x

 






  

  
  

  


     

2و بالتالي:  2

0 0

7 1
lim ( ) lim ln 0 (0)

8 4x x
g x x x x x g

 


     

.       )لا تنس ى:0اذن الدالة مستمرة عند                                       
0

lim ln 0n

x
x x


   .) نهاية شهيرة 

 .0عندgدراسة اشتقاقية الدالة 

0 0

( ) (0) 7 1
lim lim 1 ln 1

0 8 4x x

g x g
x x x

x 

  
    

  
(0)'و  0الدالة قابلة للاشتقاق عند و بالتالي   1f  . 

 .عند gعين نهاية الدالة-ب 

2 2

2

2

7 1
lim ( ) lim ln

8 4

7
lim

8

1
lim ln 0

4

x x

x

x

g x x x x x

x x

x x

 





 
   

 

  
   

  


     

limو بالتالي:  ( )
x

g x


 . 

من x.من أدل كل gالدالة المشتقة للدالة   g'.لتكن2 0; . 

)'أحسب )g x. 

قابلة للاشتقاق على gالدالة 0;  :حيث 

7 1 1 1
'( ) 1 ln 2 ln 1

4 2 4 2

1 1
'( ) 2 ln

2

g x x x x x x x

g x x x
x


       

 
    

 

  

لدينا: 

1 1 1
2 ln

2

1
'( ) .

f x
x x

g x x f
x

 
   

 

 
  

 

  

ثم تحقق أن:    
1

'( ) .g x x f
x

 
  

 
 . 

)'استنتج اشارة-.أ3 )g x  من أدل كلx من 0; 
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لدينا: 
1

'( ) .g x x f
x

 
  

 
 

0xنعلم أن:     :فان'( )g x  من اشارة
1

f
x

 
 
 

. 

 نجد:  fمن  ددول اشارة الدالة

اذا كان 
1

x
   :يعني

1
x


  :يصبح لدينا

1
0f

x

 
 

 
)'و بالتالي:   ) 0g x  

اذا كان 
1

x
   :يعني

1
x


  :يصبح لدينا

1
0f

x

 
 

 
)'و بالتالي:   ) 0g x . 

اذا كان 
1

x
   :يعني

1
x


  :يصبح لدينا

1
0f

x

 
 

 
)'و بالتالي:   ) 0g x . 

 .gشكل ددول التغيرات للدالة-ب

    0  x  
 -       0 + '(x)g  

   ( )g   

 

   0  

( )g x  

 

lnxبين أن -.أ4 x x x   هي الدالة الأصلية للدالةlnx x . 

lnxنقوم باشتقاق الدالة  x x x 

 
1

ln ' ln 1 lnx x x x x x
x

 
     

 
 

 fاستنتج دالة أصلية للدالة-ب

لدينا: 
1

( ) 2 ln( )
2

f x x x   

و منه:  
2 1

F( ) 2 x ln( ) x ,
2 2

x
x x x c c      
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 التمرين

 

 

خاص بالتقني رياضي + رياضيات  

 

ما اذا قسمها الى أ 9قرصا يبقى له  17الى مجموعات تضم قرصا مضغوطا ، اذا قسمها nيملك أحمد

 .أقراص 3أقراص يبقى له  5مجموعات تضم 

.بين أن :1 43 85n . 

900.عين حيث : 2 1000n  . 

 

 

 التمرين

 

الشعب العلمية  

 

 . I2ضلية: نعتبر المعادلة التفا( )... ' 2 2 6 4E y y x x    . 

كما يلي: المعرفة على  u.بين أن الدالة 1 
2

( ) 1u x x   حل للمعادلة التفاضلية E. 

.حل المعادلة التفاضلية:2 0 ... ' 2 0E y y  . 

تكون حلا للمعادلة  معرفة و قابلة للاشتقاق على  v.بين أن دالة 3 E اذا وفقط اذا كانت الدالةv u 

حلا للمعادلة  0Eة التفاضلية، ثم استنتج كل حلول المعادل E. 

حل المعادلة التفاضلية .عين الدالة 4 E :(0)'و التي تحقق 0 . 

 

. II  في المستوي المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j ر النقطة، نعتب 1;0A و   التمثيل البياني

)بالدستور: المعرفة على  fللدالة ) xf x e . 

نقطة من المنحنى B.عين1   2حيث تكونAB أصغر ما يمكن ، محددا في هذه الحالة المسافةAB. 

.هل مماس المنحنى 2  عند النقطةBمتعامد مع المستقيم AB.؟ برر اجابتك 

 

 

 

 

 

 

 

5min Maths 
الثاني 2 اليوم  

جبر
 ال

ية
ضل

فا
الت

ت 
لا
اد
مع

 ال

file://///أقراص


2 2 5  اليومmin Maths   برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل 

 

 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

.بين أن :1 43 85n . 

لدينا:    و 
 

 

9 17

3 5

n

n




لدينا:   و    

 

 

34 0 17

40 0 5




  

 

لدينا: و
 

 

9 14 17

3 40 5

n

n

 

 
و منه: و 

 

 

43 17

43 5

n

n




أي:  

 

 

43 0 17

43 0 5

n

n

 

 
 

أوليان فيما بينهما فان:  17و  5بما ان العددين  43 0 5 17n    :أي 43 0 85n    :و منه 43 85n  

900.عين حيث : 2 1000n  . 

لدينا:  43 85n  :85أي 43,kn k   . 

900 1000n   900معناه 85 43 1000k   

يكافئ : 
900 43 1000 43

85 85
k

 
  :10,08.و منه 11,26k   وبما أنk  :11فانk   

و بالتالي:   85 11 43

978

n

n

 


. يمكن التحقق :

978 17 57 9

978 5 195 3

  

  
و منه:   

 

 

9 17

3 5

n

n




. 

 التمرين: 

. I :2نعتبر المعادلة التفاضلية( )... ' 2 2 6 4E y y x x    . 

كما يلي: المعرفة على  u.بين أن الدالة 1 
2

( ) 1u x x   فاضليةحل للمعادلة الت E. 

    xليكن 
2

'( ) 2( 1) 2 2

2 ( ) 2( 1)

u x x x

u x x

   

 
  

بالتعويض في المعادلة  E 2: \نجد 2'( ) 2 ( ) 2 2 2( 1) 2 6 4u x u x x x x x           

حل للمعادلة التفاضلية uاذن الدالة    E. 

.حل المعادلة التفاضلية:2 0 ... ' 2 0E y y  . 

حلول المعادلة  0E2هي الدوال من الشكلxx e   :مع . 
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تكون حلا للمعادلة  معرفة و قابلة للاشتقاق على  v.تبيان أن دالة 3 E اذا وفقط اذا كانت الدالةv u  حلا للمعادلة 0E ثم ،

استنتج كل حلول المعادلة التفاضلية E. 

 أن \نفرضv  حل للمعادلة Eاذا 

2'( ) 2 ( ) 2 6 4v x v x x x      :2و لدينا'( ) 2 ( ) 2 6 4u x u x x x     

)': ومنه ) 2 ( ) '( ) 2 ( ) 0v x u x u x u x    

أن: \هذا يعني و  '( ) '( ) 2 ( ) ( ) 0v x u x v x u x    تكافئ    ' ' (x) 2 0v u v u x      

أي:     '(x) 2 0v u v u x     دالة اذن الv u  حلا للمعادلة 0E. 

 نفرض الأنv u  حلا للمعادلة 0E  :معناه 

     '(x) 2 0v u v u x       و هذا يعني 

 '( ) '( ) 2 ( ) ( ) 0v x u x v x u x    

يكافئ 
'( ) 2v(x) '( ) 2 ( ) 0

'( ) 2v(x) '( ) 2 ( )

v x u x u x

v x u x u x

   

  
 

حل للمعادلة uو بما أن E. 

)'2فان  ) 2 ( ) 2 6 4u x u x x x     

)'2و  ) 2 ( ) 2 6 4v x v x x x          و بالتالي فأنv حل للمعادلة E. 

)2أن: \مما سبق نستنتج  ) u(x) e ,xv x      

و منه: 
2

2 2

( ) u(x) e ,

( ) (x 1) e ,

x

x

v x

v x

 

 

  

   
 

حل المعادلة التفاضلية .عين الدالة 4 E :(0)'و التي تحقق 0 . 

2'( ) 2(x 1) 2 e ,

'(0) 2 2

v'(0) 0 1

xv x

v

 





   

  

  

2و بالتالي:  2( ) (x 1) e .xv x    

. II ةنعتبر النقط 1;0A و  التمثيل البياني للدالةf  بالدستور: المعرفة على( ) xf x e . 

نقطة من المنحنى B.تعين1   2حيث تكونAB أصغر ما يمكن ، محددا في هذه الحالة المسافةAB. 

B نقطة من المنحنى  معناه احداثياها(x,e )xB    
22 1 0 ( )xAB x e x     . 
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. ه تغير الدالة ندرس اتجا
2

2

'( ) 2(x 1) 2e

''( ) 2 4e

x

x

x

x





  

 
 

x ''(x)لدينا من أجل كل  0  اذن الدالة'  (0)'و بما أن:  متزايدة تماما على 0  

'(x) 0  على المجال ;0  و'(x) 0  على المجال 0; . 

)، xاذن من أجل كل   ) (0)x  . 

  0    x  
 +    0     - '( )x  

 

 

2  

 

( )x  

 

و منه  00;B e  :(1;0)أيB. 

: ABتحديد المسافة  
2 (0) 2

2

AB

AB

 


 

.هل مماس المنحنى 2  عند النقطةBمتعامد مع المستقيم AB.؟ برر اجابتك 

(0'0لدينا:  1f e  1توجيه المماس هو اذن معامل. 

و لدينا معامل توجيه المستقيم   AB :1هوB B

B A

y y

x x


 


 و بالتالي المستقيمان غير متوازيان 

لكن معامل توجيههما متعاكسان اذن مماس المنحنى   و المستقيم AB .متعامدان 

 

 



1  3اليوم تمرينين كل يوم+ الحل –برنامج رمضان    
 

  

  

  

   

 

 التمرين

 

 

المعرفة على  g. لتكن  الدالة العددية 1 0;  : كما يلي( ) (1 ) 1xg x x e  .           

)تنتج اشارة و اس gأدرس تغيرات الدالة   -أ      )g x   على المجال 0;.                           

)حيث: kبين ان الدالة  -ب      ) (2 ) xk x x e x    دالة أصلية للدالةgعلى المجال 0;. 

استنتج حساب    -ج     
1

0
( )g x dx . 

2 .f   الدالة  المعرفة على المجال 0; : كما يلي 

(0) 1f    :و من أجل كل  يختلف عن الصفر( )
1x

x
f x

e



 ،( )fC  تمثيلها البياني في مستوي  منسوب الى معلم

)المتعامد و المتجانس  ; ; )O i j أثبت أن        -. أ
0

1
lim 1

x

x

e

x


. 

 الصفر من اليمين .مستمرة عند  f، ثم استنتج  أن 0عند  fعين نهاية الدالة  -ب  

 . فسر النتيجة هندسيا. عند  fعين نهاية الدالة  -ج  

من   xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -. أ3 0;    :
2

( )
'( )

( 1)x

g x
f x

e



 . 

على المجال   fج تغيرات الدالة استنت -ب    0;. 

)أرسم المنحنى  -ج    )fC. 

). لتكن المتتالية 4 )nu  معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :غير معدوم  ب
1 2 1

1
1 ...

n

n n n
nu e e e

n

 
     

 
. 

1برهن أن:   - أ 2 1

1

1
1 ...

1

n

n n n

n

e
e e e

e




    



أن:استنتج ثم  
1

( 1)nu e f
n

 
   

 
. 

)استنتج باستعمال الجزء الأول من التمرين أيضا، أن المتتالية -ب )nu  1متقاربة نحوe 

 

 

 التمرين

 

 

 22/220الكتاب المدرسي تمرين      و الأرقام الثمانية الاخرى كيفية  0قام . الرقم الاول هو أر  9يتكون رقم الهاتف من 

 .ماعدد أرقام الهواتف الكلية ؟1

 .ماعدد أرقام الهواتف التي تضم :2

 ؟ 1مرات الرقم  3 ( أ

 ؟ 1على الأقل ثلاث مرات الرقم  ( ب

 ؟ 1ومرة واحدة الرقم  5مرتين الرقم  ( ج

 أرقام زوجية فقط ؟ 5 ( د

 ؟9و 6.ما عدد أرقام الهواتف التي لا تضم الرقمين 3

 

5min Maths 
 لثالثا3اليوم

ة 
دال

ال
لأ
ا

ية
دد

لع
ت ا

ليا
تتا

لم
+ ا

ية
س

 
ت

لا
ما
حت

لا
 ا

 مفتش التربية الوطنية# مود مفتاح"مفترح من" مح 

22/220الكتاب المدرسي تمرين   
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

المعرفة على  g. لتكن  الدالة العددية 1 0;  : كما يلي( ) (1 ) 1xg x x e                . 

 :تغيرات الدالة ةسادر  -أ     

(0): \لدينا 0g    وlim ( ) lim (1 ) 1x

x x
g x x e

 
     

قابلة للاشتقاق على المجال  gالدالة 0;  حيث من أجل كلx  من 0; :لدينا'( ) xg x xe   

متناقصة تماما على gو بالتالي الدالة 0; 

 : \و جول تغيراتها يكون كتالي

  0  x 
- '( )g x  

0  
 

  

 

( )g x  

 

)ج اشارة ااستنت )g x   على المجال 0;              . 

):\أن \جدول التغيرات نلاحظ  من ) 0g x  على المجال 0;           

)حيث: kن ان الدالة ابيت -ب      ) (2 ) xk x x e x    دالة أصلية للدالةgعلى المجال 0;. 

قابلة للاشتقاق على المجال  kالدالة  0;  حيث من أجل كلx  من 0; :لديناk'( ) (1 ) 1 ( )xx x e g x     

على المجالgدالة أصلية للدالة  k و بالتالي 0;.  

ج حساب   ااستنت -ج     
1

0
( )g x dx . 

   
1 1

00
( ) (1) (0) ( ) (e 1) 2 3g x dx k k k x e ua        

2 .f   الدالة  المعرفة على المجال 0; : (0)  كما يلي 1f    :و من أجل كل  يختلف عن الصفر( )
1x

x
f x

e



 ، 

أثبت أن        -أ 
0

1
lim 1

x

x

e

x


. 

: \أن\باستعمال خاصية العدد المشتق: نعلم 
( ) ( )

lim '( )
x a

g x a g a
g a

x a

 



)أن نضع \يكفي   ) xg x e . 
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: \ومنه  0

0

1
lim '(0) 1

0

x
x

x

e
e e

x


  


. 

 

 ،0عند  fعين نهاية الدالة  -ب  

: \لدينا
1

( )
11

xx

x
f x

ee

x

 


 

: \اذن
0

0

1 1
lim ( ) 1

11
lim

xx

x

f x
e

x





  
 
 
 

 

أي: \
0

lim ( ) 1
x

f x


. 

: \لدينا  مستمرة عند الصفر من اليمين . fج  أن ااستنت 
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


  

 . فسر النتيجة هندسيا. عند  fعين نهاية الدالة  -ج  

 
1

lim ( ) lim lim lim
11 1

lim

lim ( ) 0
1

lim 0

xx xx x x x

x

x

x

x

x x
f x

ee x e

x xx

e

x
f x

x

   







 
 

    
    

 


 





 نهاية شهيرة

0yومنه   مستقيم مقارب للمنحنى  معادلة( )fC  بجوار . 

من   xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -. أ3 0;    :
2

( )
'( )

( 1)x

g x
f x

e



 . 

f  قابلة للاشتقاق على 0;   :حيث 

 

 

   
2 2 2

1 11 ( )
'( )

1 1 1

xx x

x x x

e xe e x g x
f x

e e e

   
  

  
 

على المجال   fج تغيرات الدالة ااستنت -ب    0;. 

: \لدينا
 

2

( )
'( )

1x

g x
f x

e



)و مما سبق   ) 0g x   و 1 0xe    :اذن'( ) 0f x   أي أن الدالة  متناقصة تمانا على 0; 
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  0  x 

- '( )f x  

1  
 

  

 

( )f x  

 

)رسم المنحنى  -ج )fC. 

 

). لتكن المتتالية 4 )nu  معرفة من أجل كل عدد طبيعيn  :غير معدوم  ب
1 2 1

1
1 ...

n

n n n
nu e e e

n

 
     

 
. 

1برهن أن:   - أ 2 1

1

1
1 ...

1

n

n n n

n

e
e e e

e




    



 . 

1 2 1

1

1
1 ...

1

n

n n n

n

e
e e e

e




    



0حدا الأولى لمتتالية هندسة حدها الأول  nهو مجموع     1v   و أساسها
1

nq e  

وبالتالي: 

1

1

1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

n

n

n

n n n

e e e
S

e e e

 
 
   

   

  

 .nحدد الحدود هو   

ثم استنتج أن:

1
( 1)nu e f

n

 
   

 .        :لدينا

1

( )
1

1

1

1

x

n

x
f x

e

nf
n

e




 
 

 


أي:     
1

1 1 1

1 n

f
n n

e

 
     

  
 
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و من جهة أخرى: 
   

 

1 1

1 1 1 1 1
1 1

1 1

1
1

n

n n

n

e
u e e f

n n n
e e

u e f
n

   
             

     
    

 
   

 

 

)ج باستعمال الجزء الأول من التمرين أيضا، أن المتتالية ااستنت-ب )nu  1متقاربة نحوe. 

بما أن : 
1

lim 0
n n

   و لدينا مما سبق
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


   و بالجداء و التركيب نجدlim 1n
n

u e


     فالمتتالية( )nu  متقاربة نحو

1e. 

 التمرين: 

        و الأرقام الثمانية الاخرى كيفية   0أرقام . الرقم الاول هو  9يتكون رقم الهاتف من 

 عدد أرقام الهواتف الكلية  : .1

 و منه عدد أرقام الهواتف الكلية هو :  9أرقام من بين  8فان كل رقم هاتف قهو عبارة عن قائمة  0بما أن الرقم الأول هو 

89 43046721 

 عدد أرقام الهواتف التي تضم :.2

 :  1مرات الرقم  3 -أ

 و منه  1أرقام مع مراعاة أوضاع الرقم  8أرقام من بين  5هو عبارة عن قائمة  1مرات  الرقم  3و يضم  0كل رقم هاتف الذي رقمه الأول     

5هو:  1مرات الرقم  3عدد أرقام الهواتف التي تضم  3

88 C  

3حيث    

8C   5و منه عدد الرقام في هده الحالة هو  1هو عدد أوضاع الأرقام الثلاثة 3

88 1835008C  

 : 1على الأقل ثلاث مرات الرقم  -ب

 : 1عدد أرقام الهواتف التي على الأقل تضم  ثلاث مرات الرقم 

 8 6 2 7 1

8 89 8 C 8 C 18929473     

 : 2ومرة واحدة الرقم  5مرتين الرقم  -ج

1:5ومرة واحدة الرقم  5أرقام الهواتف التي تضم مرتين الرقم عدد  1

87 134456C   

4أرقام زوجية فقط :   5 -د 4 4

84 5 11200000C    

87هو:  9و 6عدد أرقام الهواتف التي لا تضم الرقمين .3 5764801 . 
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1 4وم الي تمرينين كل يوم+ الحل –برنامج رمضان    
 

  

  

    

 

 

 التمرين

 

  

  . Iالمستوي منسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O u v .                      

z :المعادلة ذات المجهول  لتكن في      4 3 2 26 24 18 63 0.....z z z z E                 

عادلة حل  الم       E  تقبل حلين صرفين مترافقين.                                                      علما أنها 

  . II النقط نعتبر, ,C B A  3:التي لواحقها على الترتيب 2i 3, 3B Az z i     3و 2 3Cz i .  

Cين الكتابة الأسية للعدد المركب .ع1 A

B A

z z

z z




.  

 .ABC، ثم استنتج طبيعة المثلث Cالى   Bو يحول  Aالذي مركزه   r.عين زاوية الدوران2

 .ABC ثركز ثقل المثلم G.عين لاحقة النقطة3

من  M'من المستوي  النقطة  Mالذي يرفق بكل نقطة   Tعين الطبيعة و العناصر المميزة للتحويل النقطي-أ .4

MM'المستوي حيث: MA MB MC  .  

 .Tبالتحويل AصورةDلاحقة النقطةDzعين -ب    

   

 

 التمرين

 

 

المعرفة على المجال gجدول التغيرات أدناه هو للدالة  0;  :كما يلي( ) 2xg x e x  .  

  0  x 

  
 

1  

 

( )g x  

 

 .g.برر كل العناصر الواردة في جدول التغيرات الدالة1

)برهن أن المعادلة -.أ2 ) 0g x   تقبل حلا و حيدا  على المجال 0;:1حيث 2 . 

)ستنتج اشارة  ا-ب      )g x على المجال 0; 

.نعتبر المتتالية العددية3 nu   0بحدها الأول 5u  و من أجل كل عدد طبيعيn:
1 2 nu

nu e


  . 

nu، من nطبيعيراجع أنه من أجل كل عدد برهن بالت-أ . 

برهن أن المتتالية-ب  nu .متناقصة تماما 

برر لماذا المتتالية -4 nu .متقاربة ، ثم عين نهايتها 
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 (رحمه الله) مفتش التربية الوطنية سابقا# " جمال تاوريت"تمارين مقترحة من طرف المرحوم 



2 4وم الي تمرينين كل يوم+ الحل –برنامج رمضان    
 

التصحيح النموذجي المقترح 

 التمرين: 

  . I  المعادلة ذات المجهول  لتكن فيz : 4 3 26 24 18 63 0.....z z z z E                 

حل  المعادلة        E نها  تقبل حلين صرفين مترافقينعلما أ 

: \لدينا 4 3 26 24 18 63 0.....z z z E    . 

 .هما  الحلان الصرفيان المترافقان مع  iو  iأن: نفرض 

 : zلدينا من أجل كل عدد مركبو عليه 

   

  

 

2

2 2 2

4 3 2 2 2 2

( )

( )

( )

P z z i z i az bz c

P z z az bz c

P z az bz a c z bz c

 



  

    

   

     

 

2: بالمطابقة ينتج 2

2

2

1

6

24 1, 6, 3, 21

18

63

a

b

a c a b c

b

c

 





 


 


       


 

 

 2
3

3
3






 
  

 

  

: اذن

  

 

 

 

2 2

2

2

( ) 3 6 21

3 0 3, ' 3
( ) 0

6 21 0 3 2 3, ' 3 2 3

3,3 2 3, 3,3 2 3

P z z z z

z z i z i
P z

z z z i z i

S i i i i

   

      
  

       

   

  

  . II النقط نعتبر, ,C B A : 3التي لواحقها على الترتيب 2i 3, 3B Az z i      3و 2 3Cz i .  

C.عين الكتابة الأسية للعدد المركب 1 A

B A

z z

z z




 . 

و عليه 

3

2

3

3
3

2

3

3 3 3 6

3 3 3 6

6

6

i

C A

i

B A

i
i

C A

i
B A

z z i e

z z i e

z z e
e

z z
e










 
 
 

 
 
 

 
    

 
 

 
 
 

   

    


 



 

 ،  Cالى   Bو يحول  Aالذي مركزه   rعين زاوية الدورانت.2
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نا: لدي

 

3
3

2

3

3

6

6

i
i

C A

i
B A

i

C A B A

z z e
e

z z
e

z z z z e








 
    

 
 

 
 
 

 
 
 


 



  

 

و زاويته Aبالدوران الذي مركزه  Bهي صورة النقطةCو هذا يعني: أن النقطة 
3

 
 
 

. 

 :ABCالمثلث استنتاج طبيعة 

3
i

C A

B A

z z
e

z z

 
 
 





تعني: ان:  

 

 

1 1

arg ;
3 3

C A

B A

C A

B A

z z AC
AC AB

z z AB

z z
AC AB

z z

 


    



      
       

     

  

 متقايس الأضلاع. ABCو بهذا نستنتج أن المثلث

 .ABCمركز ثقل المثلث  Gعين لاحقة النقطةت.3

3
3

A B C
G

z z z
z i

 
  

من المستوي حيث: M'من المستوي  النقطة  Mالذي يرفق بكل نقطة   Tبيعة و العناصر المميزة للتحويل النقطيعين الطت-.أ4

'MM MA MB MC   . 

MM'لدينا:  MA MB MC    :ومنه' 3MM MG   شال نجد:  باستعمال علاقة' GM 3GM MG  

'وبالتالي:  2GMGM    نستنتج أن  النقطة'M  هي صورة  نقطةM بالتحاكي الذي مركزه النقطةG 2و نسبته  

MM'من العلاقة:  MA MB MC    :يكون لدينا 

أي:

     

 

'

' 2

' 2 3

A B C

A B C

G

z z z z z z z z

z z z z z

z z z

      

    

  

 

 .Tبالتحويل AصورةDلاحقة النقطةDzعين ت-ب  

أي: 
2 3

5 3

D A G

D

z z z

z i

  


 

 التمرين: 

المعرفة على المجال gجدول التغيرات أدناه هو للدالة 0;  :كما يلي( ) 2xg x e x   . 
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  0  x 

  

1  

 

( )g x  

 

 .g.تبرر كل العناصر الواردة في جدول التغيرات الدالة1

(0) 1g      و

 

 

lim ( ) lim 2

lim 0
lim ( )

lim 2

x

x x

x

x

x

x

g x e x

e
g x

x



 









  

 


  
  

 

)'، منxلدينا من أجل كل ) e 1xg x   .  

0xمن أجل:     0يكونx   :1و بالتالي 1 0x xe e       و منه الدالةg متزايدة تماما على 0;. 

)ن أن المعادلة ابرهال-.أ2 ) 0g x   تقبل حلا و حيدا  على المجال 0;:1حيث 2 . 

مستمرة و رتيبة  تماما على  gالدالة  0;   و
(1) 0,63

(2) (1) 0
(2) 0,14

g
g g

g


  


  

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  ) 0g x   تقبل حلا و حيدا  على المجال 0;:1حيث 2 . 

)استنتاج اشارة  -ب   )g x جالعلى الم 0; 

          0   x  

      +0       -    ( )g x 

 

.نعتبر المتتالية العددية3 nu  0ها الأول بحد 5u  و من أجل كل عدد طبيعيn:
1 2 nu

nu e


  . 

nu، من nطبيعيبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد -أ . 

nu، من nطبيعيالخاصية: " من أجل كل عدد  nPنسمي   " 

0لدينا:  5u    0و منهu   :1لان 2  

 صحيحة. 0Pاذن 

nuصحيحة أي   nPنفرض أن    طبيعيمن أجل كل عددn  1و نبرهن أنnP   1أيnu  . 

nuفمن الفرضية     ينتج
2 2n n

n

u u

u

e e e e
 



   

  

    
 

)و بما أن :  ) 0g    : فان
1

2 2

n

e e

u

  



 



    


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اذن 
1nP 

 صحيحة. 

:  nوبالتالي الخاصية وراثية و عليه حسب مبدأ البرهان بالتراجع فان  من أجل كل عدد طبيعي
nu . 

برهن أن المتتاليةال-ب   nu :متناقصة تماما 

:  nلدينا: من أجل كل عدد طبيعي
1 2 ( )nu

n n n nu u e u g u


        

و بما أن: 
nu    :فان( ) 0ng u    لاحظ جدول اشارة (( )g x) 

وعليه: 
1

( ) 0

0

n

n n

g u

u u

 

 
اذن المتتالية   nu .متناقصة تماما 

ر لماذا المتتالية يبر ت-4 nu ، متقاربة 

 nu متتالية محدودة من الأسفل و متناقصة تماما اذن فهي متقاربة 

 هايتها:تعين ن 

 بما أن nu  :متتالية  متقاربة نضع
1lim limn n

n n
u u l

 
   :و منه

 

2 0 2

0

l le l e l

g l

      

 
 

lيعني أن  و هذ    : و منهlim n
n

u 


 
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 التمرين

 

لتكن الدالة  
kf المعرفة على 0;   :كما يلي (x) ln x

kf e kx x    حيث ،k .عدد حقيقي موجب تماما 

و  kC مد و متجانستمثيلها البياني في معلم متعا ; ,O i j:5. وحدة الرسم , 10i cm j cm  

 الجزء )أ(:

.الدالة1
1f  معرفة على 0;  يلي. كما 1( ) ln xf x e x x    

احسب
1 '( )f x  الدالة المشتقة للدالة

1f .و استنتج اتجاه تغيرها 

من  x.بين أنه من أجل كل2 0;،
1( ) ln 1

x

x
f x

e

 
  

 
 .عند1f. ثم استنتج نهاية الدالة 

 .1f.شكل جدول تغيرات الدالة3

 الجزء )ب(:

)'احسب   )kf x من أجل كلx  من 0;ثم استنتج اتجاه تغير الدالةkf. 

من  x. من أجل كل2 0;،( ) ln 1k x

x
f x k

e

 
  

 
 .عند kfثم استنتج نهاية الدالة 

 ..kfشكل جدول تغيرات الدالة-.أ3

من  xبين أنه  من أجل كل-ب   0;  :( )k

k
f x

e
. 

.عين معادلة المماس4 kT   للمنحنى kC عند النقطةO. 

pعددان حقيقيان موجبان تماما حيث  mو  p.ليكن5 mأدرس الوضع النسبي للمنحنيين. pC   و mC. 

. ارسم المماسين 6 1T، 2T و المنحنيين 1C  و 2C .على الترتيب   

 

 التمرين

 
)نس انسوب اىى معلم متعامد و متجالم المستوي المركب نعتبر  ; , )O u v. 

B,نعتبر النقط  -.أ1 A  وC   :3التي لواحقها على الترتيب 3, 2b i a   2و 3c i.   حدد قيس الزاويةˆABC. 

1يه ABCمركز الدائرة المحاطة بالمثلث    لاحقة  النقطة    أن استنتج-ب    3i. 

)لتكن .2 )nz   كما يلي المتتالية المعرفة:
0

1

0

1 3
2

2
n n

z

i
z z



 

 


 .nzالنقطة التي لاحقتها nA،نضعمنnمن أجل كل 

3بين أن النقط -أ     2,A A4وA  3لاحقتها على التواىي هي النقط التي 3i ،2 2 3i 2و 3i. 

1A)لاحظ أن:  A ،2A B 4وA C.) 

قارن أطوال القطع   -ب   2 3 1 2,A A A A و 3 4A A. 

:   منnبين أن من أجل كل -.أ3
1

1 3
( )

2
n n

i
z z 


   . 

1nAاستنتج أن  -ب    هي صورةnA تحديد طبيعته و عناصره المميزة. يطلب بتحويل 

6n:       من nمن أجل كل  بين أن -ج nA A   2012ثم حدد لاحقةA. 

حدد طول القطعة-د      1n nA A . 
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

 الجزء )أ(:

الدالة 
kf المعرفة على 0;   :كما يلي (x) ln x

kf e kx x    حيث ،k .عدد حقيقي موجب تماما 

 الجزء )أ(:

.الدالة1
1f  معرفة على 0;  .كمايلي 1( ) ln xf x e x x    

1حساب '( )f x 1: الدالةf  قابلة للاشتقاق  على المجال 0;  ، 

1

1 1 1
' ( ) 1

x x x

x x x

e e e x x
f x

e x e x e x

    
   

  
 

 واستنج اتجاه تغيرها:

لدينا:   
1

1
' ( )

x

x
f x

e x





0x، بما أن:     1فان اشارة' ( )f x :1من اشارة البسط أي x  

  1  0  x 
          -              0        + 1 x 

متزايدة على المجال   1fو بالتاىي:    0;1و متناقصة  على المجال 1; 

من  x.بين أنه من أجل كل2 0;،
1( ) ln 1

x

x
f x

e

 
  

 
 : 

   1( ) ln ln 1 ln ln 1

ln 1 ln 1

x x x

x x

x x

x x
f x e x x e e x

e e

x x
x x

e e

      
              

      

      
           

      

 

 .عند1fاستنتاج نهاية الدالة  

1

1

lim ( ) lim ln 1 0

lim ( ) 0

lim ln 0

xx x

x

xx

x
f x

e
f x

x

e

 





  
   

  
 

     

 

 :1f.شكل جدول تغيرات الدالة3

  1  0  x 
        -              0        + 

1' ( )f x 

  1(1)f 1( )f x
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0 0  

حيث:   1 1(0) 0, (1) ln 1 1f f e    

 

 

 الجزء )ب(:

)'حساب   )kf x من أجل كلx  من 0;: 

الدالة 
kf  قابلة للاشتقاق  على المجال 0;  ، 

 1
' ( ) 1

x x x

k x x x

k xe k e k e kx
f x

e kx e kx e kx

   
   

  
  

 :kfاستنتاج اتجاه تغير الدالة 

0xلدينا:    0وk   و بالتاىي'( )kf x . 1من نفس اشارة x : 

متزايدة على المجال   kfمما سبق نجد أن :    0;1و متناقصة  على المجال 1; 

من  xمن أجل كل . بين أنه2 0;،( ) ln 1k x

x
f x k

e

 
  

 
  

   ( ) ln ln 1 ln ln 1

ln 1 ln 1

x x x

k x x

x x

x x
f x e kx x e k e k x

e e

x x
x k x k

e e

      
              

      

      
           

      

 

 .عند kfاستنتاج نهاية الدالة

lim ( ) lim ln 1 0

lim ( ) 0

lim ln 0, 0

k xx x

k
x

xx

x
f x

e
f x

x
k k

e

 





  
   

  
 

      

 

 .kfشكل جدول تغيرات الدالة-.أ3

  1  0  x 
          -              0        + ' ( )kf x 

  (1)kf 

0 0 

( )kf x

 

حيث:   (0) 0, (1) ln 1k kf f e k    
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من  xاثبات أنه  من أجل كل-ب 0;  :( )k

k
f x

e
: 

من جدول التغيرات نلاحظ أن:  
   

( ) (1)

(1) ln 1 ln ln ln

k k

k

f x f

e k
f e k e k e

e



 
        

 

 

)اذن:  ) lnk

e k
f x

e

 
  

 
0x، نعلم أنه من أجل      :لديناln( )x x  :و بالتاىي:                 أي

( ) ln

( )

k

k

e k k
f x

e e

k
f x

e

 
  

 



 

.تعين معادلة المماس4 kT   للمنحنى kC عند النقطةO. 

معادلة المماس kT    :
 

 

: '(0) x (0)

:

k k k

k

T y f f

T y kx

 


  

0.ليكن 5 p m درسة الوضع النسبي للمنحنيين. pC   و mC. 

)ندرس اشارة الفرق:   ) ( )p mf x f x :نجد ، 

   

   

( ) ( ) ln ln

ln ln ln

x x

p m

x
x x

x

f x f x e px x e mx x

e px
e px e mx

e mx

      

 
      

 

 

0بما أن:  p m   :فان
0

0

x

x

e px

e mx

 

 
نستنتج أن:     

1 ln 0

x x

x x

x x

e px e mx

e px e px

e mx e mx

  

  
   

  

 

)و بالتاىي:  ) ( ) 0p mf x f x    اذن المنحنى pC  يقع تحت mC  0من أجل p m . 

. رسم المماسين 6 1T، 2T و المنحنيين 1C  و 2C .على الترتيب 

 

 

1

2

:

: 2

T y x

T y x




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 التمرين: 

B,.  نعتبر النقط ABCˆتحدد قيس الزاوية  -.أ1 A  وC   :3التي لواحقها على الترتيب 3, 2b i a   2و 3c i . 

لدينا: 

 

 

2

, arg

2 3 3 3

2 3 3

3 3

arg 2 , 2
2 2

i

c b
BA BC

a b

c b i i

a b i

i e

c b
k BA BC k

a b



 
 

 
 
 

 
  

 

  


  

  

   
     

 

  

1هي ABCمركز الدائرة المحاطة بالمثلث    لاحقة  النقطة   استنتاج أن -ب    3i . 

فان  Bقائم في  ABCبما أن المثلث  AC  المحاطة بالمثلث يمثل قطر الدائرةABC :و بالتاىي
2 2 3

1 3
2 2

a c i
i

 
     

).لتكن 2 )nz  : المتتالية المعرفة كما يلي
0

1

0

1 3
2

2
n n

z

i
z z



 

 


 .nzالنقطة التي لاحقتها nA، نضعمن nمن أجل كل 

3بين أن النقط -أ     2,A A4وA  3هي النقط التي لاحقتها على التواىي 3i ،2 2 3i 2و 3i. 

1A)لاحظ أن:  A ،2A B 4وA C.) 
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 

 

 

1 0

2 1

3 2

4 3

1 3
2 2

2

1 3 1 3
2 2 2 1 3 2 3 3

2 2

1 3 1 3
2 3 3 2 2 2 3

2 2

1 3 1 3
2 2 2 3 2 2 3

2 2

i
z z a

i i
z z i i b

i i
z z i i

i i
z z i i c


   

 
         

 
      

 
      

 

مقارنة أطوال القطع   -ب   2 3 1 2,A A A A و 3 4A A. 

1 2 2 1 2A A z z  
    2 3 3 2 2A A z z  

   3 4 4 3 2A A z z  
 

1اذن:   2 2 3 3 4A A A A A A  

:   منnاثبات أنه من أجل كل -.أ3
1

1 3
( )

2
n n

i
z z 


   . 

ليكن   
nمن      :

 

  

 

1

1 3 1 3 1 3
2 1 3 1 3 1 3

2 2 2

1 3

2

n n n n

n

i i i
z z i z i z i

i
z







  
          


 

 

1nAاستنتاج أن  -ب   هي صورةnA .بتحويل يطلب تحديد طبيعته و عناصره المميزة 

بما أن : 
1

1 3
( )

2
n n

i
z z 


  

  

أي:   
3

1 ( )
i

n nz e z


    
  

فان  
1nA   هي صورةnA    بالدوران الذي مركزه   3و زاويته


 . 

6n:       من nاثبات أن من أجل كل -ج nA A  

nنضع:  nv z     :لدينا nv  متتالية هندسية أساسها
3

i

e


0vو حدها الأول        :اذن

3 3

3

n
i in

n

in

n

v e e

z e

 



 

 

 
    

 

 

 

ومنه:     

   

 

6 6

23 3 3 3
6

2

2012

3
2012 2

cos(2 ) sin(2 ) 1

3 3

i n i n in in

i

n n

i

i

z e e e e e z

e i

z e z i

   






       

 

 

 

         

  

    
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تحدد طول القطعة-د  1n nA A : 

1نضع  1n n n n nd A A z z     

بحساب 
1nd 

نجد:   
1n nd d   : اذن nd  :1متتالية ثابتة  و منه 1 2

1

2

2

n

n n

d d A A

A A 

  


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 التمرين

 

  أخرى تحمل الرقم وثلاثة  0صندوق على عشر كريات لا يمكن التمييز بينها باللمس ثلاثة منها تحمل الرقم  يحتوي  

والأربعة المتبقية تحمل الرقم
6


 . 

 نسحب عشوائيا  وعلى التوالي دون إرجاع كرتان من الصندوق ونسجل العددين الظاهرين. نرمز لهذين العددين 

  .و ب 

المتغير العشوائي الذي يرفق كل سحبة العدد Xليكن (1 cos  . 

 .Xعرف قانون الإحتمال لهذا المتغير العشوائي . أ

 . Xب. أحسب الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي            

عند حصوله على 100DA( نقوم الآن باللعبة الآتية: يربح اللاعب2     cos 1   50ويخسرDA  في باقي

 الحالات.

 الربح أو الخسارة. المتغير العشوائي الذي يرفق بكل رمية Yليكن

 .Yأ. عين قانون الإحتمال لـ      

 ب. يكرر اللاعب هذه اللعبة ثلاث مرات بحيث يعيد اللاعب الكرتين المسحوبتين إلى الكيس في كل مرة:    

 .150DAما هو احتمال أن يربح اللاعب       
 التمرين

 
21المعرفتان كما يلي:   gو  fلتكن الدالتان   1

( )
3

f x x x
x

 
   

 
3و     2( ) 2 1g x x x   . 

معلم متعامد و متجانس في المستوي المنسوب  الى fالتمثيل البياني للدالة (C)وليكن   ; ,O i j 

0xمن أجل كل  ه.بين أن1  لدينا :'( )f x  و ( )g x  .من نفس الاشارة 

 .علىg.أدرس تغيرات الدالة 2

)gبين أن المعادلة-.أ3 ) 0x   اتقبل حل وحيد  حيث 0;1   . 

)اشارة  xحسب قيم  استنتج -ب   )g x. 

 . f.شكل جدول تغيرات الدالة4

. لتكن النقطتين 5
1

1;
3

I
 
  
 

و     1;1J.  

بين أن المستقيم -أ     IJ هو مماس للمنحنى(C) في النقطةJ.  

عين معادلة المماس  -ب     T  للمنحنى(C) في النقطةI . 

و المماس (C)أدرس الوضع النسبي للمنحنى-ج     T. 

.أرسم المماس6 Tو المنحنى C. نأخد(( ) 0.8f  ) 

3.ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي عدد حلول المعادلة:7 2 3 1 0x x mx   .   

المحدد بالمنحنى S.أحسب مساحة الحيز 8 C  :0و المستقيمات التى معادلاتهاy ،1x  وx e  

 

 

5min Maths 
 سادسال6 اليوم

(2)التمرين  بكالوريا فرنسية  

ت
لا
ما
حت

لا
 ا



2 6 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل اليوم 
  

 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

والأربعة المتبقية تحمل الرقم  وثلاثة أخرى تحمل الرقم  0عشر كريات لا يمكن التمييز بينها باللمس ثلاثة منها تحمل الرقم 
6


 . 

1.X المتغير العشوائي الذي يرفق كل سحبة العدد cos  . 

 .Xقانون الإحتمال لهذا المتغير العشوائي -أ

2كريات هو : 10عدد امكانيات سحب كرتين من بين 

10 45C  . 

 نقوم بالاحصاء الامكانيات الممكنة نجد: 

cos(0 0) cos(0) 1

cos(0 ) cos( ) 1

3
cos 0 cos

6 6 2

cos( ) cos(2 ) 1

7 3
cos cos

6 6 2

1
cos cos

6 6 3 2

 

 

  

 


  

  

   

   
     

   

  

   
      

   

   
     

   

  

و بالتالي قيم المتغير العشوائي هي: 
3 1 3

, 1, ,1,
2 2 2

X
  

   
  

  

 

 

1 1

3 4

2

10

1 1

3 3

2

10

2

4

2

10

2 2

3 3

2

10

1 1

3 4

2

10

3 12

2 45

9
1

45

1 6

2 45

6
1

45

3 12

2 45

C C
p X

C

C C
p X

C

C
p X

C

C C
p X

C

C C
p X

C

  
     

 


   

 
   

 


  

  
    

 

  

3

2
 1 1

2
 1 3

2
 iX x 

12

45
 

6

45
 

6

45
 

9

45
 

12

45
  ip X x 

 

 . Xب. حساب الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي            

 

 

3 12 9 1 6 6 3 12
0

2 45 45 2 45 45 2 45

0

E X

E X

        
                         


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Y.عين قانون الإحتمال لـ تأ.     (2     50,100Y   . 

 

 

3 1 3 39
(Y 50) X X 1 X X

2 2 2 45

6
(Y 100) X 1

45

p p p p p

p p

    
                       

   

  

100  50  iY y 

6

45
 

39

45
  ip Y y 

 

 . أي:50DA و يخسر مرة   100DAمعناه يربح مرتين .150DAاحتمال أن يربح اللاعب  ب.     

       

 
2

150 100 100 50

6 39
150

45 45

p Y p Y p Y p Y

p Y

       

 
   

 

   

 التمرين: 

21المعرفتان كما يلي:   gو  fكن الدالتان لت 1
( )

3
f x x x

x

 
   

 
3و     2( ) 2 1g x x x   . 

0x.اثبات أنه من أجل كل 1   :لدينا'( )f x   و( )g x  .من نفس الاشارة 

:  *قابلة للاشتقاق على  fالدالة 
3 2 3 2

2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1 ( )
'( ) 2 1

3 3 3 3

x x x x g x
f x x

x x x x

     
       

   
 

اذن: 
2

( )
'( )

3

g x
f x

x
  و لدينا*x  :23يعني 0x  و منه  اشارة '( )f x  من نفس الاشارة( )g x . 

 .علىgتغيرات الدالة  ةسادر .2

 

 

3 2 3

3 2 3

lim ( ) lim 2 1 lim 2

lim ( ) lim 2 1 lim 2

x x x

x x x

g x x x x

g x x x x

  

  

     

     
 

)'2  :  قابلة للاشتقاق على  gالدالة  ) 6 2g x x x . 

2

0

6 2 0 '(x) 01

3

x

x x g
x

 

     

 


 . 

   0          
1

3


          x 

 + 0 - 0          + '( )g x  

                       1
3

g   

 

           (0)g    

 

( )g x 
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حيث: 
(0) 1

1 26

3 27

g

g

 

  
 

 

  

)gأن المعادلة اثبات-.أ3 ) 0x   تقبل حل وحيدا حيث 0;1   . 

مستمرة و متزايدة تماما على  gالدالة 0;1  و
(0) 1 0

(1) 2 0

g

g

 

 
 

)gحسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة  ) 0x  تقبل  حل وحيد.)لم يطلب تعيين حصر له( . 

)اشارة xاستنتاج حسب قيم  -ب )g x. 

                   x 
 + 0 - ( )g x

 

   

 . f.شكل جدول تغيرات الدالة4

  0   x 
 + 0 - - '( )f x  

                                                          
                        ( )f    

 

( )f x  

 نحسب النهايات:

2

2

0 0

2

0 0

2

1 1
lim ( ) lim

3

1 1
lim ( ) lim

3

1 1
lim ( ) lim

3

1 1
lim ( ) lim

3

x x

x x

x x

x x

f x x x
x

f x x x
x

f x x x
x

f x x x
x

 

 

 

 

 

 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 

. لتكن النقطتين 5
1

1;
3

I
 
  
 

و     1;1J . 

أن المستقيم  اثبات-أ     IJ هو مماس للمنحنى(C) في النقطةJ . :حيث
1

1;
3

I
 
  
 

و     1;1J. 

نعين معادلة المستقيم  IJ: 

معامل توجيه المستقيم  IJ  : هو

1
1

23

2 3

J I

J I

y y
a

x x




  


و بالتالي المستقيم   IJ:من الشكل
2

3
y x b  . 
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 J IJ  :و منه 
2

: y 1
3

IJ x   . 

أي:  Jفي النقطة (C)من جهة ثانية نعين معادلة المماس  للمنحنى  '(1) 1 (1)y f x f    :و نجد
2

y 1
3

x . 

المستقيم  IJ هو مماس للمنحنى(C) في النقطةJ. 

عين معادلة المماس  ت-ب     T  للمنحنى(C) في النقطةI . 

   

   

: '( 1) 1 ( 1)

2 1
: 1

3 3

2 1

3 3

T y f x f

T y x

y x

    


  


 

 

و المماس (C)الوضع النسبي للمنحنى ةسادر -ج     T. 

)ندرس اشارة الفرق  ) yf x    :نجد 

)نلاحظ ان باستعمال  القسمة نتحصل: 1) جذر للبسط
   

3 2
2

2

1 1 2 3 3 1
( ) 1

3 3 3

1 1
( )

3

x x x
f x y x x x

x x

x x
f x y

x

      
         

   

 
 

. 

                0                       1                      x 
                             +             0 - 1x 

 + - 3x 
 +          -               0     + ( ) yf x  

اذن من أجل  ; 1x   (C) يقع فوق المماس T. 

من أجل  1;0x  (C) يقع تحت المماس T. 

من أجل  0;x  (C) يقع فوق المماس T. 

يتقاطع مع  المماس (C)المنحنى T  في النقطة
1

1;
3

I
 

 
 

 . 

المماسرسم .6 Tو المنحنى C. نأخد(( ) 0.8f  ). 
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 ةناقشالم.7

:لدينا

3 2 3 2

2

2

3 1 0 1 3

1
3

1 1
( )

3

x x mx x x mx

x x m
x

x x m f x m
x

       

   

 
      

 

 

حلول هذه المعادلة بيانيا هي تعين فواصل نقط تقاطع المنحنى مع  C المعادلة:المستقيم ذاy m . 

لما  , ( )m f   . يوجد حل واحد 

لما  m f   يوجد حلان أحدهما حل وحيد مضاعف 

لما  ( ),m f    يوجد ثلاث حلول 

المحدد بالمنحنى Sب مساحة الحيز احس.8 C  :0و المستقيمات التى معادلاتهاy ،1x  وx e  

لدينا من أجل  1;x e ،(x) 0f   :و بالتالي 

2

1 1 1

3 2 3 2
2

1
1

3 2

3 2 3 2

1 1
( ) ( )

3

1 1 1 1 1 1 1
lnx lne

3 3 3 2 3 3 2 3 3 2

1 5
1

3 3 2 18

1 1 1 1
.

3 3 2 9 3 3 2 3

e e e

e
e

S f x ydx f x dx x x dx
x

x x e e
x x

x

e e

e e e e
u a

 
      

 

      
               

      

 
    

 

   
        

   

  


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 التمرين

 

لتكن المتتاليتين   nu  و nv  0ول المعرفتين بحدهما الأ 1u    0و 6v   من أجل كلn  أ:عدد طبيعي

1

1

1 2

3 3

1 3

4 4

n n n

n n n

u u v

v u v



 


 


 


أ

.نعتبر المتتالية1 nw  كما يلي المعرفة : n n nw v u   من أجل كل،n أ .من

بين أن المتتالية      nw  هندسية ثم استنتج عبارة nw بدلالةn أ

.نعرف المتتالية 2 nt  من أجل كلn  8 كمايلي:عدد طبيعي 3n n nt v u أ

بين أن المتتالية  ntأالعام. هاحد ثابتة  ثم استنتج عبارة

أو احسب نهايتها. nبدلالةnv. ثم استنتج ntو  nwبدلالة nv.عبر عن3

. ما هي نهاية  المتتالية4 nu.أ

 التمرين

 
 
 
 
 
 
 
 
 التمرين

 
 

 I-   2نعتبر العدد المركب 3Z i   .أ

2هي  Z.بين أن طويلة  1     2 3  .أ

2.تحقق من أن :2     1 cos 2 sin
6 6

Z i
     

      
    

أ   

21باستعمال قوانين موافر بين أن :-.أ3     cos(2 ) 2cos ( )   .أ

24cosبين ان:  -ب       4 cos sin
12 12 12

Z i
       

      
     

sin(2)نذكر أن : ) 2cos( )sin( )   أ(  ثم أكتب العدد

أعلى شكله المثلثي. Zالمركب     

بين أن:  -ج       
6

6 2 2 3Z i  .أ

II-  النقطتين نعتبر في المستوي المركب المنسوب الى معلم متعامد و متجانس و  أاللتين لاحقتهما

    3  وZ  على الترتيب  ليكنh  التحاكي  الذي مركزه  أ.2و نسبته

4)هي  hبالتحاكي   صورة النقطة  Dلاحقة النقطة  d.بين أن  1     3) 2i  .أ

4بحيث :  zذات اللاحقة  M.حدد مجموعة النقط2     3 2z i Z   .أ

أ 

أ(خاص بالتقني رياضي و الرياضي فقط)       7على  3nالقسمة الاقليدية للعددبواقي n.أدرس حسب قيم العدد الطبيعي 1

2017 .بين أن العدد: 2 14381438 2017 2  أ.7يقبل القسمة على

6العدد الطبيعي حتى يكون العدد:  .عين قيم 3 5 6 3 21438 2017 15 1n n n   أ.7يقبل القسمة على

العدد الطبيعي حتى يكون العدد:  . عين قيم4   6 2 6 14 3 3 4 0 7n nn     . أ

أ

. 

 

( ; ; )O u v

5min Maths 
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(1التمرين فرنسية )بكالوريا   

(2التمرين ) غربيةمبكالوريا   
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

لتكن المتتاليتين  nu  و nv   0المعرفتين بحدهما الول 1u    0و 6v   من أجل كلn : أعدد طبيعي

1

1

1 2

3 3

1 3

4 4

n n n

n n n

u u v

v u v



 


 


 


أ

اثبات أن المتتالية1 nw : أهندسية

nبما أن:   n nw v u   من أجل كل،n و  من  .
1

1 2

3 3
n n nu u v     و

1

1 3

4 4
n n nv u v  .أ

أبالتعويض نجد:  

 

1 1 1

1 3 1 2

4 4 3 3

1 1 1

12 12 12

1

12

n n n n n n n

n n n n

n

w v u u v u v

u v v u

w

       

    



أ

و بالتالي : المتتالية nw متتالية  هندسية  أساسها
1

12
0و حدها الول   0 0 6 1 5w v u    .أ

.:nبدلالة nwاستنتاج عبارة  
0

1
5

12

n

n

nw w q
 

    
 

أ

8:  عدد طبيعي nلدينا من أجل كل .2 3n n nt v u أ

ن أن المتتالية ابيت ntأ:ثابتة

1 1 1

1 0

1 3 1 2
8 3 8 3 8 3

4 4 3 3
n n n n n n n n n n

n n

t v u u v u v v u t

t t t

  



   
           

   

  

أ

بالتالي المتتالية و  nt أثابتة

0استنتاج عبارة حدها العام.   0 08 3 51

51

n

n

t t v u

t

   


أ

أ: ntو  nwبدلالة nvر عنيبالتع.3

 لدينا:
3 3 3 ........(1)

8 3 8 3 ............(2)

n n n n n n

n n n n n n

w v u w v u

t v u t v u

    
 

    
( طرف لطرف نجد: 2( و )1بجمع المعادلة ) 

3 1
11 3

11 11
n n n n n nv w t v w t    أ

أ.nبدلالة nvاستنتاج 

بالتعويض نجد:   
3 1 1 15 1 51

5 45
11 12 11 11 12 11

n n

nv
    

              

أ

اب نهايةحس nv:                       

 

15 1
lim lim 51

11 12

15 1
lim 0 51

lim11 12
11

0 1

n

n
n n

n

n
n

n

v

v

q

 





 
   

 

  
   

  
  

أ
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. نهاية  المتتالية4 nu:أ

لدينا:  

1

1

1 3

4 4

1 3 1 3
lim lim lim lim

4 4 4 4

51 1 3 51
lim

11 4 4 11

51
lim

11

n n n

n n n n n
n n n n

n
n

n
n

v u v

v u v u v

u

u




   





 

 
    

 

 
   

 



لان:      
1

51
lim lim

11
n n

n n
v v

 
  

 التمرين: 

I-   2نعتبر العدد المركب 3Z i   .أ

2هي  Z.بين أن طويلة  1     2 3.أ

 
2

22 3 2 3 1 8 4 3 2 2 3Z i         أ

2.التحقق من أن :2     1 cos 2 sin
6 6

Z i
     

      
    

أ.

3 1
2 3 2 1 .2 2 1 cos 2 sin

2 2 6 6
Z i i i

       
                     

أ

21أن : اثبات -.أ3     cos(2 ) 2cos ( )  .أ

أنعلم أن: 

و منه:

 

 

 

   

2
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

cos
2

2 . 2
cos

2 4 4

1 2 1 1
1 cos 2 1

2 2 2 2 2

1 cos 2 2cos

i i

i i i i i i i i

i i i i

e e

e e e e e e e e

e e e e

 

       

   







 



   

 




     
   
 

     
          

   

  

أ 

24cosان:   اثبات-ب       4 cos sin
12 12 12

Z i
       

      
     

أ

sin(2)نذكر أن : ) 2cos( )sin( )   )أ
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2لدينا: 

2

2 1 cos 2 sin
6 6

2 2
2 1 cos 2 sin

12 12

2 2cos 2 2cos sin
12 12 12

4cos 4 cos sin
12 12 12

4cos cos isin
12 12 12

Z i

i

i

i

 

 

  

  

  

    
      

    

    
      

    

     
        

     

     
      

     

    
     

    

 
 
 

أ

أعلى شكله المثلثي:  بما أن: Zالمركب كتابة العدد   

4cos 0 4cos
12 12

4cos cos isin
12 12 12

Z

Z

 

  

   
     

   

      
       

      

أ

أن:   اثبات-ج       
6

6 2 2 3Z i  .أ

حسب موافر :و منه  

 

 

6

6

6

6

6

6

6
6

cos isin
12 12

cos isin
12 12

6 6
2 2 3 cos isin

12 12

2 2 3 cos isin
2 2

2 2 3

Z Z

Z

Z i

 

 

 

 

     
      

     

    
      

    

    
      

    

    
      

    

 

أ

II-  النقطتين نعتبر في المستوي المركب المنسوب الى معلم متعامد و متجانس و  أاللتين لاحقتهما

    3  وZ  على الترتيب  ليكنh  التحاكي  الذي مركزه  أ.2و نسبته

4)هي  hبالتحاكي   صورة النقطة  Dلاحقة النقطة  dأن   البرهان على .1     3) 2i  .أ

أي:   

 

 

2

2

4 3 2

d p

d p

d i

 



  

 

  

4)هي  hبالتحاكي   صورة النقطة  Dاذن : لاحقة النقطة      3) 2i  .أ

4بحيث :  zذات اللاحقة  Mمجموعة النقطتعين .2     3 2z i Z   .أ

( ; ; )O u v
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4 3 2z i Z        : 2تكافئ 2 3z d  .أ

و نصف قطرها  Dهي  دائرة مركزها النقطة  zذات اللاحقة  Mاذن مجموعة النقط  4 2 3.  

 التمرين: 

خاص بالتقني رياض ي و )                                 7على  3nبواقي القسمة الاقليدية للعددnحسب قيم العدد الطبيعي  ةسادرأ.1

 (الرياض ي فقط

أ

2017أن العدد:   اثبات .2 14381438 2017 2  أ.7يقبل القسمة على

أ

أ

6عين قيم العدد الطبيعي حتى يكون العدد:  ت.3 5 6 3 21438 2017 15 1n n n   أ.7يقبل القسمة على

أنفرض العدد

أ

العدد الطبيعي حتى يكون العدد:  عين قيمت. 4   6 2 6 14 3 3 4 0 7n nn     . أ

أ nCنفرض العدد المعطى 

أ
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 التمرين

 

  

 أجب عن الأسئلة التالية:

..  كما يلي:     دالة  معرفة على      

 تستنتج؟.. ماذا و  احسب  -.أ1

  أعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة. -ب   

g . كما يلي:      دالة عددية  معرفة على 

 زوجية. أثبت أن الدالة-أ   

.  : كما يلي:    دالة  معرفة على
  

تمثيلها البياني في المستوي المنسوب الى و 

 .  بالعبارة: عرفة على المجا   المالدالة العددية   ،معلم متعامد و متجانس

 . ثم أرسمه في نفس المعلم السابق. انطلاقا من  بين كيف يمكن انشاء     

 .عدد واشارة حلو  المعادلة:  .ناقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي 

. f  دالة للمتغير الحقيقيx   2ب: معرفةx :

2
( )

4 1 3

(2)

x x
f x

x

f m

  


  
 

  

0مستمرة عند fحتى تكون   mعين قيمة  2x . 

.  احسب التكامل: -أ  . 

) احسب بالسنتيمتر مربع مساحة الحيز من المستوي المحدد بالمنحنى-ب  )fC  منحنى الدالةf :حيث 
2

( )
1

x
f x

x



و    

 . و  محور الفاصل و المستقيمين اللذين معادلتهما:

.  f المعرفة كما يلي:   الدالة
   

1 cos
( ) : ,0 0,

sin

(0) 0

x
f x x

x

f

 


  
 

 

 . 0مستمرة عند القيمة  f.بين أن 1

 . 0تقبل الاشتقاق عند القيمة  fبين أن .2

.   :احسب النهاية التالية
2 1

lim
1x

x

x




. 

 

k 1 
4

( )
1

k x x
x

 


0

( ) (0)
lim
h

k h k

h





0

( ) (0)
lim
h

k h k

h





2

1
( ) 1

1
g x x

x

 
  

 

g

f 1; 
2

( )
1

f x x
x

 


( )fC

( ; ; )O i jg 1; ( ) ( )g x f x

( )gC( )fC

m
2( )g x m

1

2

0
1

x
dx

x 

0x 1x 

5min Maths 
 ثامنال8  اليوم

 

  من طرف "محمود مفتاح" مفتش التربية الوطنيةتمرين مقترح 

ة 
ئل
س

أ
ية

دد
لع
ة ا

دال
 ال

في
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 التمرين

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 في كل حالة من الحالات الخمس الآتية اقترحت أربع اجابات، اجابة واحدة فقط منها صحيحة ، حددها مع التعليل:

 .z   6عدد مركب يحقق 2z z i  :الشكل الجبري للعدد هو ، 

-أ                    
8

2
3

i   ب  ،-  
8

2
3

i     ج  ،-
8

2
3

i    د  ،-
8

2
3

i . 

 في المستوي المركب، مجموعة النقط .M    ذات الاحقةz x iy     :1التي تحققz z i    هي المستقيم ذو

 المعادلة:

1y -أ                    x   ب    ،- y x     1 -،  جy x       د  ،- y x. 

 ليكن .n  1)عددا طبيعيا، العدد 3)ni   حقيقي معناهn : من الشكل  

3 -أ                   1k       3  -،    ب 2k     3 -،       جk      6 -،     دk      حيث ،k . 

  نعتبر المعادلة .
6

( ) :
3

z
E z

z





)، حل للمعادلة zمع    )E : هو 

2   -أ                   2i  2 -، ب 2i 1  -،   ج i  1 -،   د i  . 

لتكن .A   وB      نقطتان لاحقتهما على الترتيبAz i   3وBz    اللاحقة في معلم متعامد و متجانس .

cz    للنقطةC    بحيث يكونABC    مثلثا متقايس الأضلاع مع( ; )
3

AB AC


 :هي 

3 -،     ج     2i -،  ب    i  -أ                 i     3  -،      د 2i 
. 

 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

 .  كما يلي:   دالة  معرفة على 

  حساب  -. أ1

 

  و منه:

 .ولدينا: 

 

  و منه:

 .  لا يساوي العدد المشتق من اليسار لأن العدد المشتق من اليمين   الدالة دالة غير قابلة للاشتقاق عند   نستنتج أن:

( ; ; )O u v

k 1 
4

( )
1

k x x
x

 


0 0

4
4

( ) (0) 1lim lim
h h

h
k h k h

h h 

 

  
 

2

0 0

5 5
lim lim 5

( 1) 1h h

h h h

h h h 

 

   
   

 

0

( ) (0)
lim 5
h

k h k

h




 

0 0

4
4

( ) (0) 1lim lim
h h

h
k h k h

h h 

 

 
 

2

0 0

3 3
lim lim 3

( 1) 1h h

h h h

h h h 

 

 
   

 

0

( ) (0)
lim 3
h

k h k

h




 

k0( 3)( 5)

د 
دا
لأع

ا
بة

ك
مر
ال
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 التفسير الهندس ي: -ب

يقبل نصفي مماس عند النقطة ذات الفاصلةقابلة للاشتقاق من اليمين و قابلة للاشتقاق من اليسار فان منحنى الدالة  بما أن البدالة

. 

 .هي نقطة زاوية لمنحنى الدالة يمكن القو  أن النقطة  ملاحظة:

  .كما يلي:   دالة معرفة على 

               

 زوجية: اثبات أن الدالة -أ   

 ومن دالة معناه: من أجل كل تذكير: 

 .لدينا : من 

 

 

 زوجية. و منه: الدالة

 شرح طريقة الرسم:

لدينا:
 

           

 . منطبق علىفان أي: اذا كان  

 بالنسبة لمحور الفواصل.نظير اذا كان فان

.   بالعبارة: معرفة علىدالة  . 

 : انطلاقا من  كيفية  انشاء    

  

 وبالتالي:

 .منطبق على  من أجل

kk

0

(0;4)k

g

2

1
( ) 1

1
g x x

x

 
  

 

g

fxfDx

fD( ) ( )f x f x 

 
2 2

1 1
( ) 1 1

11
g x x x

xx

 
        

     

( )g x

g

( ), 0
( ) ( )

( ), 0

f x x
g x f x

f x x


  

 

0x ( )gC( )fC

( )gC( )fC

gg 1; ( ) ( )g x f x

( )gC( )fC

0

0

( ) ( ),
( ) ( )

( ) ( ),

g x f x x x
g x f x

g x f x x x

 
  

  

0x x ( )gC( )fC
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 بالنسبة لمحور الفواصل  نظير من أجل 

 .عدد واشارة حلو  المعادلة:  ناقش بيانيا،

 لدينا من أجل :

 (للمعادلة حل وحيد موجب .) 

 للمعادلة حلين  موجبين. 

 ر معدوم.خللمعادلة حلان أحدهما موجب و الآ   

  للمعادلة حلان مختلفان في الاشارة. 

 

. عيين قيمة تm  : 

2xلدينا: من أجل   ،
2

( )
4 1 3

(2)

x x
f x

x

f m

  


  
 

 

f 0مستمرة عند 2x  :يعني
2

lim ( ) (2)
x

f x f  :و منه
2

lim ( )
x

m f x. 

نحسب
2

lim ( )
x

f x. 

لدينا: 
2 2

2
lim ( ) lim

4 1 3x x

x x
f x

x

 


 
 

بالتعويض المباشر نجد "ح ع ت" من الشكل 
0

0
 . 

)لرفع "ح ع ت"  نقوم بضرب و قسمة في مرافق بسط و مقام عبارة  )f x. 

aعددان حقيقيان، مرافق العدد  bو aتذكير:  b  هوa b     2: مرافق العدد مثال 1  2هو 1 

 أي: 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

2 2

2

2

2 2 4 1 3
lim ( ) lim

4 1 3 2 4 1 3

( 2)( 1) 4 1 3
lim

4( 2) 2

( 1) 4 1 3 18
lim

164 2

x x

x

x

x x x x x
f x

x x x x

x x x

x x x

x x

x x

     
  

     

   


  

  
 

 

 

0x x ( )gC( )fC

2( )g x m

0m 
0x x

0 2m 

2m 

2m 
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و بالتالي:
9

8
m  . 

. حساب التكامل: -أ 

   . 

 المساحة:-ب

    

  و منه: 

 .أي: 

.   1 الدالة .f  لان: 0مستمرة عند القيمة
2

0 0 0

1 cos sin
( ) ( ) ) 0

(1 cos )sin 1 cos
lim(lim lim

x x x

x x
f x

x x x  


  

 
(0)و       0f . 

    لان: 0تقبل الاشتقاق عند القيمة f. الدالة 2

0 0 0 0

( ) (0) 1 cos sin sin 1
( ) ( ) ( ) ( )

0 sin (1 cos ) 1 cos
lim lim lim lim

x x x x

f x f x x x

x x x x x x x   

 
   

  
  

               
0

( ) (0) 1 1
1 '(0)

2 2
lim

x

f x f
f

x


      . 

.   :2لديناlim 1
x

x


   وlim 1
x

x


   :تظهر لنا حالة عدم التعين من الشكل.



. 

xبما أن:   :0فانx   :2و منهx x x . 

و بالتالي: 
2 2 2 2

1 1 1
1 1 1

1

1 1 11
1 1 1

x x
x x x x

x
x x

x x x

  


  
      

       
     

. 

و منه: 
2

1
lim 1 1
x x

   و
1

lim 1 1
x x

 
  

 
. 

اذن 
2 1

lim 1
1x

x

x





. 

 التمرين: 

 .z   6عدد مركب يحقق 2z z i   ، 

11 1

2

2 2

00 0

1 2 1 1
ln( 1) ln 2

1 2 1 2 2

x x
dx dx x

x x

 
       

 

1 1

2 2

2

0 0

4. ( ) 4 1
1

x
S f x dx cm dx cm

x

 
    

 
 

21
4 1 ln 2

2
S cm

 
   

 

2(4 2ln 2)S cm 
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في العلاقة المعطاة نجد:  يكفي التعويض في الشكل الجبري  
2

8 8 8 10
2 4 2 6 2

3 3 3 3
i i i

 
        

 
  

الشكل الجبري للعدد هو:                 
8

2
3

i            )الاجابة )أ 

 .ليكن عدد مركبz   نضع ،z x iy .  

1z z i    :معناه 

أي:     

2 2

2 22 2

2 2 2 2

1

1 1

2 1 2 1

z z i

x y x y

x x y x y y

y x

  

    

      

 

 

 بة )ب(اجلا ا

 .n عدد طبيعي ، 

أي: 

 

1 3 2

1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3

1 3 2 cos sin 2 cos sin
3 3 3 3

n
n

n n

i

i i i

n n
i i i

 

   

 

   
           

   
       

   

  

1)العدد  3)ni   حقيقي معناه: 
 

2 sin 0
3 3

3 ,

n n n
k

n k k

 
  

 

 الاجابة  )ج(.     

 . حل للمعادلة( )E: 

 و منه: 

2

12

2

6 (3 z) 6
3 6

3 3 3

2 2
4 6 0

2 2

z z z
z z z z

z z z

z i
z z

z i

  
      

  

  
     

 

 (الاجابة   )ب 

. لتكنA وB      نقطتان لاحقتهما على الترتيبAz i   3وBz    اللاحقة في معلم متعامد و متجانس .cz    للنقطة

C    بحيث يكونABC    مثلثا متقايس الأضلاع مع( ; )
3

AB AC


 :هي 

ABC  اذا كانت  مثلث متقايس الأضلاعC  هي صورةB  بالدوران الذي مركزهA   و زاويته
3


. 

( ; ; )O u v



7 8 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل اليوم 
  

 

 

3

1 3
3

2 2

i

C A B A

C

z z e z z

z i i i



  

 
     

 

3 بعد النشر نجد:    2Cz i       .)الاجابة   )د 
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 التمرين

 

 .Iلتكنfالدالة المعرفة على 0;  :كما يلي
2

1 ln
( )

x
f x

x


و ليكن، fC  المنحنى الممثل للدالةf في معلم

تااس المتعامد و الم ; ,O i j )أنظر الشكل المقابل(  . 

 النتياة هندسيا.على اليمين، فسر  0عند fأحسب نهاية الدالة -.أ1

limاحسب -ب ( )
x

f x


 ، ثم فسر النتياة هندسيا..

من xبين أنه من أجل كل-.أ2 0;،
3

1 2ln
'( )

x
f x

x

 
.   

حل في-ب 0;  :1المتراجحة 2ln 0x   ثم استنتج اشارة'( )f x

على الماال 0;. 

 .fشكل جدول تغيرات الدالة-ج

بين أن المنحنى-.أ3 fC يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة يطلب

 تعين احداثياها.

)استنتج اشارة  -ب   )f xعلى الماال 0;. 

 .II  من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn نرمز بالعدد
nI لمساحة الحيز المحصور بين fC  و حامل محور الفواصل و

المستقيمين الذين معادلتهما: 
1

x
e

    وx n. 

2بين أن:-.1

1
0

2
I e    

بين أن -.2
2 ln

:
x

F x
x

 
على الماالfدالة أصلية للدالة  0;. 

أحسب-.3
nIبدلالةn. 

أحسب نهاية-.4 nIعند. 

 

 التمرين

 

بطاقات كتب على كل بطاقة الرمز 3و   بطاقات كتب على كل بطاقة الرمز 5بطاقات منها : 10يحتوي صندوق على 

. البطاقات لانفرق بينهما أثناء اللم ، سسحب من الصندوق بطاقتين في آن  ،و بطاقتين  كتب على كل بطاقة الرمز

 واحد و سعتبر اللعبة :

 نقاط. 5نربح  بطاقة تحمل الرمزاذا تحصلنا على -

 نربح نقطتين. اذا تحصلنا على بطاقة تحمل الرمز-

 نخسر نقطة واحدة. اذا تحصلنا على بطاقة تحمل الرمز-

 البطاقتين المسجلتين.المتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية الماموع الجبري للنقط المسجلة على Xليكن

 المتغير العشوائي الممكنة.Xعين قيم  .1

 .عين قانون احتمال المتغير العشوائي .2

 الرياضياتي و الانحراف المعياري. لأحسب الأم .3

 





X

5min Maths 
 تاسعال9  اليوم

 

(1التمرين مغربية )بكالوريا   

ة 
دال

ال
ية

تم
ري
غا
لو
ا

 
ت

لا
ما
حت

لا
ا
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

.Iلتكنfالدالة المعرفة على 0;  :كما يلي
2

1 ln
( )

x
f x

x


. 

حساب -.أ1 2 2
0 0 0

1 ln 1
lim ( ) lim lim 1 ln

x x x

x
f x x

x x  
  


     

0xالتفسير:     معادلة مستقيم مقارب للمنحنى fC بجوار. 

limاحسب -ب ( )
x

f x


. 

2 2 2

2

1 ln 1 ln
lim ( ) lim lim 0

ln
lim 0 lim ( ) 0

x x x

x x

x x
f x

x x x

x
f x

x

  

 


   

  

 

0yالتفسير:    معادلة مستقيم مقارب للمنحنى fC بجوار. 

من xاثبات أنه من أجل كل-.أ2 0;،
3

1 2ln
'( )

x
f x

x

 
. 

قابلة للاشتقاق علىfالدالة  0; ،

2

4 3

1
. 2 (1 lnx)

1 2ln
'( )

x x
xxf x

x x

 
 

  

اذن: 
3

1 2ln
'( )

x
f x

x

 
. 

حل في-ب 0;  :1المتراجحة 2ln 0x   

أي: 

1

2

1 2ln 0 2ln 1

1
2ln 1 ln

2

x x

x x

x e


     

     

 

و يالتالي: 
1

20;S e
 

  
 

. 

)'استنتج اشارة  )f xعلى المجال 0;. 

30لدينا  0x x    و منه اشارة'( )f xعلى المجال 0;  :1من اشارة البسط أي 2ln x  :أي 

           
1

2e


                 0  
x  

 -        0      +  '( )f x 

 :fجدول تغيرات الدالة-ج
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          
1

2e


                 0  
x  

2

e
  

 

0    

 

( )f x 

 

اثبات أن المنحنى-.أ3 fC. يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة 

)نقوم بحل المعادلة:  ) 0f x  :أي 

لأن:
 

2

2

1

1 ln

1 ln 0, 0, 0;

ln 1

1

x

x

x x x

x

x e
e






      

 

 

 

و بالتالي احداثيا النقطة هي: 
1

;0
e

 
 
 

.  

)استنتاج اشارة   )f xعلى المجال 0;:نلخصها في الجدول التالي ، 

              
1

e
           0  x  

 +        0     -   ( )f x 

 

 .II  من أجل كل عدد طبيعي غير معدومn نرمز بالعدد
nI لمساحة الحيز المحصور بين fC  و حامل محور الفواصل و المستقيمين الذين

معادلتهما: 
1

x
e

    وx n. 

2اثبات أن:-.1

1
0

2
I e  . على المجال

1
;2

e

 
 
 

لدينا: 
e

0 ( )
2

f x  و بالتالي 
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:أي:   

1 1

1

1

2 2

2

2

2

2

2

2

e
0 ( )

2

e
0 1

2

e
0

2

e 1
0 2

2

1
0

2

e e

e

e

f x dx dx

I dx

I x

I
e

I e

 

 

 

 
   

 

  

 



لأن:     
1

2

2 ( )
e

I f x dx  

تبيان أن -.2
2 ln

:
x

F x
x

 
على المجالfدالة أصلية للدالة  0;. 

لدينا الدالة 
2 ln

:
x

F x
x

 
قابلة للاشتقاق على  0; :حيث، 

 
2 2 2

1
. 2 ln

1 2 ln 1 ln
'(x) ( ).

'(x) ( ).

x x
x xxF f x

x x x

F f x

   
   

   

 

 

حساب-.3
nIبدلالةn. 

على المجال 
1

;n
e

 
 
 

 لدينا:

 

1
1

1
2 ln

2 ln 2 ln( )
( )

1

2 ln( )
( e)

ln2

e
e

n
n

n

n

x n eI f x dx
x n

e

n

n

n
I e

n n

 
        

       
     

 

  
   
 

  



 

حساب نهاية-.4 nIعند: 

لدينا :                   

 
 

2
lim 0

ln2
lim lim , lim

ln
lim 0

n

n n
n n n

n

n n
I e I e

nn n

n



  




  

     
   


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 التمرين: 

 المتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية المجموع الجبري للنقط المسجلة على البطاقتين المسجلتين.Xليكن

المتغير العشوائي الممكنة:   Xتعين قيم  .1 2,1,4,7,10X   . 

 :عين قانون احتمال المتغير العشوائيت .2

 2p X    هو احتمال الحصول على بطاقتين تحملان الرمز                . 
2

2

2

10

1
2

45

C
p X

C
     

 1p X  هو احتمال الحصول بطاقة  تحمل الرمز  و أخرى تحمل الرمز : 
1 1

3 2

2

10

6 2
1

45 15

C C
p X

C


   . 

 4p X  و الأخرى تحمل الرمز هو احتمال الحصول بطاقتين احداهما تحمل الرمز   

  :أو الحصول على بطاقتين تحملان الرمز 
1 1 2

5 2 3

2

10

13
4

45

C C C
p X

C

 
  . 

 7p X  و الأخرى تحمل الرمز هو احتمال الحصول على  بطاقتين احداهما تحمل الرمز  : 
1 1

5 3

2

10

1
7

3

C C
p X

C


   

 10p X  هو احتمال الحصول على بطاقتين تحملان الرمز  : 
2

5

2

10

2
4

9

C
p X

C
  . 

 في الجدول التالي: العشوائينعرف قانون احتمال المتغير 

10 7 4 1 2 ix 

2

9
 

1

3
 

13

45
 

2

15
 

1

45
 ip 

 

:ب الأمل الرياضياتيا.حس3 
1 2 13 1 2 261

2 1 4 7 10 5.8
45 15 45 3 9 45

E x
         

                
         

  

التباين: 

       
2 22 2 2 2 21 2 13 1 2

2 1 4 7 10 33.64 9.76
45 15 45 3 9

V X E X E X
         

                     
         

 

الانحراف المعياري:     9.76 3.12X V X   

 

 

 

 

X











X
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                                                        :03/05/2020تلمسان  

 

  :ينشر الحل غدا ان شاء اللهتمرين للتحضير 

 

8nيحتوي كي  على     ، كريات بيضاء و 8كرية لا نفرق بينهما باللمn  ( كرية سوداءn 2عدد طبيعي أكبر أو يساوي) 

كل كرية بيضاء مسحوبة و  ..سسحب على التوالي كرتين مع ارجاع الكرية المسحوبة في كل مرة الى الكي  بحيث نربح دينارا من أجل1

 نخسر دينارين من أجل كل كرية سوداء مسحوبة .

 المتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب قيمة الربح الجبري .Xليكن

 ماهي قيم المتغير العشوائي الممكنة.-أ

 قانون احتماله.nأكتب بدلالة -ب

 أمله الرياضياتي. أحسب-ج

 تاعل الأمل الرياضياتي معدوما؟ أحسبها. nهل توجد قيمة للعدد-د

.نفرض أننا سحبنا كرتين على التوالي من دون ارجاع، ليكن2
nA . حادث الحصول على كرتين من نف  اللون

nB الحصول على حادث

 كرتين من لونين مختلفين.

احسب-أ np A  بدلالةn ثم lim n
n

p A


 ، فسر هذه النتياة.

احسب -ب np B  بدلالةn ثم lim n
n

p B


 النتياة.، فسر هذه 

 

 

5min Maths  

chbnoussama@gmail.com 
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 التمرين

 

8nيحتوي كيس على    ،كريات بيضاء و 8كرية لا نفرق بينهما باللمسn  ( كرية سوداءn 2عدد طبيعي أكبر أو يساوي) 

المسحوبة في كل مرة الى الكيس بحيث نربح دينارا من أجل كل كرية بيضاء ..نسحب على التوالي كرتين مع ارجاع الكرية 1

 مسحوبة و نخسر دينارين من أجل كل كرية سوداء مسحوبة .

 المتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب قيمة الربح الجبري .Xليكن

 المتغير العشوائي الممكنة. قيمماهي -أ

 قانون احتماله.nأكتب بدلالة -ب

 أحسب أمله الرياضياتي.-ج

 تجعل الأمل الرياضياتي معدوما؟ أحسبها. nهل توجد قيمة للعدد-د

.نفرض أننا سحبنا كرتين على التوالي من دون ارجاع، ليكن2
nA . حادث الحصول على كرتين من نفس اللون

nB حادث

 الحصول على كرتين من لونين مختلفين.

احسب-أ np A  بدلالةn ثم lim n
n

p A


 ، فسر هذه النتيجة.

احسب -ب np B  بدلالةn ثم lim n
n

p B


 ، فسر هذه النتيجة.

 

 التمرين

 

.I f بالعبارة:  دالة معرفة على( ) xf x a bxe . 

في المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس fالشكل المقابل هو التمثيل البياني للدالة ; ,O i j  . 

 .bوaالحقيقين بقراءة بيانية عين العددين

   .II نعتبرgيلي:  كما دالة معرفة علىg( ) 1 xx xe  .  

 عند حدود مجموعة تعريفها.g.احسب نهايات الدالة 1

 . g.أدرس اتجاه تغير الدالة2

 .g.شكل جدول تغيرات الدالة3

.أكتب معادلة المماس4 T للمنحنى gC1عند النقطة التي ترتيبها. 

.بين أن المنحنى 5 gC.يقبل نقطة انعطاف يطلب تعين احداثياتها 

 .III  نعتبر الدالةh كما يلي: المعرفة على ( ) 1 xh x x e . 

)'.احسب1 )h x  مستنتجا دالة أصلية للدالةgعلى. 

.احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحنى2 gC :1و المستقيمات التي معادلاتهاy  ،0x   1وx   . 

 

 

 

 

 

ية
س

لأ
ة ا

دال
ال
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حقيقي  بين أن العدد  .و    عددان مركبان يحققان: و ليكن : ؟ سؤال اليوم. 

 مقترح من طرف المفتش محمود مفتاح
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

أو من لونين مختلفين و يكون  4أو سوداوين و يكون الربح الجبري  2عند سحب كرتين يمكن أن تكونا بيضاويين و بالتالي الربح الجبري هو 

فقيم المتغير العشوائي هي :  1الربح الجبري  4, 1,2X   . 

 الاحتمال:  قانون  -ب

2 1 4 ix  

 
2

64

8n 
 

 
2

16

8

n

n 
 

 

2

2
8

n

n 
  

( )i ip X x  

 الأمل الرياضياتي: 

 
   

 
2

2

2 2

16 128 4
4 32

8 8

n n
E X n n

n n

  
    

 
  

الأمل الرياضياتي معدوم معناه: 

 

 
 2

2

2

0

4
4 32 0

8

8
4 32 0

4

E X

n n
n

n
n n

n



   


  
    



 

4nو منه:  . 

حساب-.أ2 np A  بدلالةn: 

 
 
  

2

2

1 8 7 56

8 7 15 56
n

n n n n
p A

n n n n

    
 

   
   

النهاية:      
2

2

56
lim lim 1

15 56
n

n n

n n
p A

n n 

 
 

 
 ، 

 .1يصبح حادث الحصول على كرتين سوداويين شبه أكيد فاحتماله يقترب القدر الكافي من  الى nالتفسير: عندما يؤول 

حساب -ب np B  بدلالةn: 

 
   2

8 8

8 7 15 56
n

n n
p B

n n n n
 

   
 

النهاية:    2

8
lim lim 0

15 56
n

n n

n
p B

n n 
 

 
 

تصبح معظم الكرات سوداء و يصبح حادث الحصول على كرتين من لونين مختلفين شبه مستحيل  الى nتفسير النتيجة: عندما يؤول 

 .0فاحتماله يقترب من 
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 التمرين: 

.I f بالعبارة:  دالة معرفة على( ) xf x a bxe . 

: بقراءة بيانية لدينا: bوaتعين العددين
1

(0) 1 1

1 1
(1) 1 1 1 1

f a

f be b
e e



  



        


)اذن:   ) 1 xf x xe   

   .II gيلي:  كما دالة معرفة علىg( ) 1 xx xe  . 

:g.حساب نهايات الدالة 1

limg( ) lim 1

limg( ) lim 1 1

lim 0

x

x x

x

x x

x

x

x xe

x xe

xe



 



 





   

  



 

:   للاشتقاق علىقابلة g: الدالة g.دراسة اتجاه تغير الدالة2 g'( ) 1x x xx e xe e x       

0xe، منxلدينا من أجل كل    و بالتالي اشارة'( )g x  1من اشارةx   :أي. 

  1     x 
 +         -      0         '( )g x  

 

 :g.جدول تغيرات الدالة3

  1     x 

     
     

            11 e     

 

( )g x  

 

.كتابة معادلة المماس4 T للمنحنى gC1عند النقطة التي ترتيبها: 

(0)بما أن:  1g  0فبالتالي نكتب معادلة المماس عند النقطة التي فاصلتها  :
   : '(0) 0 ( )

1

T y g x g x

y x

  

  
  

.بين أن المنحنى 5 gC انعطاف:   لدينا: من أجل كليقبل نقطةxمن   ، 

 
 

 

g'( ) 1

''( ) 2

x

x

x e x

g x e x





 

 
)''نلاحظ أن    )g x اذن:   أي:2تنعدم و تغير من اشارتها عند  .

 

 2

2; (2)

2;1 2

g

e



 
نقطة انعطاف للمنحني  gC. 

.III  نعتبر الدالةh كما يلي: المعرفة على ( ) 1 xh x x e . 
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)'.حساب1 )h x: 

)'حيث:  قابلة للاشتقاق على  hالدالة  ) xh x xe   . 

 .علىgاستنتاج دالة أصلية للدالة 

 نلاحظ أن:  

ومنه: 

 

( ) 1 '( )

( ) ( ) ,

( ) ( 1) ,x

g x h x

G x x h x c c

G x x x e c c

 

   

    

  

 :A. مساحة الحيز2

على المجال 0;1 المنحني gC :1يقع تحت المستقيم ذا المعادلةy  :و بالتالي 

   
2 1 1 1

01 0 0
1 ( ) '( ) ( ) (1) (0)

2
1 .

xA g x dx xe dx h x dx h x h h

A u a
e

         

 
  
 

  
 

 :؟ حل السؤال

'عددان مركبان يحققان: z'و zليكن  1z z     و. ' 1 0z z  . 

العدد  
'

1 '

z z
Z

zz





Z حقيقي معناه:   Z 

 اذن: 

1 1
' ' ''

1 11 ' 1 '1 ' 1 .
'

z z z z z zz zZ
zz zzzz

z z

Z

   
    

   



لأن:       
1

z
z

   و
1

'
'

z
z

. 

العدد  وبالتالي:
'

1 '

z z
Z

zz





 حقيقي  
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 التمرين

 

 

بحيث:   bو  a.عين العددين الحقيقين 1 
2

2 2 3a i i     و 
2

2 2 3b i i  . 

z :2المعادلة ذات المجهول المركب  حل في مجموعة الأعداد المركبة -.أ2 4 16 0z z   . 

4حلول المعادلة: استنتج في المجموعة -ب 24 16 0z z  . 

.نعتبر العدد المركب 3
kz  :المعرف كما يلي

1 3 1 3

4 4 4 4

k k

kz i i
   

         
   

 عدد صحيح. kحيث  

بين أن: -أ
1
sin

2 3
k k

i k
z




 
  

 
2013ثم استنتج أن:  0z   

2015أكتب العدد-ب 

20152 z  على الشكلi n  حيثn.عدد طبيعي يطلب تحديده 

سنكب منسوب الى معلم متعامد و متجا.المستوي المر 4 ; ,O u v نعتبر النقطتينA  وB   :ذات الاحقتين على الترتيب

2 2 3Az i  2و 2 3Bz i   لتكنC  :2015النقطة  ذات الاحقة

20155 2cz z   

تحقق أن:-أ
3

2
c B Bz z z . 

2015بين أن: -ب

20152B C

A C

z z
z

z z


 


معينا عناصره المميزة Bالى Aالذي يحول النقطة   fثم عين طبيعة التحويل النقطي 

 ثم جد العبارة المركبة له.

0النقطة ذات اللاحقة  0A.لتكن5 3z i  من أجل كل عدد طبيعيn : 1n nA f A   حيثnz  لاحقةnA. 

نعتبر المتتالية   nu :0المعرفة كما يلي 0 1

1n n n

u A A

u A A 





n(.0من أجل كل عدد طبيعي   1A A)يمثل الطول ببن النقطتين 

بين أن-أ nu  0متتالية هندسية يطلب تحديد حدها الأولu  و أساسهاq. 

 .nبدلالة  nuاستنتج عبارة -ب

0المجموع: nأحسب بدلالة -ج 1 ...n nS u u u    

 

 التمرين

 
 

 

لتكن المتتاليتين  nu  و nv  كما يلي: المعرفتين على 

1 1 1
1 ...

1! 2! !
nu

n
          و

 
1

!
n nv u

n n
          ( :نذكر أن  ! 1 2 ... 2 1.n n n n       0و! 1 ) 

.بين أن المتتالية 1 nuمتزايدة و أن المتتالية nv .متناقصة 

n،من  n.بين أنه من أجل كل 1 nu v. 

استنتج أن المتتاليتان  nu  و nv .متقاربتان 

lim.احسب 3 n n
n

u v


 المتتاليتان. ماذا يمكنك القول عن nu  و nv 

 ينالتمر

 
 

نعتبر التكاملين التاليين:  
1

0
1

x

x

e
I dx

e


  و
1

0

1

1x
J dx

e


. 

 .I.احسب1

I.احسب:2 J  ثم استنتجJ. 
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( 2التمرينفرنسية )بكالوريا   
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

بحيث:   bو  a.تعين العددين الحقيقين 1 
2

2 2 3a i i     و 
2

2 2 3b i i  . 

لدينا:     بالمطابقة تجد: 
 

2 22 2 3 2 1 2 2 3

2 2 3 3

a i i a ai i

ai i a

       

  

 

بنفس العملية: 
 

2 222 3 2 1 2 2 3

2 2 3 3

b i i b bi i

bi i b

      

    

 

3aو بالتالي:  b . 

2المعادلة : حل في-.أ2 4 16 0z z   

أي:
 

 

2

2

1 2

4 16 0

48 4 3

2 2 3, 2 2 3

2 2 3;2 2 3

z z

i

z i z i

S i i

  

   

   

  

 

4 استنتاج حلول المعادلة:-ب 24 16 0z z  . 

z'2نضع:  z  : 4المعادلة 24 16 0z z   :2تصبح' 4 ' 16 0z z   

معناه مما سبق: 
2

2

1 1

2

2

' 2 2 3

' 2 2 3

z z i

z z i

  

  
 

'علينا حساب الجذران التربيعيان لكل من :  

1z  و'

2z. 

2. لدينا : الجذر التربيعي للعدد 1نلاحظ من السؤال    2 3i : 3هو i  3أو i  

2الجذر التربيعي للعدد  2 3i : 3هو i  3أو i . 

و بالتالي:  3 ; 3 ; 3 ; 3S i i i i       . 

لدينا:   -. أ3
1 3 1 3

4 4 4 4

k k

kz i i
   

         
   

  

 اثبات أن:
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1

1 3 1 3

4 4 4 4

1
cos sin cos sin

2 3 3 3 3

1
2 sin

2 3

sin
2 3

k k

k

k

k

k k

k k

z i i

k k k k
z i i

k
z i

i k
z

   






   
         
   

      
         
      

 
   

 

 
  

 

 

استنتاج أن:
2013 0z   

2013 2013 1 2012

2013
sin sin( ) 0

2 3 2

i i
z






 
   

 
 

2015كتابة العدد-ب 

20152 z  على الشكلi n  حيثn. 

2015 2015 2015

2015 2015 2014

2015
2 2 2 sin

2 3

2
2 sin 671 2 sin 3

3 3

i
z z

i i i



 


 
      

 

   
        

   

 

3nو بالتالي:    

4.2 2 3Az i  2و 2 3Bz i   لتكنC 2015 ذات الاحقة:  النقطة

20155 2cz z   

التحقق أن:-أ
3

2
c B Bz z z . 

2015لدينا: 

20155 2 5 3cz z i    :و لدينا كذلك 

أي:             

   

3

2

3
2 2 3 2 2 3 5 3

2

C B B

C

z z z

z i i i

 

     

 

 اثبات أن:-ب

2015

2015

2015

2015

2

2 2 3 5 3 3 3 3

2 2 3 5 3 3 3

3 2

B C

A C

B C

A C

z z
z

z z

z z i i i

z z i i i

i z


 



     
 

     

  

 

 .Bالى Aالذي يحول النقطة   fتعين طبيعة التحويل النقطي
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 

 

3 3

3 3

arg ;
2 2

B C
B C A C

A C

B C A C

B C

A C

z z
i z z i z z

z z

z z z z CB CA

z z
CB CA

z z

 


    



     
 

  
   

  

و زاويته 3ونسبتهCهو تشابه مباشرمركزه   fاذن : التحويل النقطي
2


. 

 المركبة: تكتب من الشكل: العبارة

' ' '

' 3
' 3 8 4 3

' (1 ') ' 8 4 3C

Z a Z b

a i
Z i Z i

b z a b i

 

 
   

    

 

.نعتبر المتتالية 5 nu :0المعرفة كما يلي 0 1

1

.

n n n

u A A

u A A 





 .nمن أجل كل عدد طبيعي 

بين أن-أ nu  0متتالية هندسية يطلب تحديد حدها الأولu و أساسهاq. 

 لدينا: 

و بالتالي:     

1 1 2 2 1 1

1 1 1 1

1

3 8 4 3 3 8 4 3

3 3 3 3 3

3

n n n n n n n

n n n n n n n n

n n

u A A z z i z i i z i

u i z i z i z z i z z u

u u

     

   



        

      

 

 

3qاذن:    :هو أساس هذه المتتالية و حدها الأول 

نعلم أن:

   

0 0 1 1 0 0 0

0

0

. 3 8 4 3

3

3 3 8 4 3 3 128 32 3

u A A z z i z i z

z i

u i i i i

      

 

       

 

n:بدلالة  nuاستنتاج عبارة -ب 0 3 128 32 3
n

n

nu u q     

0المجموع: nحساب بدلالة -ج 1 ...n nS u u u   . 

 
 

  

1

0 1 0

1

1

1
...

1

1 3 128 32 3
128 32 3 1 3

1 31 3

n

n n

n

n

n

q
S u u u u

q

S







 
      

 

          
       

. 
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 التمرين: 

1 1 1
1 ...

1! 2! !
nu

n
          و

 
1

!
n nv u

n n
           :نذكر أن  ! 1 2 ... 2 1.n n n n       

.اثبات أن المتتالية 1 nu: متزايدة 

 

 

 

 

1

1

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

1! 2! ! 1 ! 1! 2! !

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

1! 2! ! 1 ! 1! 2! !

1
0

1 !

0

n n

n n

u u
n n n

n n n

n

u u





   
                  

          


 


 

 

المتتالية nv :متناقصة 

    

      

   

     

  

1 1

2 2 2

1

1

1 1

1 1 ! !

1 1 1

1 ! 1 1 ! !

1 1 2 2 1

1 1 ! 1 1 !

1
0

1 1 !

0

n n n n

n n

n n

v v u u
n n n n

n n n n n

n n n n n n n n
v v

n n n n n n

n n n

v v

 





    
 

  
  

       
  

   




 

 

 

اذن المتتالية nv . متناقصة 

n،من  n.بين أنه من أجل كل 1 nu v. 

لدينا: 

   

 

1 1

! !

1
0

!

0

n n n n

n n

n n

v u u u
n n n n

v u
n n

v u

    

  

 

nمعناه:               nu v. 

استنتاج أن المتتاليتان  nu  و nv .متقاربتان 

بما أن المتتالية   nv  متناقصة  لدينا من أجل كلn  0، منnv v   :0و بالتاليnu v 

اذن نلاحظ أن المتتالية  nu  0محدودة من الأعلى بالعددv   و بما أنها متزايدة اذن nu .متقاربة 

 و نفس الكيفية لدينا: 
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المتتالية     nu  متزايدة  معناه  من أجل كلn  من ،
0nu u   :و بالتالي

0 nu v 

اذن نلاحظ أن المتتالية  nv  محدودة من الأسفل بالعدد
0u   و بما أنها متناقصة  اذن nv .متقاربة 

lim.حساب 3 n n
n

u v


. 

 
1

lim lim 0
!

n n
n n

u v
n n 

  . 

بما أن: المتتالية  nuمتزايدة و المتتالية nv  متناقصة و كذلكlim 0n n
n

u v


  . 

نستنتج  المتتاليتان  nu و nv  .متجاورتان اذن هما متقاربتان و لهما نفس النهاية 

 التمرين: 

نعتبر التكاملين التاليين:  
1

0
1

x

x

e
I dx

e


  و
1

0

1

1x
J dx

e


. 

:  نلاحظ أن: I.حساب1
1

x

x

e
x

e 
مكتوبة من الشكل  

'u

u
)بحيث:  ) 1xu x e    ومنه:  )تذكير

'
ln

u
u

u
) 

اذن:      
1

1

0
0

1
ln 1 ln 1 ln 2 ln

1 2

x
x

x

e e
I dx e e

e

             
 

I.حسب:2 J: 

 

1 1

0 0

1 1 1
1

0

0 0 0

1

1 1

1 1
1 1

1 1 1

x

x x

x x

x x x

e
I J dx dx

e e

e e
I J dx dx dx x

e e e

  
 


      

  

 

  

 

:  لدينا: Jاستنتاج قيمة  

1

1
1 1 ln

2

I J

e
J I J

 

 
      

 
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 التمرين

 

f  دالة عددية معرفة على 0; :كما يلي
ln

( ) 1
b x

f x ax
x

  حيث ،,b a عددان حقيقيان و ليكن( )C تمثيلها

البياني في المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j .)أنظر الشكل( 

 الجزء الأول: 

 بقراءة بيانية أجب عن الأسئلة التالية:

 . f(1)'و  f(1).عين1

 .0ثم على يمين العدد عند f.عين نهاية الدالة2

)'اشارة x.عين حسب قيم3 )f x  ثم شكل جدول تغيرات الدالةf. 

 الجزء الثاني: 

منx.أثبت أنه من أجل كل  1 0;  :لدينا
ln

( ) 1
x

f x x
x

  . 

).أثبت أن2 )Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا( )  يطلب تعيين معادلة له ثم أدرس وضعيته بالنسبة الى( )C. 

1عددا حقيقيا حيث  ليكن -.أ3 . 

احسب  A  احة حيز المستوي المحدد بالمنحنىمس( )C  و المستقيم( )1و المستقيمين الذين معادلتهماx  وx . 

حتى تكون  عين قيم العدد الحقيقي-ب 
1

2
A  . 

على المجالfالدالة الأصلية للدالة Fنعتبرالجزء الثالث:  0;  :و التي تحقق
1

(1)
2

F   وليكن. FC  تمثيلها

 البياني في المعلم السابق.

)بدون حساب عبارة   )F x:أجب عما يلي 

 .F.حدد اتجاه تغير الدالة1

.يبين أن 2 FC.يقبل نقطة انعطاف يطلب تعيين احداثياتها 

بين أن معادلة المماس-.أ3 T  للمنحنى FC هي: 1في النقطة ذات الفاصلة
1

2
y


. 

استنتج وضعية -ب FCبالنسبة الى المماس T. 

.من بين المنحنيات الثلاثة التالية عين المنحنى4 FC.مع التبرير 

  (1     )  (2      )  (3)   

5min Maths 
 عشرالثاني 12  اليوم

 

 

ة 
دال

ية
تم

ري
غل
لو

 

(1التمرين ) أجنبيةبكالوريا   
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 التمرين

 
 

لدينا ثلاثة صناديق 
1U،2U و

3U  حيث الصندوق
1U كرة سوداء . 19يحتوي على كرة حمراء واحدة و 

الصندوق 
2Uكرة سوداء. 18و  يحتوي على كرتين حمراوين 

الصندوق  
3U سوداء. 17كرات حمراء و  3يحتوي على 

 نختار عشوائيا صندوق من الصناديق الثلاثة ثم نسحب في أن واحد

 كرتين من الصندوق المختار. 

 "حادثة الحصول على كرتين حمراوين" ، RRنسمي: 

    NN.حادثة الحصول على كرتين سوداوين" 

    RN .حادثة الحصول على كرتين مختلفتين" 

 . أنقل الشجرة موضحا عليها كل الاحتمالات.1

 المتغير العشوائي الحقيقي الذي يساوي X.ليكن 2

 عدد الكرات الحمراء المسحوبة. 

 .Xحدد قيم المتغير العشوائي-أ

بين أن احتمال الحادثة-ب 2X   يساوي
2

285
. 

بين أن احتمال الحادثة-ج 1X   يساوي
53

285
. 

ثم احسب أمله الرياض ي Xاستنتج قانون احتمال المتغير العشوائي-د E X. 

 .  3U.علما أننا حصلنا على كرتين حمراوين، ما احتمال أن يكون السحب من الصندوق 3

 
 

 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

.I  :بقراءة بيانية أجب عن الأسئلة التالية 

 :  f(1)'و   f(1).تعين1

(1)لدينا:  0f   (1)'و 0f  موازي لمحور الفواصل ( 1)لأن المماس عند النقة ذات الفاصلة 

 : f. نهاية الدالة2

lim ( )
x

f x


   و
0

lim ( )
x

f x




  

)'اشارة x.تعين حسب قيم3 )f x. 

              1             0  x 
 +       0     -  '( )f x 

 :fجدول تغيرات الدالة 

 

 

 

ت 
لا
ما
حت

 ا
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               1               0  x 

   
 

   0 

 

( )f x 

 

.II  1.  أثبات أن من أجل كل.xمن 0;  :لدينا
ln

( ) 1
x

f x x
x

  . 

(1)لدينا:  0f   (1)'و 0f  

2

ln1
(1) 0 1 0 1 0 1

1

ln
'(1) 0 0 1

b
f a a a

b b x
f a b

x

         


     

 

1aو بالتالي:   b   :اذن
ln

( ) 1
x

f x x
x

  . 

).أثبات أن2 )Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا( ): 

   
ln ln

lim ( ) 1 lim 1 1 lim 0
x x x

x x
f x x x x

x x  
          

1yاذن:  x   معادلة مستقيم مقارب مائل للمنحنى( )C. 

)دراسة الوضعية بالنسبة الى )C: 

)ندرس اشار الفرق:  )f x y       :نجد
ln

( )
x

f x y
x


  

0xنعلم أن:   و بالتالي حسب اشارةln x :أي 

               1             0 x 
 -- 0   + ln x 

 اذن: 

0من أجل  1x  المنحنى( )C   فوق المستقيم( ). 

1xمن اجل    المنحنى( )C  تحت المستقيم( ). 

1xلما   المنحنى( )C  يقطع المستقيم( )  في النقطة 1;0A . 

1عددا حقيقيا حيث  ليكن -.أ3 . 

احسب  A   مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحنى( )C  و المستقيم( )1و المستقيمين الذين معادلتهماx  وx . 

على المجال  1;   المنحنى( )C  تحت المستقيم( )  :و بالتالي 
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 
 

 
2

2

1 1 1

1

lnln ln 1
( ) 1 1 ln .

2 2

xx x
A y f x dx x x dx dx u a

x x



  

 
 

          
  

   

نذكر أن:  2 ' 2. '. '.
2

u
u u u u u c      

حتى تكون  تعين قيم العدد الحقيقي-ب 
1

2
A  . 

معناه:  
21 1

ln
2 2

   :و بالتالي      
2 2

ln 1 ln 1 0 ln 1 ln 1 0             :ومنه ;e   

.III   1تحدد اتجاه تغير الدالة.F. 

)'لدينا:  ) ( )F x f x  : من جدول التغيرات لدينا( ) 0f x   :أي'( ) 0F x  و منه  الدالةF متزايدة على 0;. 

. تبيان أن 2 FC.يقبل نقطة انعطاف يطلب تعيين احداثياتها 

)''نعلم أن:   ) '( )F x f x  أي: اشارة''( )F x  من اشارة'( )f x  و تغير اشارتها. 1التي تنعدم عند 

اذن  FC يقبل نقطة انعطاف 1; (1)B F  :أي
1

1;
2

B
 
 
 

 

معادلة المماس-.أ3 T  للمنحنى FC 1في النقطة ذات الفاصلة. 

 

 

 

: '(1)( 1) (1)

: (1)( 1) (1)

1
:

2

T y F x F

T y f x F

T y

  

  

 

  

استنتاج وضعية -ب FCبالنسبة الى المماس T. 

على المجال  0;1  المنحنى FC يقع تحت المماس T   

على المجال   1; المنحنى FC يقع تحت المماس T   

المنحنى FC يقطع المماس T  في النقطة
1

1;
2

B
 
 
 

 

( لأنه يحقق : 1هو الشكل الثاني )F. المنحنى الممثل للدالة 4
1

(1)
2

F    و الدالة متزايدة و المنحى FC يقبل نقطة انعطاف 1; (1)B F. 

 التمرين: 

 . الشجرة:1
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     
1 1 1

1 1

1 19

2

20

9 1
1 ;

10 10
U U U

C C
P NN P RN P RN

C


      

     

     

2 2 2

3 3 3

153 36 1
, ,

190 190 190

136 51 3
, ,

190 190 190

U U U

U U U

P NN P NR P RR

P NN P NR P RR

  

  

 

 المتغير العشوائي الحقيقي الذي يساوي عدد الكرات الحمراء المسحوبة.X.ليكن 2

 .2و  X :0 ،1تحدد قيم المتغير العشوائي-أ

احتمال الحادثة -ب 2X   يساوي
2

285
: 

     2 3

1 1 1 3 2
2 . .

3 190 3 190 285
P X P U RR P U RR         

احتمال الحادثة-ج 1X   يساوي
53

285
: 

       1 2 3

1 19 1 36 1 51 53
1 . . .

3 190 3 190 3 190 285
P X P U RN P U RN P U RN           

 :Xاستنتاج قانون احتمال المتغير العشوائي-د

     
230

0 1 1 2
285

P X P X P X       

2 1 0 
ix 

2

285
 

53

285
 

230

285
  i iP X x 
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حساب أمل الرياض ي E X     : 
53 2 57

2
285 285 285

E X
 

   
 

  

أننا حصلنا على كرتين حمراوين، ما احتمال أن يكون السحب من الصندوق  .علما3
3U: 

 
 

 
3

3

1 3

57 33 190
2 76 4

285

RR

P RR U
P U

P RR


   . 
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 التمرين

 

نعتبر nu : 0متتالية  عددية معرفة  كما يلي 1

2

1 1

1, 2

2 3n n n

u u

u u u  

 


 
 غير معدوم.    nمن أجل كل عدد طبيعي 

عدد حقيقي من المجموعة: حيث        1,1 0 . 

n :1نضع من أجل كل عدد طبيعي 3n n nv u u . 

.بين أن 1 nv متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها و حدها الأول بدلالة. 

.هل المتتالية 2 nvمتقاربة؟ 

0المجموع:nو .احسب بدلالة3 1 ...n nS v v v    . 

علما أن : العدد الحقيقيعين قيمة -. أ4
3

lim
4

n
n

S


 . 

ثم بين أنnبدلالة  nuاستنتج عندئد -ب nu.متقاربة 

في كل ما يلي نضع: .5
1

3



 و من أجل كل عدد طبيعيn :0 1 ...n nP v v v   . 

بين أن:-أ

2 2

21

3

n n

nP

 

 
  
 

 . 

443nPحتى يكون nعين أصغر عدد طبيعي -ب . 

 التمرين

 
 

1  )g الدالة  العددية للمتغير الحقيقيx  المعرفة على المجال 0;  :بــــ  2 xg x x e        

على المجال gأدرس  اتجاه تغير الدالة-أ     0; . 

0أنه :  إذا كان استنتج -ب      1x
 فإن  

1
g x g

x

 
 
     1و  إذا كانx فإن  

1
g x g

x

 
 
  

المجالالمعرفة على  xللمتغير الحقيقي  f( نعتبر الدالة  العددية 2 0;   : كما يلي 

                               
1

2 2 2 3x xf x x x e e e     

    fC
,تمثيــلها البيــاني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد  متجانس  ,O i j

  
 
 

   . 

h  دالـة عددية معرفة على المجال 0; :بـ 
1

3xh x e e . hC
 تمثيلها البياني )أنظر في الأسفل( 

أحسـب  -أ      lim
x

f x


و   
0

lim
x

f x
 

.  

من المجالxبين أنه من أجل كل -ب      0; :   
1

'f x g x g
x

 
   

  ثم احسب  ، 
 ' 1f    . 

على المجال fشكل جدول تغيرات الدالة -ج      0;. 

بين أن المعادلة:   -أ (3       2 2 2 xx x e h x     تقبل حلين و :1.5  حيــث 1.6    

0.5و          0.6 ،  ثم استنتج أن المنحنى fC  .  يقطع محور الفواصل في نقطتين                                              

أدرس وضعية المنحنى  -ب        fC   بالنسبة للمنحنى hC. 

5minMaths 

 عشر الثالث13  اليوم
 

ت 
ليا

تتا
لم
ا

ية
دد

لع
ا

 
ة 

دال
ال

ية
س

لأ
ا
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بين ان المنحنى -ج        fC يقبل مماسا T يطلب كتابة معادلته . 1في النقطة التي  فاصلتها 

أرسم (  4     T  
 

و
 

 fC   . 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . التالية:الجملة  حل في   :؟سؤال اليوم
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

n :1نضع من أجل كل عدد طبيعي 3n n nv u u . 

.اثبات أن 1 nv : متتالية هندسية 

لدينا:    2

1 1 1 12 3 3 3n n n n n n nv u u u u u v                

و منه:  nv  متتالية هندسية  أساسها  :0و حدها الأول 1 03 2 3v u u    . 

n ،. من أجل كل عدد طبيعي2  2 3
n

nv      

بما أن:   1 1, 0      :فانlim 0n
n

v


  :و بالتالي nv .متقاربة 

0المجموع:nو .حساب بدلالة3 1 ...n nS v v v   .  

 
 

  

1

0 1

1

1
... 2 3

1

2 3
1

1

n

n n

n

n

S v v v

S















  
       

 
 


  



 

 .تعين قيمة العدد الحقيقي-. أ4

علما أن :
3

lim
4

n
n

S


  :معناه
2 3 3

lim
1 4

n
n

S





 


لأن:      1

lim 1 1
n

n





   

   

2 3 3

1 4

4 2 3 3 1 0

8 12 3 3 0 5 15 0





 

  






   

      

و بالتالي: 
1

3
 . 

 :nبدلالة  nuاستنتاج  -ب

أي:

     0 1 1 0 2 1 1

1

1 0

1 1

1 0

... ...

3 1
1

4 3

3 1 7 3 1
1

4 3 4 4 3

7 3 1

4 4 3

n n n n

n

n

n n

n

n

n

S v v v u u u u u u

u u

u u

u







 



          

  
     

   

     
         

     

 
   

 

 

لدينا: 
7 3 1 7

lim lim
4 4 3 4

n

n
n n

u
 

 
   

 
و بالتالي:  nu.متقاربة 
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.في كل ما يلي نضع:5
1

3



 و من أجل كل عدد طبيعيn :

0 1 ...n nP v v v   . 

حسابالجداء: -أ
0 1 ...n nP v v v    :  

2

2

0 1

( 1) ( 1)
1 2 ... ( 1)

2 2
1 1

2

2

1 1 1
... 3 3 3 ... 3

3 3 3

1 1 1 1
3 3

3 3 3 3

1

3

n

n n

n n n n
n n

n n

n n

n

P v v v

P

 
    

 

 

     
             

     

       
         

       

 
  
 

 

 :nتعين أصغر عدد طبيعي -ب

443nP    :معناه

  

2 2
2

2 44 2
3 3 44

2

10 9 0 10

n n

n n

n n n

  
  

 
  

     
 

    

 

 .10و بالتالي أصغر عدد طبيعي هو

. التمرين: 

1  )g  معرفة على 0;  :بــــ  2 xg x x e        

على المجال gدراسة  اتجاه تغير الدالة -أ 0;: 

قابلة للاشتقاق على gالدالة  0;:   2' 2 xg x x x e 
بما ان ،  ' 0g x  فإن الدالةg متزايدة تماما على 0;

 

استنتاج  -ب
 

0إذا كان   1x  فــإن
1

x
x 

متزايدة تماما على gو لدينا  0; فـــإن ،
 

 
1

g x g
x

 
 
   

فــإن  1xإذا كان  
1

x
x 

 متزايدة تماما على gولدينا  0;، فـــإن
 

 
1

g x g
x

 
 
 

       

 لدينا: -(2   
1

2 2 2 3x xf x x x e e e      

  النهايات: -أ

 lim
x

f x


 
 

 ، 
0

lim
x

f x


  

من المجالxنبين أنه من أجل كل -ب  0; :   
1

'f x g x g
x

 
   

  ،  ثم حساب 
 ' 1f: 
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قابلة للاشتقاق على fالدالة  0; دالتها المشتقة'f : 

      
   

1

2

2

1 1
' x xf x x e e g x g

x x

 
     

 
  ومنه:   

1
' 1 1 0

1
f g g

 
   

 
   

على المجال fتشكيل جدول تغيرات الدالة-ج 0;:  

إشـــــارة 'f x
 : 

              1               0  x 
 +       0     -  '( )f x 

 :fجدول تغيرات الدالة 

               1               0  x 

   
 

   e 

 

( )f x 

نبين أن المعادلة:-أ(3   2 2 2 xx x e h x   تقبـل حلين و :1.5  حيــث 1.6    0.5و 0.6  

   2 2 2 xx x e h x   
 

تكافئ   2 2 2 0xx x e h x          تكافئ  0f x 
، لدينا:  0.5 1.25f 

  ، 0.6 0.74f   

مستمرة  ومتناقصة تماما على fبما ان الدالة 0.5;0.6،    0.6 0.5 0f f
  فان حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 فإن المعادلة   2 2 2 xx x e h x   
 

0.5حيث:  تقبل حل وحيد  0.6  ،  0f   

لدينا:   1.5 0.60f  
  ، 1.6 0.44f بما ان الدالةf مستمرة  ومتزايدة تماما على 1.5;1.6 

    1.6 1.5 0f f
  فان حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 فإن المعادلة   2 2 2 xx x e h x   
 

1.5حيث: تقبل حل وحيد  1.6  ،  0f   

*/استنتاج أن  fC  نقطتين: يقطع محور الفواصل في 

بما ان المعادلة   0f x 
 تقبل حلين 

و فإن fC   يقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلتيهما
 و  

 دراسة وضعية المنحنى -ب fC  بالنسبة للمنحنى hC: 

ندرس إشارة الفرق      2 2 2 xf x h x x x e   
  

2 2 2 0x x  من أجل كل  0;x  
4لأن    : ومنه  fC  يقع فوق hC على المجال 0; 

المنحنىنبين ان -ج fC يقبل مماسا T يطلب كتابة معادلته : 1في النقطة التي  فاصلتها 
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قابلة للاشتقاق على  fبماان الدالة 0;فإن تمثيلها fC
يقبل عند كل نقطة فاصلتها  من   0; مماسا 

       : ' 1 1 1T y f x f  
،   ' 1 0 ; 1f f e  

 

 ومنه:   :T y e  

رسم( 4  Tو fC:   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :حل السؤال

1لدينا:   

1

y y

x xC C 

  :معناه 

 

 

   

 

     

 

1 ! !

! 1 ! ( 1)! 1 !

1 . ! 1!
1

. 1 ! 1 ! ( 1)! 1 !

1

x x

y x y y x y

x x xx

y y x y y x y y

y x




    

 
  

     

  

لأن:          1 ! 1 . !x x x    

2المعادلة:  و من 10x yC   :نستنتج أن

 

 
  

  
 

!
1 20

2! 2 !

1
2 2 1 20

1 20

2, 3

x y
x y x y

x y

y x
x x

x y x y

x y


    

 

 
  

   

 

  

اذن الثنائية    ; 2;3x y   حل للجملة( )S.  
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 التمرين

 

2المعادلة: .حل في المجموعة1 2 2 0z z  . 

.استنتج حلول المعادلة:2
2

1 1
1 2 1 2 0

z z

   
       

   
 .zهو مرافقzحيث  

).في المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس3 ; , )O u v نعتبر النقط,B AوC :1التي لواحقها على الترتيبAz i  ’

1Bz i   1و 3Cz  . 

على الشكل الأس ي ثم استنتج الشكل الأس ي للعددين Bzو Azأكتب كلا من-أ  
1

Bz
و  

2019

Az. 

1حيث:zذات اللاحقة  Mعين مجموعة النقط-ب   1 0z i z i     . 

Aحيث:Lعين طويلة و عمدة العدد المركب-ج   C

B C

z z
L

z z





 . ABCثم استنتج طبيعة المثلث 

 .ABCمركز ثقل المثلث  Gعين لاحقة النقطة-د  

حيث: zذات اللاحقة M.عين مجموعة النقط 4   . 0MA MB MC MA MB   . 

 

 التمرين

 
 

 

 180و  225للعددين .جد القاسم المشترك الأكبر 1  

المعادلة ذات المجهول  .حل في المجموعة2 ;x y  :225 180 90x y   

1( التي تحقق:1.عين مجموعة حلول المعادلة )3 2x y   . 

4.a وb في النظام ذي الأساس 252و  52عددان طبيعيان يكتبان على الترتيب  في النظام ذي  206و 44ويكتبان

 .الاساس

 في النظام العشري. bو aثم أكتب وعين 

 

 التمرين

 

نضع:  nمن أجل كل عدد طبيعي
1

22

n

x

n

n

I e dx



   

 .0I.احسب1

 .nبدلالة nIعبر عن -2

أثبت أن -.أ3 nI.متتالية هندسية يطلب تعيين اساسها 

 .الى nعندما يؤولnIعين نهاية -ب  

 
 

 

 

 

 

5min Maths 
 الرابع عشر14  اليوم

 

قريصات في آن واحد 3. نسحب منها 10الى 1عشرة قريصات مرقمة من :  ؟سؤال اليوم  

        ما هو  عدد الحالات الممكنة للحصول على رقم زوجي على الأقل                 

ل
ام
ك
الت

 
جبر

 ال
د 

دا
لأع

ا
بة

ك
مر
ال
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

2.حل المعادلة:1 2 2 0z z  . 

أي:

 

2

2

1

2 1

2 2 0

4 4 2

2 2
1

2 1 ;1

1

z z

i i

i
z i

S i i

z z i

  

      


      


   

 

.استنتاج حلول المعادلة:2
2

1 1
1 2 1 2 0

z z

   
       

   
 : 

نضع: 
1

' 1z
z

   :2المعادلة تصبح' 2 ' 2 0z z    :2تكافئ المعادلة 2 2 0z z  . 

و منه: 

 

1

2 1

3

4 3

2 2
' 1

2

' ' 1

1 1 1
1 1

;

i
z i

z z i

i i i z i
zz z

z z i i

S i i


  


   

          

   

 

 

3. 

1Azلدينا:  i ’ 1Bz i   1و 3Cz  . 

 على الشكل الأس ي: Bzو Azأكتب كلا من-أ  

 
4

4

2

1 2
arg 2

4

2

A i

A

A

i

B A

z

z i e
z k

z z e










 


   


 


 

 

استنتاج الشكل الأس ي للعددين 
1

Bz
و  

2019

Az: 

و بالتالي:    

   

4 4

4

2019
2019

20192019
4 4

3
20192019

4

1 1 1 2

22
2

2 2

2

i i

i
B

i i

A

i

A

e e
z

e

z e e

z e

 



 





  

 
  
 



 

 

1حيث:zذات اللاحقة  Mتعين مجموعة النقط-ب   1 0z i z i     . 
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لدينا:    

1 1 0

1 1

1 1

M A M B

z i z i

z i z i

z i z i

z z z z

AM BM

     

    

    

  



اذن مجموعة النقط هي محور القطعة    AB. 

Aحيث:Lتعين طويلة و عمدة العدد المركب-ج   C

B C

z z
L

z z





 

متقايس الأضلاع.  ABCو منه نستنتج أن المثلث

 
 

 
 

 

 

3 31 1 3 3

1 1 3 3 3 3

1 3
1

1 3 2 2

2 2
arg 2

3

1

arg 2 ; 2
3 3

A C

B C

A C

B C

A C

B C

i iz z i i
L

z z i i i i

L i

L i

L k

z z
CA CB

z z

z z
k CB CA k

z z




 
 

      
    

         


  


   


  

 
  




 
         

 

 :ABCمركز ثقل المثلث  Gتعين لاحقة النقطة-د  

1 1 1 3 3 3

3 3 3

A B C
G

z z z i i
z

       
    :0و منه نجدGA GB GC  . 

 

حيث: zذات اللاحقة M.تعين مجموعة النقط 4   . 0MA MB MC MA MB   . 

مرجح الجملة المثقلة Gبما أن
    ;1 ;1 ;1

3

A B C

MA MB MC MG  
  

MAباستعمال علاقة شال لدينا:  MB MB BA MB BA AB       

 و منه: 

   . 0MA MB MC MA MB     :تصبح
  

 

3 0

3 . 0 . 0

MG AB

MG AB MG AB

 

   
  

 شعاع ناظمي له. ABو  Gالمستقيم الذي يشمل النقطةاذن مجموعة النقط هي 

 التمرين: 

 :180و  225.ايجاد القاسم المشترك الأكبر للعددين 1

 زمية اقليدس نحصل على الجدول الآتي:باتباع خوار 
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 الحاصل  1 4

 القاسم و المقسوم 225 180 45

 الباقي  45 0

و هكذا نجد:  225;180 45PGCD   

225....(1)  .حل:2 180 90x y   

225لدينا:  180 90x y   :و بما أن 225;180 45PGCD  ( 2( تكافئ المعادلة )1فان المعادلة) 

(2)...5 4 2x y   :(.2خاص للمعادلة ) حل (2;2)نلاحظ أن 

اذن: 
5 4 2

5(2) 4(2) 2

x y 


 
بالطرح ينتج:     5 2 4 2x y  . 

يقسم  4لدينا:  5 2x   و 4;5 1PGCD   يقسم  4فان حسب مبرهنة غوص 2x . 

2نستنتج هكذا أن:  4x k  حيثk .عدد صحيح 

2بالتعويض نجد:  5y k . 

و بهذا نستنتج أن الحلول هي الثنائيات  ;x y :من الاعداد الصحيحة بحيث
4 2

5 2

x k

y k

 


 
 عدد صحيح. kو حيث

1( التي تحقق:1حلول المعادلة ) .تعين مجموعة3 2x y  : 

1 2x y    :1معناه 2k     :2أي 1 2k      :1و منه 3k  . 

و هذا يعني أن:  0;1;2k  :و منه مجموعة الحلول هي      2;2 , 6;7 , 10;12S .  

 :وعين .ت 4

لدينا: 
2 5

4 4

a

a





 


 
و لدينا أيضا:  

2

2

2 5 2

6 2

b

a

 



   


 

ومنه:   
2 2

5 4 2

2 2 5 4 0

 

  

 


   
  

5مع    6و . 

5بما أن:  4 2   2فلدينا حسب السؤال :
4 2

5 2

k

k





 


 
 عدد طبيعي. kو  

و منه بالتعويض في العلاقة الثانية نحصل على:      
2 2

2 4 2 2 5 2 5 4 2 4 0k k k        

23أي:  2 1 0k k    1اذنk   :6بالتعويض نجد  7و . 

32aاذن:    104وb  

 التمرين: 
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لدينا: 
1

22

n

x

n

n

I e dx



   

 .0I.حساب1

11 1 2
2 2 2 2

0 2

0 0 0

1 1
2 2 2 1

2

x x x e
I e dx e dx e e

e

     
        

 
  

 :nبدلالة nIحساب -2

1 2
1

2 2 2( 1) 2 2

2

1
2

n
n

x x n n n

n n
n

e
I e dx e e e e

e




      
          

 
 

 

لدينا: -.أ3
2

2

2

1 n

n

e
I e

e

 
  
 

 

2 2 2
2( 1) 2 2 2 2 2

1 2 2 2

1 1 1
.n n n

n n

e e e
I e e e e I e

e e e

      



       
        
     

  

اذن  nI  2متتالية هندسية اساسهاq e  0و حدها الأولI. 

 .الى nعندما يؤولnIتعين نهاية -ب

2
2

2

2

1
lim lim 0

lim 0

n

n
n n

n

n

e
I e

e

e



 





 
  

 



 

 

 الاجابة عن السؤال: 

 ''كل  الأرقام فردية'' حادثة هي الحادثة العكسية ل. و بالتالي: الحصول على رقم زوجي على الأقل 5هو  10الى  1عدد الأرقام الزوجية من 

3و منه عدد الحالات هو:  3

10 5 120 10 110C C    
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 التمرين

 

 طرف "محمود مفتاح" مفتش التربية مقترح من            لكل سؤال اقتراح من الأربعة  صحيح، حدد الاجابة الصحيحة.

كريات من الكيس  3سوداء و كرية حمراء، لا نميز بينها باللمس نسحب عشوائيا على التوالي  4كريات بيضاء،  3كيس يحوي 

 بحيث نعيد كل كرية الى الكيس قبل السحب الموالي.

 -أ  كريات سوداء هو: 3: احتمال سحب 1السؤال
3

4

3

8

C

C
-ب            

9

8
-ج          

3
1

2

 
 
 

-د            
4 3 2

8 7 6
  

 احتمال الحصول على ثلاث كريات من نفس اللون هو: :2السؤال 

  -أ
23

128
-ب         

3 33 4

512


 -ج           

1

64
-د            

3

12

8
. 

 -احتمال الحصول على ثلاث كريات مختلفة الألوان هو:أ: 3السؤال
2

1

8

 
 
 

 -ب     
3

7

8
 -ج      

3

128
-د      

23
1

128
 

 كريات حمراء يساوي: 3كريات من نفس اللون، احتمال أن يكون قد سحب  3علما أننا سحبنا  :4السؤال

 -ب                0  -أ                     
3

1

8

 
 
 

-ج          
23

128
-د            

1

92
. 

 التمرين

 
 

المعادلة :  لتكن في مجموعة الأعداد المركبة   3 21 .... 4 4 0z z z     

 جذرا لها. i( علما أن 1المعادلة ) . حل في 1

 . iو   i    ،4.عين الجذور التربيعية لكل من: 2

( نرمي هذه الزهرة 2نأخذ زهرة نرد متجانسة الأوجه لكل وجه منها يحمل جذرا تربيعيا من الجذور المحصل عليها في السؤال )

 مرتين متتابعتين

 .ماهو احتمال الحصول على جذرين مربعاهما متساويان؟3

 الذي يرفق كل عملية رمي بجداء طويلة العددين المركبين المحصل عليهما. Xنعتبر المتغير العشوائي 

 .X.عرف قانون الحتمال للمتغير العشوائي 4

.احسب الأمل الرياضياتي5 E X. 

 التمرين

 

2xكرة بيضاء حيث xصندوق يحتوي على    كرات حمراء . 5و 

 كرات من الصندوق. 3نسحب عشوائيا في آن واحد 

)احسب الاحتمال-.أ1 )P x   كرات حمراء. 3لسحب 

لكي يكون xعين العدد الطبيعي -ب    
5

( )
28

P x  

)'الاحتمال .احسب2 )P x .لسحب كرة على الأكثر بيضاء 

5x.نفرض أن 3 :أحسب احتمال الحوادث التالية ، 

 "الكرات الثلاثة المسحوبة لها نفس اللون". : Aالحادثة

 ن".يو ا"من بين الكرات المسحوبة توجد على الأقل كرتان حمر  : Bالحادثة

 "محققة A كرات بيضاء علما أن الحادثة 3"سحب : Cالحادثة
 

 

  (ثلاثة تمارين)  الاحتمالاتوم ي

5min Maths 
 عشر خامسال15  اليوم

 
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

كريات سوداء هو:  3احتمال سحب  :1السؤال
3 3

4 4 4 4 1

8 8 8 8 2

   
      

   
 الاجابة )ج(            

 احتمال الحصول على ثلاث كريات من نفس اللون هو: :2السؤال 

سوداء: 3بيضاء أو  3حمراء أو كرات  3يعني الحصول على 
3 3 3

3 4 1 92 23

8 8 8 512 128

     
        

     
 الاجابة )أ(        

 احتمال الحصول على ثلاث كريات مختلفة الألوان هو: :3لسؤالا

 -يعني الحصول على كرة من كل لون :    ج  
3 4 1 12 3

8 8 8 512 128
               )الاجابة )ج 

 كريات حمراء يساوي: 3نفس اللون، احتمال أن يكون قد سحب  كريات من 3علما أننا سحبنا  :4السؤال

3

3 3 3

1

18

923 4 1

8 8 8

 
 
  

     
      

     

 الاجابة )د(         

 التمرين: 

المعادلة : لتكن   3 21 .... 4 4 0z z z     

 ( :1المعادلة ) حل في  -.أ1

3جذرا لها يعني:  iبما أن  2 24 4 ( )( )z z z z i az bz c        علينا ايجاد الأعداد المركبة, ,a b c 

بالمطابقة نجد: 

1

4

4

a

b i

c i




  
  

 ( تكافئ1و بالتالي المعادلة )  

 
 

 

 

12

2

22

3

0
( ) 4 4 0

4 4 0

4
4 4 0

;4;

z i z i
z i z i z i

z i z i

z
z i z i

z i

S i i

   
            


     

 

 

 

  .iو   i    ،4.عين الجذور التربيعية لكل من: 2

1zجذور  i  :هي
1 1 1 1

;
2 2 2 2

i i
 

   
 
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جذور 
2 4z  :هي 2;2.  

جذور 
3z i  :هي

1 1 1 1
;

2 2 2 2
i i

 
   
 

 

 ( نرمي هذه الزهرة مرتين متتابعتين2نأخذ زهرة نرد متجانسة الأوجه لكل وجه منها يحمل جذرا تربيعيا من الجذور المحصل عليها في السؤال )

 . احتمال الحصول على جذرين مربعاهما متساويان:3

معناه نحصل على جذر 
1z مرتين أو نحصل على الجذرين  للعدد

1z 

نفس العملية بالنسبة لكل من 
3 2,z z. 

2 2 2 2
2 2 2 1 1

3
6 6 6 3 3

       
          

       
 

 :Xف قانون الحتمال للمتغير العشوائي ي.تعر 4

1z ،3كل من جذور الاعداد  2,z z 1، 2، 1:  طويلاتها 

 1،2،4هي: Xاذن القيم الممكنة للمتغير 

2 2

2 2

4 2 4
( 1)

6 3 9

2 4 4 2 4
( 2)

6 6 6 6 9

2 1 1
( 4)

6 3 9

p X

p X

p X

   
      

   

   
      

   

   
      

   

  

 و بالتالي: 

4 2 1 
ix  

1

9
 

4

9
 

4

9
  ( )ip X x  

 

.الأمل الرياضياتي5 E X :
4 8 4 16

( )
9 9 9 9

E X     

 التمرين: 

 عدد الحالات الممكنة هو:-.أ1

)حساب الاحتمال )P x   كرات حمراء 3لسحب

 

 

    

 

   

   

3

5

3

5

3

5

5 ! 5 4 3 2 ! 5 4 3

3! 2 ! 6 2 ! 6

60
( )

5 4 3

x

x

x x x x x x x x
C

x x

C
p x

C x x x





       
  

 

 
  
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يكون لكي xعين العدد الطبيعي -ب
5

( )
28

P x  

   

   

5 60 5
( )

28 5 4 3 28

5 5 4 3 1680

3 6 3

p x
x x x

x x x

x x

  
  

   

   

 

)'.حساب الاحتمال2 )P x .لسحب كرة على الأكثر بيضاء 

 كرات حمراء أي: 3سحب هي الحادثة المعاكسة لحادثة 

   

 
   

2 12 4760
'( ) 1 ( ) 1

5 4 3 5 4 3

x x x
p x p x

x x x x x x

 
    

     
 

5x.نفرض أن 3   :5، عدد الامكانيات فغي هذه الحالة هو

10 120C  . 

 كرات بيضاء. 3كرات حمراء أو  3: "الكرات الثلاثة المسحوبة لها نفس اللون".يعني اما Aالحادثة

وعليه:  
3 3

5 5 1

120 6

C C
p A


   

 ن".اوي"من بين الكرات المسحوبة توجد على الأقل كرتان حمر  :Bالحادثة

 كرات حمراء 3يعني اما كرتان حمروان و واحدة بيضاء   أو  

 و عليه: 
2 1 3

5 5 5 10 5 10 1

120 120 2

C C C
p B

   
   

 محققة". A كرات بيضاء علما أن الحادثة 3: "سحب Cالحادثة

 
 

 

1
6 112

1 12 2

6

A

p A C
p C

p A


     
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 التمرين

 

المعرفة كما يلي:  fنعتبر الدالة ( ) ln 2 2x xf x e e    

)و ليكن )fC  منحناها في المستوي المنسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j. 

: من x.تحقق أنه من أجل كل1 
2

2 2 1 1x x xe e e    ثم حدد مجموعة تعريف الدالة ،f. 

limاحسب -.أ2 ( )
x

f x


 ثم فسر النتيجة هندسيا. 

limاحسب-ب ( )
x

f x


 

: من x.تحقق أنه من أجل كل3
2 2

( ) ln 1
xx

f x x
ee

 
    

 
)ثم بين أن  )fCيقبل مستقيم مقارب بجوار 

 يطلب ايجاد معادلته.

:من x.بين أنه من أجل كل5
 1

'( )
2 2

x x

x x

e e
f x

e e




 
)'ثم استنتج اشارة   )f xعلى. 

 . fجدول تغيرات الدالة.شكل 6

.بين أن: 7
 

 

2

2

1 2

''( )

2 2 2

x x

x x

e e

f x

e e

 
   

 


 

)،ثم استنتج أن )fC .يقبل نقطة انعطاف يطلب تعين احداثياتها 

).ارسم 8 )fC. 

عدد حلول المعادلة: m.ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي 9 2 1x m xe e e    .  

 التمرين

 
 

المستوي المركب منسوب الى معلم متعامد و متجانس مباشر  ; ,O u vليكن.f التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطةM 

حيث: z'ذات الاحقة  M'النقطة  zذات الاحقة 
1

' 1 1
2

z i z    

 تشابه مباشر يطلب تعين عناصره المميزة.f.برر أن1

، نضع: nو من أجل كل عدد طبيعي Oالنقطة0A.نسمي2 1n nA f A  . 

3عين لاحقات النقط-أ 2 1, ,A A A. 

n، نضع: nمن أجل كل عدد طبيعي-ب nu A.   حيث مركز التحويل النقطيf. 

بين أن المتتالية nu هندسية ثم بين أنه من أجل كل عدد طبيعيn  :لدينا
1

2
2

n

nu
 

  
 

 

 ؟ 0,1و نصف قطره  الى القرص الذي مركزه  nAتنتمي كل النقط 0nابتداء من أي رتبة-ج

0ما طبيعة المثلث .3 1A A ؟ استنتج  من أجل كل عدد طبيعيn1، طبيعة المثلثn nA A  . 

0النقط  الذي يشمل الى طول الخط المنكسر nI، نرمز بالرمزn. من أجل كل عدد طبيعي4 1 2 1... n nA A A A A . 

0وعليه:  1 1 2 1...n n nI A A A A A A    . 

limثم احسب nبدلالة nIعبرعن n
n

I


. 

 

 (2التمرين مغربية )بكالوريا 

5min Maths 
 س عشرلسادا16  اليوم

 

ة 
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س
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غا
لو

 
د 

دا
أع

بة
ك
مر
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

المعرفة كما يلي:  fنعتبر الدالة ( ) ln 2 2x xf x e e    

: من x.التحقق أنه من أجل كل1 
2

2 2 1 1x x xe e e     

لدينا:    
2 2

2 2 2 1 1 1 1x x x x xe e e e e         

و عليه: 

 

 

2

2

1 1 0

/ 1 1 0

x

x

f

f

e

D x e

D

  

 
     
 



 من x، دائما محقق من أجل كل   

lim .احسب2 ( )
x

f x


. 

 lim ( ) lim ln 2 2 ln 2x x

x x
f x e e

 
     

lnنستنتج أن:  2y معادلة مستقيم مقارب للمنحنى( )fCعند .موازي لمحور الفواصل 

limحساب ( )
x

f x


 : 

   
2

lim ( ) lim ln 2 2 lim 1 1x x x

x x x
f x e e e

  
        

: من x.التحقق أنه من أجل كل3
2 2

( ) ln 1
xx

f x x
ee

 
    

 
: 

 

 

2 2
( ) ln 2 2 ln 1

2 2
ln ln 1

2 2
ln 1

2 2
( ) ln 1

x x x

x x

x

x x

x x

x x

f x e e e
e e

e
e e

x
e e

f x x
e e

  
       

   

 
    

 

 
    

 

 
     

 

 

لدينا:  
2 2 2 2

lim ( ) lim ln 1 lim ln 1 ln(1) 0
x x x xx x x

f x x x x
e e e e  

    
              

     

 

yو بالتالي: المستقيم ذا المعادلة x مقارب مائل للمنحنى( )fC بجوار 
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 حيث:. الدالة قابلة للاشتقاق على5

أي:   

 

 

 

'( ) ln 2 2 '

22 2 '
2

2 2 2 2 2 2

1

2 2 2 2

x x

x x
x x

x x
x x

x x x x x x

x x
x x

x x x x

f x e e

e e
e ee e

e e

e e e e e e

e ee e

e e e e

   
  

 
   

   
     


 

   

 

)'اشارة  )f x1: من اشارة: علىxe     :و منه'( ) 0 1 0 0xf x e x      

  0    x 
        +0      - '( )f x 

 

 :f.جدول تغيرات الدالة6

  0    x 
        +0      - '( )f x 

 ln 2  
 

0  

 

( )f x 

 

 .اثبات أن:7
 

 

2

2

1 2

''( )

2 2 2

x x

x x

e e

f x

e e

 
   

 


 

. 

لدينا:  
 1

'( )
2 2

x x

x x

e e
f x

e e




 
 

 قابلة للاشتقاق: f'الدالة من xمن أجل كل

و عليه: 

       

 

 

 

 

 

 

'

2

2

2 2 2

2 2 .
1 2

''( )
2 2 2 2

1 22 4 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

x
x x x x x x x

x x

x x
x x

x x x
x xx x x x

x x x x x x

e
e e e e e e e

e e
f x

e e e e

e e e e ee e e e

e e e e e e

 
         

   
 

     

          
 

  

     
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)''اشارة  )f x   من اشارة 
2

2 2xe
 

   
 

 أي:  

         2ln 2 2        2ln 2 2        x 

 - 0 + 0  - ''( )f x  

 

( تنعدم و تغير من اشارتها فان النقطة f)المشتقة الثانية الدالة f''نلاحظ أن:      2 ln 2 2 , 2 ln 2 2f    هي نقطة

 انعطاف.

).ارسم 8 )fC. 

 

 .المناقشة: 9

 لدينا: 

 

 

 

2 1

2 2 ln 2 2 ln

( )

x x m

x x m x x m

e e e

e e e e e e

f x m

   

      



 

)حلول هذه المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى )fC :مع المستقيم ذا المعادلةy m. 

0mاذا كان:    المعادلة لا تقبل حلول 

0mاذا كان    المعادلة لها حل وحيد 

0اذا كان  ln2m   .المعادلة تقبل حلين 

lnاذا كان 2m   .المعادلة لها حل و حبد 
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 التمرين: 

لدينا: .1   ' 'fM z M z  :حيث 
1

' 1 1
2

z i z   

z'هي من الشكل: fالعبارة المركبة للتحويل النقطي az b حيثaعدد مركب غير معدوم وbعدد مركب 

لدينا:  
1

1
2

a i    :4و منه
2

2

i

a e


   :نستنتج أن
2

2
k   و

4


 . 

   :  1لاحقة النقطة   و من جهة ثانية فان 
1

b
i

a
   


. 

هو تشابه مباشر نسبته  fالتحويل النقطي  اذن 
2

2
k   و زاويته

4


   و مركزه  النقطة. 

نضع:   -. أ2 1n nA f A   و منه 1

1
1 1

2
n nz i z    

و عليه:   

 

   

 

1 0 1

2 1 2

3 2 3

1
1 1 1

2

1 1
1 1 3

2 2

1 3
1 1

2 2

z i z z

z i z z i

z i z z i

    

     

     

 

n، نضع: nمن أجل كل عدد طبيعي-ب nu A: 

1لدينا:  1n nu A   :و بما أن 1n nA f A   :فان

 

1

1

2

2

;
4

n n

n n

A A

A A







  

   


  

و منه: 
1

2

2
n nu u  نستنتج أن المتتالية nu  هندسية أساسها

2

2
q   0و حدها الاول 2u .  

 لدينا: nو بالتالي: من أجل كل عدد طبيعي
1

2
2

n

nu
 

  
 

 

0,1nAاذا و فقط اذا  0,1و نصف قطره  الى القرص الذي مركزه  nAتنتمي كل النقط -ج  
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 يعني:

1
0,1 2 0,1

2

1 0,1 1 0,1
ln ln

2 2 2 2

1 0,1
ln ln

2 2

0,1
ln

2

1
ln

2

n

n

n n

u

n

n

 
   

 

     
       

     

   
   

   

 
 
  
 
 
 

لأن:        
1

ln 0
2

 
 

 
  

7,57nبالتقريب نجد:     و منه
0 8n . 

0طبيعة المثلث  -.أ3 1A A : 

0المثلث  1A A  1قائم فيA   :1و متساوي الساقين لان 0 1 1A A A   و كذلك   1 0 1A A A . 

1nمن خواص التشابه المباشرنستنتج  أن المثلث nA A   1.قائم فيnA  .و متساوي الساقين 

0. لدينا: 4 1 1 2 1...n n nI A A A A A A    :1و منه 2 ...n nI A A A    

1و بالتالي: 2 ...n nI u u u   . 

 بما أن متتالية هندسية فان :

1

1 2 1
lim 1

1 2 1 2

2 1 2
lim lim 1

2 1 2 2 1

nn

n
n

n

n
n n

q
I u

q

I



 

    
             

  
        

1لأن     1q   
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 التمرين

 

المعرفة على   fنعتبر الدالة العددية     0; ;fD e e    : كما يلي   
 

1
ƒ( )

1 ln
x

x x



 . 

وليكن  fC   تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس , ;O i j
 

2،    ) الوحدة    cm .  ) 

.I 1.  احسب نهايتي الدالةf   عندe  وعند . ثمّ فسّر النتائج هندسيا ، 

بين أن . 2 
0

lim
x

f x




   ثمّ فسّر النتائج هندسيا .   ) لاحظ أن 1 ln lnx x x x x   . ) 

من  xبين انه من أجل كل  . 3   0; ;e e   :
 

22

ln
ƒ ( )

1 ln

x
x

x x
 

 
fحيث    هي الدالة المشتقة للدالةf . 

 ثم شكل جدول تغيراتها. f/  ادرس اتجاه تغير الدالة  4

.II لتكنg الدالة العددية للمتغير الحقيقيx   المعرفة على 0;  :  كما يلي   21 1 lng x x x  
 

وليكن  gC    ) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ) انظر الشكل
 

   

 أ . بقراءة بيانية - 1

حدّد عدد حلول المعادلة  E  التالية  0g x   في المجال 0; 

 ب . باستعمال جدول القيم التالي : 

 

 

بين أن المعادلة  E  
ّ
2,2بحيث  تقبل حلا 2,3  

من    xأ . تحقق أنه من أجل كل - 2
fD    ،

 

 
ƒ( )

1 ln

g x
x x

x x
 


  . 

ب . بين أن المستقيم   الذي معادلتهy x  يقطع المنحنى fC   و   1في النقطتين اللتين فاصلتاهما . 

جـ . حدد انطلاقا
 

من gC
 

إشارة  g x  على المجال 1;  وبين أنƒ( ) 0x x   ّلكلx  من المجال 1;   . 

أنش ئ في نفس المعلم  . 3 , ;O i j  المستقيم ،   و المنحنى fC . 

 التمرين

 
 

 .I  f دالة معرفة على المجال 2;  :كما يلي
3

2

2
( )

1

x
f x

x





. 

)'احسب )f x ثم استنتج اتجاه تغير الدالةfعلى المجال 2;. 

.II   nu  متتالية معرفة بحدها الأول
0

5

2
u  و من أجل كل عدد طبيعيn،   1 ( )n nu f u . 

n،2.برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي1 3nu . 

n ،.استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2 29
1

10
n nu u . 

.أثبت أن المتتالية3 nu متناقصة تماما، هل هي متقاربة؟ 

n ،.تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي4 
2

1 2
2 2

1

n
n n

n

u
u u

u
   


. 

 (1التمرين مغربية )كالوريا ب

5min Maths 
 السابع عشر17  اليوم

 

x  2,1  2,2   2,3   2,4  

 g x  0,14  0,02  0,12  0,28

 

 

 

ة 
دال

ال
ال

ية
تم

ري
غا
لو

 
ت 

ليا
تتا

لم
ا

ة 
دي

عد
ال
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، nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي.5 
9

0 2
10

n

nu
 

    
 

limثم استنتج   n
n

u


. 

 

 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

 
1

ƒ( )
1 ln

x
x x


    

    ،   0; ;fD e e    . 

 I 1  / حساب نهايتيf   عندe  و : و تفسير النتائج  

lim ( ) ; lim ( )
x e x e

f x f x
 

     ومنه المستقيم ذو المعادلةx e  هو مستقيم مقارب لـ fC . موازٍ لمحور التراتيب 

 lim 0
x

f x



  

ومنه محور الفواصل هو مستقيم مقارب للمنحنى  fC بجوار  . 

/ تبيان أن  2 
0

lim
x

f x




  لدينا  جة هندسيا :يو تفسير النت   
0 0

lim li1 ln lm n 0
x x

x x x x x
 

 

     

و منه   
 0 0

lim l
1 1

1 l 0
im

nx x x x
f x

 

 


  


ومنه محور التراتيب هو مستقيم مقارب للمنحنى    fC . 

من  x/ تبيان انه من أجل كل  3
fD:

 
22

ln
ƒ ( )

1 ln

x
x

x x
 

 

تقبل الاشتقاق على  fالدالة
fD  و دالتها المشتقةf  يث :ح 

 

    
2 22

1
1 ln

ln

1 ln1 ln

x x
xx

x x
x

x
f

x

 
   




   

 : f/  دراسة اتجاه تغير الدالة  4

من  xمن أجل كل 
fD  : لدينا 

22 1 ln 0x x  

ومنه إشارة   f x  هي نفس إشارةln x : وهي 

  e  1    x 
 +  + 0  --   f x 

 .fجدول التغيرات للدالة 

            e               1            

 

x 

0    
 

                             1 

 

 f x 

  

 II     لدينا   21 1 lng x x x    ، 0;gD    . 
/ أ. تحديد عدد حلول المعادلة  1 E  في المجال 0;  : المنحنى gC  يقطع محور الفواصل في نقطتين و منه المعادلة E  تقبل

  حلين متمايزين .

ب .تبيان أن المعادلة  E  
ّ
2,2حيث  تقبل حلا 2,3  

على المجالمستمرة   gالدالة  0;
على المجال فهي مستمرة    2.2;2.3  و 2.2 0.02g  و 2.3 0.12g إذن

   2.2 2.3 0g g    المعادلة ومنه و حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإن  0g x   تقبل حلا 2,2 حيث 2,3  



3 17 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل اليوم 
  

من  x/ أ.التحقق أنه من أجل كل2
fD،

 

 
ƒ( )

1 ln

g x
x x

x x
 


   

 

 

 

 

 

21 11
ƒ( )

1 ln 1 ln 1 l

ln

n

g x
x x x

x x x

x x

x x x

 
    

  
 

ب .تبيان أن المستقيم   الذي معادلتهy x  يقطع المنحنى fC   و   1في النقطتين اللتين فاصلتاهما . 

)ƒلدينا  ) 0x x  تكافئ 
 

 
0

1 ln

g x

x x



 أي أن   0g x    1ومنهx   أوx  . 

إذن المستقيم   الذي معادلتهy x  يقطع المنحنى fC   و   1في النقطتين اللتين فاصلتاهما . 

جـ. تحديد انطلاقا
 

من gC
 

إشارة  g x على المجال 1; 

المنحنى gC  يقع تحت محور الفواصل على المجال 1; ومنه الدالةgسالبة تماما على المجال 1; و   1و تنعدم من أجل القيمتين

 للمتغيرx  . 

)ƒ* تبيان أن  ) 0x x   ّلكلx  من المجال 1; : 

لدينا 
 

 
ƒ( )

1 ln

g x
x x

x x
 


 

من  xو من أجل كل  1;  ، 1 ln 0x x   و  0g x      ومنهƒ( ) 0x x    ّلكلx من المجال

 1;  

/ إنشاء المستقيم3   و المنحنى fC : 

 

 
 التمرين: 

I  f دالة معرفة على المجال 2;  :كما يلي
3

2

2
( )

1

x
f x

x





. 

)'حساب )f x: 

قابلة للاشتقاق على fالدالة  2;: 
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أي:    

 

  

 

3

2

2 2 3 2

2 2
2 2

2
( )

1

3 1 2 2 1 4
'( )

1 1

x
f x

x

x x x x x x x x
f x

x x






     
 

 

 

2بما أن  4 0x x    و 
2

2 1 0x   فان اشارة'( )f x  من اشارة( 1)x x  :و عليه ( 1) 0x x  

من  xاذن من أجل كل 2; ،'( ) 0f x   و عليه الدالةf  متزايدة تماما على 2;. 

.II   nu  متتالية معرفة بحدها الأول
0

5

2
u  و من أجل كل عدد طبيعيn،   

1 ( )n nu f u . 

).*نسمي الخاصية التالية: 1 )P n ...2 3nu . 

لدينا:  P(0)نتحقق من 
0

5

2
u   و

5
2 3

2
   :02أي 3u  (0)اذنP .محققة 

)*نفرض أن  )P n 2صحيحة أي 3nu   و نبرهن أن( 1)P n  12أي نبرهن 3nu  . 

2لدينا  3nu    معناه     2 3nf f u f   لأن الدالةf  متزايدة تماما 2;. 

يعني أن 
1

29
2

10
nu     12و منه 3nu    أي( 1)P n . محققة 

n،   2و منه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي 3nu . 

n ،.استنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2 29
1

10
n nu u . 

 
2

2 2 99
1

10 10

n
n n

u
u u


   

3nuلدينا:    و منه
2

2 29
0 9 0 9

10

n
n n

u
u u


      

و بالتالي:    2 2 2 29 9
1 0 1

10 10
n n n nu u u u      

3.
1 2

2

1

n
n n

n

u
u u

u



 


2بما أن    3nu    1فان 2 0nu      2و 1 0nu    :1اذن 0n nu u   

اذن  المتتالية nu متناقصة تماما 

بما أن nu  فهي متقاربة. 2متناقصة تماما و محدودة من الأسفل بالعدد 

4 . 
3 3 2 2

1 2 2 2

2 2
2 2 2

1 1 1

n n n n
n n

n n n

u u u u
u u

u u u


 
     

  
. 
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، n.أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي5 
9

0 2
10

n

nu
 

    
 

 . 

نسمي الخاصية :
9

( ).....0 2
10

n

nP n u
 

    
 

. 

، لدينا : P(0)نتحقق من 
0

0

9 5
0 2 0 2 1

10 2
u

 
       

 
 

 محققة. P(0)و منه 

)*نفرض أن  )P n صحيحة أي
9

0 2
10

n

nu
 

    
 

)و نبرهن أن   1)P n أي نبرهن
1

1

9
0 2

10

n

nu





 
    

 
. 

لدينا:  

 

 

   

 

2

1 2

2
2 2

2

2

2

1

2 2
1

9 9
1

10 1 10

9
2 2

1 10

9
2 2

10

n
n n

n

n
n n

n

n
n n

n

n n

u
u u

u

u
u u

u

u
u u

u

u u





  


   


  


  

 

و لدينا: 
9

0 2
10

n

nu
 

    
 

 )فرضية التراجع(  

و عليه: 
1

1

1

9 9
0 2

10 10

9
0 2

10

n

n

n

n

u

u







 
    

 

 
    

 

)أي:    1)P n .محققة 

،nو منه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي
9

0 2
10

n

nu
 

    
 

 

بما أن 
9

0 2
10

n

nu
 

    
 

و    
9

lim 0
10

n

n

 
 

 
 

limنستنتج  2 0 lim 2n n
n n

u u
 

   . 
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 التمرين

 

.I f  الدالة العددية المعرفة على 0;     :بــ
21

( ) 3
2

f x x  . 

 .f(  أدرس اتجاه تغير الدالة 1    

من   x(  بين أنــه  من أجل كل 2        0;    :  0f x  

.II  لتكن nu  0كمايلي:    متتالية عددية معرفة  على 0u 
   ، 1n nu f u    

 . 2uو  1uأحسب الحدين  (1

n  :10بين انه من أجل كل عدد طبيعي  -أ (2 1n nu u . 

استنتج ان المتتالية  -ب nu متقاربة ، ثم  أحسبlim n
n

u


 

(III  لتكن المتتالية nv  المعرفة كما يلي:     من أجل كل عدد طبيعيn :
2 1n nv u  

( بين أن1     nv .متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

 .nبدلالة  nu، ثم استنتج عبارة nبدلالة   nv( عبر عن 2    

( أحسب نهاية المتتالية 3     nu. 

 :           n( عبر عن المجاميع التالية  بدلالة 4    

                     0 0 1 1 2 21 1 1 1 1 1 ......... 1 1n n nS u u u u u u u u             

                                                          2 2 2 2

0 1 2' 0 1 2 .........n nS u u u u n         
 

 التمرين

 

 

I  ب : المعرفة  على   نعتبر الدالة. 

 .. اتجاه تغير الدالة1

 .يطلب تعيينه، استنتج اشارة  تقبل حلا وحيدا    .بين أن المعدلة 2

.II  ب :  المعرفة  علىنعتبر الدالة . 

 ،وعند   عنداحسب نهاتي الدالة .1   .تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

 . : من  .بين أنه من أجل كل2

 . استنتج جدول تغيرات الدالة

 ثم فسر بيانيا هذه النتيجة. .احسب  3

 .عند مستقيما مقربا للمنحنى  .بين أن المستقيم 4

 .   و المستقيم ذو المعادلة:  بالنسبة للمستقيم  .أدرس وضعية للمنحنى5

 . و، .أرسم 6

 

g2( ) 2 1g x x x  

g

( ) 0g x g

f2( ) 2 1f x x x  

( )fC( ; ; )O i jf

x
2

( )
'( )

1

g x
f x

x




f

 lim ( ) 3
x

f x x




( ') : y x ( )fC

( )fC( )3y x ( ')

( )fC( )( ')

5min Maths  

 عشر امنثلا18  اليوم

ت 
ليا

تتا
م

ية
دد

ع
 

ة 
دال

ية
دد

ع
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 التصحيح النموذجي  المقترح

 التمرين: 

(If  الدالة العددية المعرفة على 0;          :21بــ
( ) 3

2
f x x  . 

قابلة للاشتقاق علىf:الدالةf(  دراسة اتجاه تغير الدالة1 0; :
2

'( )
2 3

x
f x

x



 

)'بما ان :  ) 0f x  فإنf  متزايدة تماماعلى 0; 

من   x( نبين أنــه  من أجل كل 2 0;    :  0f x لدينا :الدالة f  متزايدة تماماعلى 0;  و 0 0f ، 

0xتقبل قيمة حدية صغرى عندfالدالة    في المجال 

 0; اذن: من أجل كل  .xمن 0;:  0f x  

(II nu0بـ: متتالية معرفة  على 0u  ، 1n nu f u    

2u  : و 1u/ حساب 1  2

1 0 0

1 3
3

2 2
u f u u    

  2

2 1 1

1 15
3

2 4
u f u u    

n :10( أ/نبين انه من أجل كل عدد طبيعي 2 1n nu u   

0n* من اجل   :0 10 1u u محققة لأن 

                        (1 0.86u   ،0 0u  ...)  1 

10* نفرض أن 1n nu u   : 1ونبرهن ان 20 1n nu u  من اجل عدد طبيعيn :1n 

متزايدة تماما على  fلدينا:  0;  و 1 1f    و 0 0f  10.  إذا كان 1n nu u  فإن 

       10 1n nf f u f u f : 1أي 20 1n nu u  ........  2 

من  1و 2  حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع نستنتج أنه من أجل كل كل عدد طبيعيn :10 1n nu u   

ب*/ استنتاج ان المتتالية  nuمتقاربة: لدينا 

n :10من أجل كل عدد طبيعي  1n nu u   معناه  أن المتتالية nu  ومحدودة من ومحدودة من الأعلى متزايدة تماما على

 الأسفل.

بما أن المتتالية nu ومحدودة من الأعلى فإنها متقاربة نحو عدد حقيقي  متزايدة تماما علىl. 
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lim**حساب  n
n

u


:  لدينا
2

1

1
3

2
n nu u   

المتتالية nuمتقاربة نحوl  1معناهlim limn n
n n

u u l
 

  

2

1lim lim 3n n
n n

u u
 

   21يكافئ
3

2
l l  ،0 l 

يكافئ    
2

2 22 3l l 2يكافئ 24 3l l  

1lيكافئ  1)مقبول( أوl    0)مرفوض( لأن l :ومنهlim 1n
n

u


 

(III لدينا :من أجل كل عدد طبيعيn :2 1n nv u  

نبين أن( 1 nv :متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

  nv م.هـ معناه من أجل كل عدد طبيعيn:1 .n nv qv  

   2 2 2

1 1

1 1
1 3 1 1

4 4
n n n nv u u u        

1

1
.

4
n nv v   ومنه nv 1م.هـ أساسها

4
q   وحدها الأول 

 2

0 0 1 1v u    

n  :0بدلالة  nv( التعبير عن2

1

4

n

n

nv v q
 

   
 

2:لديناnبدلالة  nuثم استنتاج عبارة  1n nu v  

1nومنه:   nu v   0لأن nu  :اذن
1

1
4

n

nu
 

  
 

 

حساب نهاية  (1 nu:
1

lim lim 1 1
4

n

n
n n

u
 

 
   

 
 

 

   :    n( التعبير عن المجاميع التالية  بدلالة 4

     

     

       

0 0 1 1

2 2

2 2 2 2

0 1 2

1

0 1 2 0

1 1 1 1

1 1 ......... 1 1

1 1 1 .... 1

1
......

1

n

n n

n

n

n

S u u u u

u u u u

u u u u

q
v v v v v

q



     

      

        

 
       

 
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ومنه:  

1
4 1

1
3 4

n

nS

    
          

 

     
 

       

   

2 2 2

0 1

2 2 2

0 1

0 1

2

0 1

2

' 0 1 .........

..... 0 1 2 ....

1
1 1 .... 1 0

2

.... 1 .1
2 2

1 1 1

3 4 2 2 3

n n

n

n

n

n

S u u u n

u u u n

n
v v v n

n n
v v v n

n n

      

        

  
         

  

       

 
    

 

 

 

 التمرين: 

I.)  2ب : معرفة  على الدالة( ) 2 1g x x x  . 

 .اتجاه تغير الدالة .1

 حيث: قابلة للاشتقاق علىالدالة 

2 2

2
'( ) 2 2

2 1 1

x x
g x

x x
   

 
 و منه: 

2

2

2 1
'( )

1

x x
g x

x

 



. 

)'و بالتالي: اشارة  )g x :22 من اشارة 1x x لدينا من أجل كل.x   من:'( ) 0g x  :و بالتالي.g  دالة متزايدة تماما على. 

 .يطلب تعيينه، استنتج اشارة  تقبل حلا وحيدا    بين أن المعدلة  .2

22يعني:   1 0x x     :أي
2(1)...2 1x x . 

0xمن أجل:    مستحيلة. (1)المعادلة 

0xمن أجل:  2 24 1x x   :أي
2 24 1 0x x    : و منه

1

3
x   أو

1

3
x   .)حل مرفوض( 

 حيث:تقبل حلا وحيدا   دلة االمعو بالتالي:  مستمرة و رتيبة على gلدينا 
1

3
  . 

 :اشارة 

 

.(II  ب :  المعرفة  علىنعتبر الدالة . 

 .وعند  عندب نهاتي الدالة احس .1

g

g

g

( ) 0g x g

( ) 0g x 

( ) 0g x 

g

f2( ) 2 1f x x x  

f

  1

3

   
  x  

     +0       - ( )g x  
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2lim ( ) lim 2 1
x x

f x x x
 

     . 

2

2

1
lim ( ) lim 2 1 lim 2 1 1

lim

x x x

x

f x x x x
x

x

  



 
       

 

  

 

 حيث: قابلة للاشتقاق علىfالدالة . : من  بين أنه من أجل كل .2

 

2

2 2

2

2

( ) 2 1

2 2 2
'( ) 1 1

2 1 1

2 1

1

f x x x

x x
f x

x x

x x

x

  

   
 

 




 

 و بالتالي: 

)'هذا يعني أن اشارة  )f x  من اشارة( )g x  2لأن 1 0x  :أي 

 

 

 . جدول تغيرات الدالة

 

 

 

1حيث:
3

3
f
 

 
 

  

 : ب  احس.3

لدينا:

  2

2 2

2

2

2 2

2 2

2

lim ( ) 3 lim 2 1 3

2 1 2 2 1 2
lim 2 1 2 lim

2 1 2

4( 1) 4 4
lim lim

2 1 2 2 1 2

2
lim 0

1 2

x x

x x

x x

x

f x x x x x

x x x x
x x

x x

x x

x x x x

x x

 

 

 



     
 

       
       

    
 

    
      
   

 
  
 

 لدينا: lim ( ) 3 0
x

f x x


  

x
2

( )
'( )

1

g x
f x

x




2

( )
'( )

1

g x
f x

x




f

 lim ( ) 3
x

f x x




  1

3

   
  x  

     +0       - ( )g x  

  1

3

   
  x  

     +0       - '( )f x  

    

3  

 

( )f x 
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  ي:بيانالر يفسالت

3yالمستقيم ذو المعادلة:  x مستقيم مقارب مائل بجوار. 

 .عند مستقيما مقربا للمنحنى  بين أن المستقيم  .4

  2

2 2

2

2

2 2

2 2

2

lim ( ) lim 2 1

2 1 2 2 1 2
lim 2 1 2 lim

2 1 2

4( 1) 4 4
lim lim

2 1 2 2 1 2

2
lim 0

1 2

x x

x x

x x

x

f x y x x x

x x x x
x x

x x

x x

x x x x

x x

 

 

 



     
 

       
       

    
 

    
      
   

 
  
 

 لدينا: lim ( ) 0
x

f x x


   

 عندمستقيم مقرب للمنحنى  المستقيم  بالتالي: و 

 

. 

 الوضع النسبي: .5

 :ذو المعادلة:  للمستقيم  بالنسبة وضعية للمنحنى ةسادر  

)2 لدينا: ) 3 2 1 2 0f x x x x      :فوق  و بالتالي. 

 :ذو المعادلة:  بالنسبة للمستقيم  وضعية للمنحنى ةسادر 

2( ) 2 1 2 0f x x x x      :فوق  و بالتالي . 

  .و، رسم  .6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ') : y x ( )fC

( ') : y x ( )fC

( )fC( )3y x 

( )fC( )

( )fC( ')( ') : y x 

( )fC( ')

( )fC( )( ')

  1

3

   
  x  

     +0       - '( )f x  
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 التمرين

 

 .I   :نذكر أنlim
x

x

e

x
 ،  أثبت أنlim 0x

x
xe


 

.II  نعتبر الدالةf كما يلي:المعرفة على ( ) 1 xf x x e . 

( )Cتمثيلها البياني في المستوي المنسوب الى المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j. 

 .وعند عند fاحسب نهايتي الدالة -.أ1

 و شكل جدول تغيراتها. fالدالة أدرس اتجاه تغير -ب

).أرسم2 )C. 

.III k ،عدد صحيحkfيلي:  على كما نسمي الدالة المعرفة ( ) 1 kx

kf x x e . 

)و )kC تمثيلها البياني في المعلم السابق ; ,O i j. 

 .0fماطبيعة الدالة-.أ1

عين نقط تقاطع المنحنين-ب 0C و 1C الى.تحقق أن هذه النقطة تنتمي( )kC. 

اشارة العبارة: x.أدرس، حسب قيم2  1 1xx e  استنتج، من أجل عددk معطى، الوضعية النسبية للمنحنيين kC 

و 1kC . 

)'.احسب3 )kf x من أجل كلxو من أجل كل عدد صحيح  منkمعدوم. غير 

0k)ميز الحالتين  kfاتجاه تغير الدالة kاستنتج حسب قيم  0وk ) 

.أرسم 4 1C.في نفس المعلم السابق 

 

 التمرين

 

 .I ليكنm .عدد مركب غير معدوم  

المعادلة:  نعتبر في المجموعة   2 2( )....2 2 1 1 0E z m i z m i m i         

).تحقق أن مميز المعادلة 1 )Eهو 
2

2im  . 

)المعادلة .حل في المجموعة2 )E. 

 .II منسوب الى معلم متعامد و متجانس المستوي ; ,O u v. 

نفرض أن   0,1,m i   و نضع
1

1
( 1)

2

i
z m


    و

2

1
( 1)

2

i
z m


  . 

2نعتبر النقط 1, , , ,M M M B A2التي لواحقها على الترتيب 1, , , ,1z z m i    

1تحقق أن: -.أ1 2 1z iz  

حيثذات اللاحقة بالدوران الذي مركزه النقطة 2Mهي صورة  1Mبين أن -ب
1

2

i



  و زاويته

2


 . 

2بين أن: -.أ2

1

1z m m
i

z m m i

 


 
. 

2بين أنه اذا كانت النقط -ب 1, ,M M M ة فان يماستقفي اM تنتمي الى الدائرة   التي AB.أحد أقطارها 

2وبحيث تكون النقط  Mحدد مجموعة النقط-ج 1, ,M M M ( .1أن:  لاحظتنتمي الى نفس الدائرة

2

z
i

z









 ) 

5min Maths 

 تاسع عشرال19اليوم
:بكالوريا أجنبية    1التمرين

 بكالوريا مغربية :2 التمرين

ية
ط

سي
و 

ة 
سي

ة أ
دال

 
بة

ك
مر
 ال

اد
عد

لأ
ا

 



2  تمرينين كل يوم+ الحل –برنامج رمضان          19اليوم  
 

 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

.I   :اثبات أنlim 0x

x
xe


 

لدينا: 
1

lim lim limx

xxx x x

x
xe

ee

x



  
  

limو بما  أن: 
x

x

e

x
    اذن

1
lim 0

xx e

x




 
 
 

limأي:    0x

x
xe


 

.II  الدالةf كما يلي:المعرفة على ( ) 1 xf x x e . 

 :fاحساب نهايتي الدالة -.أ1

 

 

lim ( ) lim 1

lim 1
lim ( )

lim

x

x x

x

x x

x

f x x e

x
f x

e



 



 



 

  


  
 

 

و لدينا 

 

 

lim ( ) lim 1

lim 1
; lim 0 lim ( ) 0

lim 0

x

x x

x x

x x x

x

f x x e

x
xe f x

e



 

 

  



 

  


  


 

 :fاتجاه تغير الدالة -ب

حيث: قابلة للاشتقاق على  fالدالة '( ) 1x x xf x e x e xe       

)'و بالتالي اشارة  )f x  من اشارةx  0لأنxe   على. 

  0    x  
 -  0 + '( )f x  

 

 جدول تغيراتها:

  0    x  

            1  
 

0                   

 

( )f x  
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).رسم2 )C:   )أنظرالشكل في نهاية التصحيح( 

.III k ،عدد صحيح
kfعلى كمايلي: نسمي الدالة المعرفة  ( ) 1 kx

kf x x e . 

الدالةطبيعة -.أ1
0f  :  0.

0( ) 0 1 1xf x e x     :و بالتالي
0f.دالة تآلفية 

تعين نقط تقاطع المنحنين-ب 0C و 1C: 

يعني نقوم بحل المعادلة: 
0 1( ) ( )f x f x     :أي 1 1xx e x     :يعني

  

        0 1

1 1 0

1 0 1
1;0 , 0;1

1 0 0

x

x

x e

x x
C C A B

e x

  

    
   

   

 

)التحقق أن هذه النقطة تنتمي الى )kC.: 

لدينا:   1( 1) 1 1 0kf e      و بالتالي   1;0 kA C . 

و عليه لدينا:   0(0) 0 1 1kf e    و بالتالي   0;1 kB C. 

. اشارة العبارة:2  1 1xx e  : 

 0 1  x  
 +             +0 - 1x  

        +0              -            - 1xe   
 + 0 - 0 +   1 1xx e  

 

 من جدول الاشارة نستنتج مايلي:

1xمن أجل     0وx   تكون  1 1 0xx e  . 

من أجل    ; 1 0;x       تكون  1 1 0xx e  . 

من أجل  1;0x    تكون  1 1 0xx e  . 

استنتاج الوضعية النسبية للمنحنيين kC و 1kC : 

)1ندرس اشارة الفرق:  ) ( )k kf x f x  

لدينا          1

1( ) ( ) 1 1 1 1
k x kx kx x

k kf x f x x e x e x e e


         

)1نستنتج ان اشارة الفرق  ) ( )k kf x f x   من اشار الجداء  1 1xx e . 

 مما سبق نستنتج أن:
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المنحنيين kC و 1kC   يتقاطعان في النقطتين   0;1 , 1;0B A . 

على المجال   ; 1 0;     المنحنى 1kC   يقع فوق المنحنى kC. 

على المجال   1;0  المنحنى 1kC   يقع تحت المنحنى kC. 

'.حساب3 ( )kf x   

غيرمعدوم. الدالة kو من أجل كل عدد صحيح  منxمن أجل كل 
kf:قابلة للاشتقاق '( ) 1 kx

kf x kx k e   

'اشارة  ( )kf x  من اشارة 1kx k   0لأنkxe   مهما يكنk.غيرمعدوم 

0kنميز الحالتين :  0وk  

0kالحالة الأولى  : 

 
1

1 0
k

kx k x
k


       :أي 

              
1k

k


    x  

 +  0 - '( )kf x  

 

اذن: من أجل 
1k

x
k


  الدالة  ،kf .متزايدة تماما 

من أجل 
1k

x
k


   الدالةkf .متناقصة تماما 

0kالحالة الثانية  : 

              
1k

k


    x 

 -  0 + '( )kf x  

اذن: من أجل 
1k

x
k


  الدالة  ،kf.متناقصة تماما 

من أجل 
1k

x
k


  الدالة ،kf .متزايدة تماما 

.أرسم4 C و 1C: 
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 التمرين: 

.I 1 التحقق أن مميز المعادلة.( )Eهو 
2

2im .  

لدينا    2 2( )....2 2 1 1 0E z m i z m i m i        

     

   

     

 

2 2

2 2

22 2 2

2

2 1 4 2 1

4 1 8 1

4 2 1 1 8 1 4

2

m i m i m i

m i m i m i

m i m i m i m i m

im

             

        

               

 

  

).حل المعادلة2 )E: 

لدينا:  
2

2im     :وعليه   

   
 

   
 

   

2 1 2 1 11 1
1

4 2 2 2

2 1 2 1 11 1
' 1

4 2 2 2

1 1
1 ; 1

2 2

m i im m i mm i im i
z m

m i im m i mm i im i
z m

i i
S m m

        
    

        
    

  
   
 

  

.II  نفرض أن 0,1,m i   و نضع
1

1
( 1)

2

i
z m


    و

2

1
( 1)

2

i
z m


  . 

1 التحقق أن:-.أ1 2 1z iz  

و عليه:  

 

   

2

1

1
1 1 1

2

1 1
1 1

2 2

i
iz i m

i i
m i m

z

 
    

 

 
    


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 لدينا: -ب

  

 

1 2

2 2 2 2

2
2

1

1 1 1
1

2 2 2
i

z iz

i i i
iz iz i z i z

e z


 





   

   
         

 

 

 

حيثذات اللاحقة بالدوران الذي مركزه النقطة 2Mهي صورة  1Mو عليه 
1

2

i



  و زاويته

2


 . 

2تبيان أن: -.أ2

1

1z m m
i

z m m i

 


 
. 

أي: 

 

 

  

  

  

  

2

1

1

2

1

2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1

1

1

i
m i m

z m

iz m
m i m

i m i m

i m i m

m i im m

m im i m

i m i

m i i

m
i
m i

 
    

  
  

 

  


  

   


   

 


 






 

2النقط  -ب 1, ,M M M   2في استقامية  معناه

1

z m

z m





أي:    

1m
i
m i





 

 لدينا: 

وبالتالي: 

 

   

1
arg 2 ,

2

; 2 ,
2

. 0

m
k k

m i

BM AM k k

AM BM







 
   

 

  



 

تنتمي الى الدائرة Mو منه    التي AB.أحد أقطارها 

2ونفرض أن النقط -ج 1, ,M M M : 1تنتمي الى نفس الدائرة.معناه 2

2 1

z z m

z z m





    
    

    
. 

1لدينا:  

2

z
i

z









2و    

1

1z m m
i

z m m i

 


 
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و منه: 

1

1

1

m
i i

m i

m

m i

m

m i


 




 








 

,اذن النقط  ,B A M  :في استقامية. أي M AB  :بحيثM A  وM B . 

وو بالتالي مجموعة النقط بحيث  تكون النقط 
2 1, ,M M M  تنتمي الى نفس الدائرة هي المستقيم AB  ماعدا النقطتينA وB. 

اذا كانت  :عكسيا M AB معM A  وM B  فان النقط2و 1, ,M M M .تنتمي الى نفس الدائرة هي المستقيم 
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 التمرين

 

.Iنعتبر الدالةf  المعرفة على 1;    :كما يلي( ) 1 ln(1 )f x x     

و ليكن  fC  منحناها في معلم متعامد و متجانس ; ,O i j و D   :المستقيم ذا المعادلةy x. 

 .fاحسب نهايتي الدالة -.أ1

 . fأدرس اتجاه تغير الدالة-ب

.II الدالةنعتبرg  المعرفة على 1;   :كما يلي( ) 1 ( )g x f x . 

احسب -.أ1
1

lim ( )
x

g x




. 

limاحسب -ب   ( )
x

g x


. نذكر أن: 
 ln 1

lim
1x

x

x




 

 ثم شكل جدول تغيراتها. gتغير الدالةأدرس اتجاه  -ج  

).بين أن المعادلة:2 ) 0g x  تقبل بالضبط حلين  و  0حيث   2و 3 . 

)اشارة x.عين حسب قيم 3 )g x  . 

.أدرس الوضع النسبي للمنحنى 4 fC و المستقيم D. 

.أرسم 5 D  و fC. 

.III نعتبر المتتالية العددية nu :المعرفة كما يلي
 

0

1

2

n n

u

u f u





  

n ،2.بين أنه من أجل كل عدد طبيعي1 nu  . 

.هل المتتالية 2 nu.متقاربة؟ علل جوابك 

 

 التمرين

 

 .I كرات لا يمكن التفريق بينهما باللمس . 9يحتوي صندوق على 

  54          .1، 1، 2، 2، 2راء تحمل الاعداد كرات حم      1، 2، 2، 2رات بيضاء تحمل الأعداد ك. 

 ثلاثة كرات من الصندوق ونعتبر الحوادث التالية:  في آن واحد و دون ارجاعنعتبر التجربة التالية نسحب 

: A ."الكرات الثلاثة المسحوبة لها نفس اللون" 

: B ."الكرات الثلاثة المسحوبة تحمل نفس العدد" 

:C ."الكرات الثلاثة المسحوبة لها نفس اللون و تحمل نفس العدد" 

.بين أن: 1
1

( )
6

p A    ،
1

( )
4

p B  و
1

( )
42

p C . 

.II ليكن المتغير العشوائيX :المعرف كما يلي 

4 3 2 1 ix 

a 1

5
 

1

4
 

1

3
  i ip X x 

 . a.حدد قيمة العدد1

.احسب2 2 2p X    . 

.احسب3 2 6 8 0p X X  . 

5min Maths 
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

. .Iالدالةf معرفة على 1;   :كما يلي( ) 1 ln(1 )f x x     

 :fحساب نهايتي الدالة -أ.1

1 1

lim ( ) lim 1 ln(1 )

lim ( ) lim 1 ln(1 )

x x

x x

f x x

f x x

 
 

 

    

    
 

 :fاتجاه تغير الدالة -ب 

قابلة للاشتقاق على المجال fالدالة 1;   حيث 

1
'( )

1
f x

x



1xبما أن      فان

1
0

1x



)'و بالتالي   ) 0f x  اذن الدالةf  متزايدة تماما على 1; . 

.II1.حساب-أ 

 
1 1

lim ( ) lim ( ) 1 ln( 1)
x x

g x f x x x x
 

 

       . 

-ب  

lim ( ) lim ( ) lim 1 ln( 1)

ln( 1)
lim 1 ( 1)

1 1

x x x

x

g x f x x x x

x x
x

x x

  



     

 
      

 

 

 :gدراسة اتجاه تغير الدالة -ج

قابلة للاشتقاق على المجال gالدالة 1;   حيث 

1
'( ) '( ) 1 1

1

1

g x f x
x

x

x

   







 

1xبما أن     فان
1

0
1x



)'و بالتالي اشارة  )g x  من اشارة x  

  0  1  x 
 - 0 + x 

 

 :gجدول تغيرات الدالة
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  0  1  x 

  1  
 

    

 

( )g x 

 

).اثبات  أن المعادلة:2 ) 0g x  تقبل بالضبط حلين  و  0حيث   2و 3 . 

مستمرة ومتزايدة تماما على المجال gالدالة 1;0   (0)و لدينا 1 0g    و
1

lim ( )
x

g x




  

)و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة: ) 0g x  تقبل حل  0حيث . 

مستمرة ومتناقصة تماما على المجالgالدالة 0;   (0)لدينا   و 1 0g     وlim ( )
x

g x


  

(2)و عليه لدينا  (3) 0g g   

)اذن  حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة: ) 0g x   تقبل حل  2حيث 3 . 

)اشارة .3 )g x.   

                               1  x 
 -  0            +0   - ( )g x 

 

دراسة الوضع النسبي للمنحنى  .4 fC و المستقيم D: 

)يعني ندرس اشارة الفرق:  )f x y  

و عليه : 
( ) 1 ln( 1)

( )

f x y x x

g x

    


 

)و بالتالي اشارة  الفرق من اشارة  )g x  :أي 

                                                                      1  x 

  -          0                    +0             - ( )f x y 

 fC تحت D          fC  فوق D  fC تحت D الوضعية 

 

 الرسم: .5
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.III نعتبر المتتالية العددية nu :المعرفة كما يلي
 

0

1

2

n n

u

u f u





  

n ،2بين أنه من أجل كل عدد طبيعي.1 nu  . 

)نضع   ).....2 nP n u   

0nمن اجل    2لدينا 2      02أي u    :(0)و بالتاليP .محققة 

)نفرض أن  )P n  و نبرهن صحة( 1)P n  12أي nu  . 

لدينا: 
     

1

1

2

2

1 ln3

2

n

n

n

n

u

f f u f

u

u













 

 

  

 

لأن:     
( ) 0 ( ) 0

( )

g f

f

  

 

   

 
2و          1 ln3  

)و بالتالي:  1)P n .محققة 

n ،2و عليه حسب مبدأ البرهان بالتراجع لدينا من أجل كل عدد طبيعي nu  . 

المتتالية  .2 nu:متقاربة 

على المجال  ;  ،( ) 0g x   :أي( ) 0f x x   2و بما أن nu   

)اذن   ) 0n nf u u    1يعني 0n nu u     ينتج عليه أن المتتالية nu. متزايدة تماما 

بما أن  nu متزايدة تماما  و محدودة من الأعلى بالعدد  فان nu . متتالية متقاربة 

 التمرين: 

1 .: A كرات بيضاء 3كرات  حمراء أو  3المسحوبة لها نفس اللون". معناه اما  "الكرات الثلاثة 
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و بالتالي: 
3 3

5 4

3

9

14 1
( )

84 6

C CcardA
p A

card C


   


 

: B  2كرات تحمل الرقم  3أو   1كرات تحمل الرقم  3"الكرات الثلاثة المسحوبة تحمل نفس العدد" يعني 

نهتم بلون الكرة بل بالأرقام التي تحملها(.  أي :  )لا
3 3

3 6

3

9

21 1
( )

84 4

C C
p B

C


  . 

:C  أي:    2كرات بيضاء تحمل الرقم 3أو  2كرات حمراء تحمل رقم  3"الكرات الثلاثة المسحوبة لها نفس اللون و تحمل نفس العدد" معناه
3 3

3 3

3

9

2 1
( )

84 42

C C
p C

C


   

.II 1.تحدد قيمة العددa: 

لدينا:        1 2 3 4 1p X p X p X p X          

أي:
1 1 1 13

1
3 4 5 60

a a       

حساب:.2 2 2p X .    معناه       2 1
2 0 2 2 0 1

3
p X p X X p X          

حساب:.3 2 6 8 0p X X    تكافئ 

         2 1
6 8 0 4 2 0 2 4 3

5
p X X p X X p X p X             

 

 

. 
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 التمرين

 

1من أجل كل عدد مركب يختلف عن i  :نضع ،
2

'
1

z i
z

z i




 
zحيث  x iy  . 

نعتبر المستوي المركب المنسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O u v   النقط, ,C B A التي لاحقاتها على الترتيب 

 1 i   ،
1

2
i   و

1 5

4 4
i  . 

'المعادلة:.حل في المجموعة1 2z    

.حدد2 Re 'z  و Im 'z   بدلالةx وy. 

 حقيقيا. z'بحيث يكون  zذات اللاحقة  M.حدد مجموعة النقط3

'بحيث يكون zذات اللاحقة Mمجموعة النقط.حدد 4 2z . 

 .Cفيقائم متساوي الساقين و  ABC.بين أن المثلث 5

 

 

 التمرين

 

البيـانـيالتمثيـل  هـوكـل الموضح الش.1  Cللدالـةf المعرفـة على المجـال 
 
 

1
,+

2
  : بـ  

2

2 -1

x
f x

x
    

و  المستقيـم ذو المعادلـةy = x  المستـوي المنسـوب إلـى المعلـم المتعامـد والمتجـانس  فـي i jO, , 

<أنـه إذا كان برهـن  - 1x  فــإن  > 1f x 

نعـرف المتتاليـة  .2 nu
 

0كما يلـي  : 
= 4u ومـن 

n   , أجـل كل عـدد طبيعـي   +1n n
u = f u 

0مثـل الحـدود  أ . باستعمال الشكل الموضح 
u  ,1

u  ,2
u

3و  
u  

 ور الفواصل دون حسابهـا مبـرزا  خطـوط التمثيـل .ـعلـى مح

ضـع تخمينـا حـول اتجـاه تغيـر وتقـارب المتتاليـة ب .  nu  

<,  nأ . برهـن  بالتراجـع أنـه مـن أجـل كل عـدد طبيعـي   .3 1
n

u   

,  nبيـن أنـه مـن أجـل كل عـدد طبيعـيب . 
 




+1

1
-

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u
  , 

ثـم استنتج اتجـاه تغير المتتالية nu و أنها متقاربـة.  

نعتبـر المتتاليتيـن  . 4 nv  و n
w  تيـن مـن  أجـل كل عـدد طبيعـي المعرفn  بـ

1
= 1-

n

n

v
u

و    =
n n

w ln v 

أ .  برهـن أن  n
w   متتاليـة هندسيـة يطلب تعييـن أساسهـا وحـدهــا الأول 

nب . أكتب عبـارة 
w   بدلالـةn   ثـم استنتـج ,n

v   بدلالـةn 

جـ . بيـن أن 
 
 
 

2

1
=

3
1

4

n nu

-

, ثـم احسب  


n
n
lim u 

الجـداء  nأحسب بدلالـة   .5
n

P   حيث..............  
0 1

=
n n

P v v v , 

nالمجمـوع  nثـم استنتـج بدلالـة             
S : حيث.............   

0 1n n
S w w w  
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

نضع: 
2

'
1

z i
z

z i




 
zحيث  x iy .  

'حل المعادلة:.1 2z     :يعني
2

2
1

z i

z i

 
  

  
 معناه:  

أي : 

 
2

2 2 2 1
1

1 3

2 4

1 3

2 4

z i
z i z i

z i

z i

z i


       

 

   

  

 

تحدد.2 Re 'z  و Im 'z  بدلالةx وy. 

 
   

 
   

2 2

2 2

2 2

2 2( ) 2 2 2 3 1
Re ' Re Re

1 1 1 1

2 1
Im '

1 1

z i x iy i x y x y
z

z i x iy i x y

x y
z

x y

        
    

         

 
 

  

 

 حقيقيا. z'بحيث يكون  zذات اللاحقة  M.تعين مجموعة النقط3

'z  :حقيقي معناه Im ' 0z   :يعني
       

2 22 2

2 1 02 1
0

1 1 01 1

x yx y

x yx y

    
  

      

 

2هي المستقيم ذا المعادلة   Mاذن مجموعة النقط 1 0x y    ما عدا النقطة( 1;1)A .  

'بحيث يكون zذات اللاحقة Mتعين مجموعة النقط.4 2z . 

' 2z  :معناه 

و منه:   

22
2 2

1 1

1
2

2 1
2 1

1 2

B A

z iz i

z i z i

z i

z i z i
z i

z z z z

AM AB


  

   

 
 

 
     

 

  



 

'التي تحقق  Mو منه مجموعة النقط  2z   هي محور القطعة المستقيمة AB.  

 .Cمتساوي الساقين و في قائم النقطة ABC.اثبات  المثلث 5
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لدينا: 

1
10

4

1
10

4

1
5

2

A C

B C

A B

z z

z z

z z


 




 



 


ACو منه نستنتج أن   BC  اذن المثلثABC (....1متساوي الساقين) 

2و لدينا :  2 2AC BC BA   اذن المثلثABC  قائم فيC(....2) 

 .Cمتساوي الساقين و في قائم النقطة ABC( نستنتج أن  المثلث 2( و )1ومن )

 التمرين: 

<إذا كانأنـه البرهان على . 1 1x  فــإن  > 1f x 

على المجـال fلندرس تغيرات الدالة  
 
 

1
,+

2
  

   *     
1

2




= +
x

lim f x

       
 

         
   


= +

x
lim f x


                                     

قابلة للإشتقاق على المجال  fالدالة *         
 
 

1
,+

2
  من أجل كل    و  

x
 

 
 

1
,+

2


       : 
 

 


2

2 1
=

2 1

x x -
f x

x -             

 إشـارة المشتقة :   

 

متناقصة تماما على المجال  fومنـه الدالة  
 
 

1
,1

2
ومتزايدة تماما على المجـال     1,+: جدول تغيراتها ، 

 

<من أجل كل من جدول التغيرات نستنتج أن   1x فـإن  > 1f x  

0تمثيل الحـدود أ.. 2
u  ,1

u  ,3
u

4و   
u ور الفواصل :ـعلـى مح 

لدينـا   0 0 1
M u ,u   أي 0 1

4M ,u                                     

0نسقــط 
Mعلـى وفــق oxثـم نسقـط النقطـة المحصل عليهـا علـى , Cوفـق oy1فنحصـل علـى

M 

وهكذا نكرر نفس العمليـة  فنحصـل علـى 
2

M  ,
3

M. 
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المتتاليـة    التخميـن : n
u 1متناقصة تمـامـا ومتقـاربـة نحـو 

<:    n. البرهـان أنه مـن أجل كل عـدد طبيعـي أ.3 1
n

u 

نسمـي  p n  :  الخـاصيــة> 1
n

u   

=مـن أجـل    0n       : 0لدينــا = 4u        4و > ومنــه   0 0p . صحيحــة 

نفــرض أن    p n  صحيحــة مـن أجـل عــدد طبيعـيn  أي> 1
n

u    ونبـرهـن صحــة +1p n  أي
+1

> 1
n

u. 

<لدينــا    1
n

u      ومنــه  > 1
n

f u  (    1حسب السؤال                                           ) 

أي                           
+1

> 1
n

u 

وهــذا يعنــي أن      +1p n  صحيحــة 

اذن    p n صحيحــة مـن أجــل كل عـدد طبيعـيn 

،من nتبييـن أنـه مـن أجـل كل  ب .
 




+1

1
-

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u 
 لدينا : nمن أجل كل عدد طبيعي 

 

 
 

 

 
 

 

2 2 2

+1

2

2
- -

2 1 2 1

1

2 1 2 1

n n n n
n n n

n n

n nn n

n n

u u u u
u u u

u u

u uu u

u u

 

* استنتـاج إتجـاه تغيـرالمتتاليـة  nu
 

<لدينا :  nمـن أجـل كل عـدد طبيعـي  1
n

u  ومنـه 1 0
n

u  و2 1>0
n

u  وبالتالي فإن  1 0
n n

u u 

ومنـه 
 




1
0

2 1

n n

n

u u

u     
أي 

+1
- 0

n n
u u 

ومنـه المتتالية  nu . متناقصة تماما 

* استنتـاج أن  nu :  بمـاأن   متقاربـة nu  فإن   1متناقصة تماما ومحـدودة  مـن الأسفل بـ nu. متقـاربـة 

البرهـان على أن   أ(-4 n
w  متتاليـة هندسيـة : 

 لدينا :  nمن أجل كل عدد طبيعي 
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 

 

1

1 1

1 1
2

 
 

 
    
  
  

     
    

   

    
      

   

+1 n+1 2

+1

2

2 2

2

1 1
1- 1-

2 2
1-

2 2

n

nn

n

n n n

n n

n n
n n

n n

w ln v ln ln
uu

2u

u u u
ln ln

u u

u u
ln ln ln v w

u u

 

ومنه   n
w  متتاليـة هندسيـة أساسها= 2q  وحدها الأول 

 
   

 
0 0

3

4
w ln v ln. 

كتابة عبـارة  ب(
n

w بدلالـةn: 

لدينا         
  

 

3
2

4

n
ln  

0

n

n
w w q 

استنتـاج 
n

v  بدلالـةn   : : لدينا 
n n

w ln v  تكافـىء nw

n
v e               ومنه

 
 
   

   
 

3
2

4

2
3

4

ln

n

n
n

v e 

تبييـن أن  د(
 
 
 

2

1
=

3
1

4

n nu

-
 

1
= 1-

n

n

v
u

تكافـئ  
1

=
1

n

n

u
-v   

ومنه    
 
 
 

2

1
=

3
1

4

n nu

-

 

حساب  


n
n
lim u 

بمـاأن   
3

0 < < 1
4

فإن   


 
 

 

2
3

0
4n

n

lim  

ويالتالـي فإن 


1n
n
lim u

 
الجـداء nحساب بدلالـة( 5

n
P  

......لدينا :                             

..............

..............

  

  

       
         

       

0 1

0 1 0 12 2 2 2 2 2

=

3 3 3 3
= =

4 4 4 4

n n

n n

P v v v

 

......لدينا  
0 1

2 2 2
n

 1وحدها الأول  2متتابعة لمتتالية هندسية أساسها  هو مجموع حدود 

......وبالتالـي فإن :     
+10 1

2 2 2

+1
2 1

2-1
2 1

nn
n

-
-

 

    ومنه
......  

   
   

   

0 1 +12 2 2 2 1
3 3

=
4 4

n

n n -

P.
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 التمرين

 

نعتبر المتتالية nu 1كما يلي:  المعرفة على

0

5 6

14

n nu u

u

  



   n، من أجل كل عدد طبيعي

4احسب -.أ1 3 2 1, , ,u u u u. 

ماذا تخمن بالنسبة للرقمين الأخيرين للعدد-ب
nu.؟ 

n ،.برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2 4n nu u واستنتج أن من أجل كل عدد طبيعي،k، 2 2 4ku   وأن

 2 1 0 4ku   

n،22.برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي3 5 3n

nu     و استنتج أن 2 28 100nu . 

 . nو ذلك حسب قيم العدد الطبيعي nu.عين رقمي الأحاد و العشرات للعدد4

. برهن أن5 1,n nPGCD u u   .ثابت ثم عين قيمته 

 

 

 التمرين

 

f الدالة المعرفة على 1;2   :كما يلي
2

2

3 2
( )

2

x x
f x

x x

 


 
و ليكن  fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب الى

المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j.  

 عند أطراف مجموعة تعريفها ثم فسر النتائج هندسيتا. f.احسب نهايات الدالة1

منx.بين أنه من أجل كل2 1;2   :لدينا
 

 
2

2

2 4
'( )

2

x x
f x

x x

 


 
 

 و شكل جدول تغيراتها. fاستنتج اتجاه تغير الدالة -ب

أدرس الوضع النسبي للمنحنى-.أ3 fC و المستقيم  .المقارب الأفقي له 

عين نقاط تقاطع -ب fC.مع محوري الاحداثيات 

أرسم المستقيمات المقاربة و المنحنى-ج fC . 

عدد و اشارة حلول المعادلة:  mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي-د     23 1 2 1 0m x m x m      . 

,الأعداد الحقيقيةعين -.أ4 ,c b a  بحيث من أجل كل  عدد حقيقيx  1يختلف عن لدينا:   2و

( )
1 2

b c
f x a

x x
  

 
  

استنتج دالة أصلية للدالة على المجال-ب 2;. 

.لتكن 5 S  مساحة الحيز المحدد بالمنحنى fC :3و المستقيمات التي معادلاتهاy    و, 3x x حيث  عدد

حقيقي ينتمى للمجال 2;3 . 

احسب المساحة -أ S  بدلالة. 

احسب-ب 
2

lim S







. 

الدالة المعرفة على  g.لتكن6 2;2  :كما يلي
2

2

3 2
( )

2

x x
g x

x x

 


 
 

 زوجية.gبين أن الدالة دالة -أ

0عندgأدرس قابية الاشتقاق  للدالة -ب 0x  .و فسر النتيجة هندسيا 

).أكتب 7 )g x  دون رمز القيمة المطلقة و باستعمال المنحنى fCأنش ئ المنحنى gC الممثل للدالةg  في نفس المعلم 

5min Maths عشرونالالثاني و 22اليوم 

ب
سا

 ح
 و

اد
عد

 أ
ة 

دال
لة

ام
ش

ة 
دي

عد
 



2 22 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل   اليوم 
 

 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

احسب -.أ1
4 3 2 1, , ,u u u u. 

1 0

2 1

3 2

4 3

5 6 64

5 6 314

5 6 1564

5 6 7814

u u

u u

u u

u u

  

  

  

  

  

زوجيا فان آخر الرقمين للعدد nيمكن أن نقول أنه: اذا كان-ب
nu  4و  1هما  

 .6و nu  4فان آخر الرقمين للعدد فرديا nواذا كان

n ،.برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي2 2 4n nu u ، 

و منه  

 

 

 

 

2 1

2

2

2

2

5 6 5 5 6 6

25 36

24 36 4 6 9

0 4

4

n n n

n n

n n n n

n n

n n

u u u

u u

u u u u

u u

u u

 









    

 

    

 



 

k،ج أن من أجل كل عدد طبيعيااستنت 2 2 4ku : 

 لدينا:  0 14 4u   أي 0 2 4u   0و منه الخاصية صحيحة من أجلn   

نفرض ،  2 2 4ku   محققة و نتحقق من صحة 2( 1) 2 4ku     أي 2 2 2 4ku  . 

لدينا:  4من السؤال  2 4n nu u     و منه 2 2 2 4k ku u   و لدينا حسب فرضية 2 2 4ku   و منه 2 2 2 4ku   

k،من أجل كل عدد طبيعياذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع  2 2 4ku  

أن استنتاج  2 1 0 4ku  : من أجل كل عدد طبيعيn : 

و عليه:   

   

2 1 2

2 1

2 1 2 1

5 6

5 2 6 4

4 4 0 4

k k

k

k k

u u

u

u u





 

 

  

  

 

n،22برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيال..3 5 3n

nu    

0و     لدينا:

2

2 28

5 3 28

u 

 
0nو منه من أجل      .الخاصية محققة 

22نفرض ان   5 3n

nu    1صحيحة و نتحقق من صحة 2

12 5 3n

nu  

     :3أي

12 5 3n

nu 

  . 
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22لدينا:  5 3n

nu    :معناه

 

 

 

2

2

3

10 5 5 3

10 12 5 5 3 12

2 5 6 5 3

n

n

n

n

n

n

u

u

u







 

   

  

  

3أي :  

12 5 3n

nu 

   من أجل كل عدد طبيعي. اذنn،22 5 3n

nu   

ج أن  ااستنت 2 28 100nu . 

لدينا: 
 

0

0

2 28

2 28 100

u

u




0nو منه من أجل     .الخاصية محققة 

نفرض ان   2 28 100nu   صحيحة و نتحقق من صحة 12 28 100nu  . 

1لدينا: 5 6n nu u   

و بالتالي يصبح:  
 

 

 

1

1

1

1

2 2 5 12

2 5 28 12 100

2 128 100

2 28 100

n n

n

n

n

u u

u

u

u









  

  





 

اذن من أجل كل عدد طبيعي لدينا  2 28 100nu . 

 . nو ذلك حسب قيم العدد الطبيعي nuعين رقمي الأحاد و العشرات للعددت.4

 :100على nuنقوم بتعيين باقي قسمة العدد 

لدينا:   2 28 100nu  :و منه 14 50nu   :50أي 14nu k . 

2kمن أجل  p   100يكون 14nu p   معناه 2 4nu   أيn   زوجي 

 .1و رقم عشراته هو  4هو nuزوجي فان رقم آحاد  nاذا كانو بالتالي 

2من أجل  1k p    100يكون 64nu p   معناه 0 4nu   أيn فردي 

 .6و رقم عشراته هو  4هو  nuفردي فان رقم آحادnو بالتالي اذا كان

أناثبات . 5 1,n nPGCD u u    ثابت. 

1nuو  nuالقاسم المشترك الأكبر للعددين  dليكن  . 

1nuو يقسم  nuيقسم  dاذن    

1يقسم  dو بالتالي:  5n nu u    أيd  6يقسم. 

هي: dاذن القيم الممكنة 6 1,2,3,6d   و بما أن رقم آحاد العددnu   هو رقم زوجي فان القيم الممكنة هي 2,6. 
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22و لدينا:  5 3n

nu    :ومعناه 

 

   

   

   
 

 

2

2

1

2 5 3 3

2 1 3

1 3

1 3
1 3

1 3

n

n

n

n

n

n

n n

n

n

u

u

u

u
u

u







 

 

  

  
   



 

و منه 
nu  6فهو اذن لا يقبل القسمة على  3لا يقبل القسمة على . 

و بالتالي:  1, 2n nPGCD u u  . 

 التمرين: 

f الدالة المعرفة على 1;2   :كما يلي
2

2

3 2
( )

2

x x
f x

x x

 


 
  

 : f.حساب نهايات الدالة1

2 ندرس اشارة المقام أي: 2و  1لحساب النهاية عند  2x x  

 2 1   x  
 +      0     -      0     + 2 2x x  

 

2 2

2 2

2

2
1 1

2

2
1 1

2

2
2 2

2

2
2 2

3 2 3
lim ( ) lim lim 3

2

3 2
lim ( ) lim

2

3 2
lim ( ) lim

2

3 2
lim ( ) lim

2

3 2
lim ( ) lim

x x x

x x

x x

x x

x x

x x x
f x

x x x

x x
f x

x x

x x
f x

x x

x x
f x

x x

x x
f x

x

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 


2 2

2 2

2

3 2 3
lim ( ) lim lim 3

2x x x

x

x x x
f x

x x x  

 
 

 
  

 

   

المنحنى fC1يقبل مستقيمين مقاربين موازيين لمحور التراتيب معادلتيهماx  2وx و يقبل كذلك مستقيم   مقارب موازي لمحور

3yالفواصل معادلته   . 

منx.بين أنه من أجل كل2 1;2  :الدالة قابلة للاشتقاق لدينا 



5 22 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل   اليوم 
 

و منه:   

     
 

 

 

 

2 2

2

2

2 2
2 2

6 1 2 2 1 3 2
'( )

2

2 42 8

2 2

x x x x x x
f x

x x

x xx x

x x x x

      


 

  
 

   

 

)': اشارة fاتجاه تغير الدالة -ب )f x  تتعلق باشارة 2 4x x : 

و بالتالي:  
0

2 4 0
4

x
x x

x


    

 
 

 0 4   x  
 -      0         +0     -  2 4x x  

 

 جدول تغيراتها.

                 2                  0                 1                  4             x  

         -      -          0          +                     + 0     - '( )f x 

              1   3 
 

3                                                                      
25

9
  

 

( )f x  

 

دارسة الوضع النسبي للمنحنى-.أ3 fC و المستقيم : 

)ندرس اشارة الفرق:  )f x y :أي 

 
2

2 2

3 2 2 4
( ) 3

2 2

x x x
f x y

x x x x

  
   

   
 و بالتالي اشارة الفرق  نلخصها في الجدول : 

                 2                                   1                  2             x  

         +                      +                         + 0     - 4x  

        + - + 2 2x x   

 fC فوق             fCتحت                fC فوق        fCتحت             

    

                                                            

 

 الوضعية 

 fCيقطع     في النقطة 2;3A .        

نقاط تقاطع  -ب fC:مع محوري الاحداثيات 

)محور الفواصل: نقوم بحل المعادلة  مع ) 0f x : 
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أي: 

     

22

2 2

2

3 2 03 2
0

2 2 0

1

3 2 0 2

3

2
' ;0 , 1;0

3
f

x xx x

x x x x

x

x x
x

C x x

     
  

    




    




   
    

  

 

(0)مع محور التراتيب: لدينا:  1f   :و منه      ' 0;1fC y y  

رسم المستقيمات المقاربة و المنحنى-ج fC . 

 

 المناقشة:-د

لدينا:  
     23 1 2 1 0

( )

m x m x m

f x m

     

 
 . 

حلول هذه المعادلة بيانيا هي فواصل نقط تقاطع المنحنى  fC مع المستقيم ذا المعادلةy m  

1mاذا كان    . المعادلة تقبل حلين مختلفين في الاشارة 

1mاذا كان    و
25

9
m  .المعادلة تقبل حلا مضاعفا 

اذا كان 
25

1
9

m   .المعادلة لا تقبل حلول 

اذا كان 
25

3
9

m  .المعادلة تقبل حلين سالبين 

3mاذا كان    وحيدا.المعادلة تقبل حلا 
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3mاذا كان   . المعادلة تقبل حلين مختلفين في الاشارة 

,تعين الأعداد الحقيقية-.أ4 ,c b a: 

 لدينا:  

و بالمطابقة نجد: 

      

 

2

2

1 2 2 1
( )

1 2 2

2 2

2

3
3

2
1

3
2 2 2

4

3

a x x b x c xb c
f x a

x x x x

ax b a c x a b c

x x

a
a

b a c b

a b c

c

     
   

   

     


 


 

 
 

       
      



  

اذن: 
   

2 4
( ) 3

3 1 3 2
f x

x x
  

 
  

دالة أصلية للدالة على المجال استنتاج-ب 2;. 

F :دالة أصلية للدالة حيث
2 4

( ) 3 ln( 1) ln( 2) ;
3 3

F x x x x c c        

حساب المساحة -.أ5 S  بدلالة: 

من  xلدينا من أجل كل  2;  fC فوق      :و بالتالي    

 

   

3
3

2
2

3

2 4
( ) 3 3 ln( 1) ln( 2) 3

3 3

ln 1 ln 22 4 ln144
ln( 1) ln( 2)

3 3 3 3

S f x dx x x x x

x x








 

 
        

 

     
      

 


 

احسب-ب 
2

lim S







. 

 
   

2
2

2 2

ln 1 ln 2ln144
lim lim

3 3
S

 

 


 
 

  
     

الدالة المعرفة على  g.لتكن6 2;2  :كما يلي
2

2

3 2
( )

2

x x
g x

x x

 


 
 

 زوجية.gاثبات أن الدالة دالة -أ

gxلدينا من اجل كل:  D  وgx D  :فان 
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 

 

2 2

2 2

3 2 3 2
( )

22

( )

x x x x
g x

x xx x

g x

     
  

    



 

 دالة زوجية. gو منه 

عندgدراسة قابية الاشتقاق  للدالة -ب
0 0x  : 

   

2

22

2 2
0 0 0 0

3 2
1

( ) (0) 2 22lim lim lim lim 0
0 2 2x x x x

x x

g x g x xx x

x x x x x x x
   

   

 


     
    

 

   

2

22

2 2
0 0 0 0

3 2
1

( ) (0) 2 22lim lim lim lim 0
0 2 2x x x x

x x

g x g x xx x

x x x x x x x
   

   

 


     
    

 

و منه لدينا: 
0 0

( ) (0) ( ) (0)
lim lim 0

0 0x x

g x g g x g

x x 
 

 
 

 
 .0قابلة للاشتقاق عند  gاذن الدالة 

 موازي لمحور الفواصل. (1;0)التفسير : المنحنى يقبل مماس عند النقطة

).كتابة 7 )g x :دون رمز القيمة المطلقة 

   

   

2

2 2

2 2

2

3 2
; 0;2 2;

3 2 2
( )

2 3 2
; ; 2 2;0

2

x x
x

x x x x
g x

x x x x
x

x x

  
      

  
        

  

 

و باستعمال المنحنى   fCأنش ئ المنحنى gC الممثل للدالةg .في نفس المعلم السابق 
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 التمرين

 

.Iلتكن الدالةf :المعرفة كما يلي
ln

( ) , 0
1 ln

(0) 1

x
f x x

x

f


 


  

   

)و  )fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ,O i j الوحدة( .2cm) 

عين -.1
fD مجموعة تعريف الدالةf. 

 .0على يمين العدد fأدرس استمرارية الدالة-.أ2

احسب  -ب
0

( ) (0)
lim

x

f x f

x



 ؟ 0عندقابلة للاشتقاق  f، هل الدالة

 ثم شكل جدول تغيراتها.f.أدرس اتجاه تغير الدالة 3

).بين أن المنحنى4 )fC  يقبل نقطة انعطافI .يطلب تعين احداثياها 

).أرسم المنحنى5 )fC. 

.IIلتكن الدالةh  المعرفة من أجل المتغير الحقيقيx : كما يلي 
1

( ) , 0
1 ln

(0) 0

h x x
x

h


 


 

 

.بين أن 1
f hD D   و من أجل كلxمنhD ،( ) ( ) 1h x f x . 

 .h.استنتج جدول تغيرات الدالة 2

.أرسم3 hC   منحنى الدالةh.في المعلم السابق 

.أحسب بالسنتيمتر المربع4 2cm بدلالةومساحة الحيز A المحدد بالمنحنيين( )fC و hC  والمستقيمين اللذين

0xمعادلتهما:  ،x    :0حيث e   

.أحسب 5 lim
e
A





 . 

 

 

 التمرين

 

 

z :نضع من أجل كل عدد مركب    3 2( ) 1 2sin 1 2sin 1P z z z z       حيث ، .وسيط حقيقي 

 .P(1)احسب-.أ1

,عين الاعداد الحقيقية -ب    ,c b a حيث  2( ) 1P z z az bz c   . 

)المعادلة.حل في المجموعة 2 ) 0P z . 

3.ليكن 3 2 1, ,z z z حلول المعادلة( ) 0P z  1حيث 1z  . 

3طويلة و عمدة الأعداد  عين-أ   2 1, ,z z z. 

1تكون كل منمن أجل أي قيمة للوسيط -ب   2, 1z z   3و 1z  .بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة لمتتالية هندسية 

 

 

 

5min Maths 
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

.Iلتكن الدالةf :المعرفة كما يلي
ln

( ) , 0
1 ln

(0) 1

x
f x x

x

f


 


  

   

تعين -.1
fD: 

لدينا: 
ln

( )
1 ln

x
f x

x



0xمعرفة من أجل  fالدالة      1و ln 0x   :أيx e 

اذن:    0; ;fD e e   

 :0العدد على يمين fدراسة استمرارية الدالة-.أ2

0 0 0

0

0

ln ln
lim ( ) lim lim

11 ln
ln 1

ln

1
lim 1

1
1

ln

(0)

lim ( ) (0) 1

x x x

x

x

x x
f x

x
x

x

x

f

f x f

  





  





 
  

 
 

  
 

 
 



   

  

 .0مستمرة على يمين fو منه الدالة 

حساب  -ب
0

( ) (0)
lim

x

f x f

x



 

 

0 0

0 0

ln
1

( ) (0) 1 lnlim lim

1 1
lim lim

1 ln ln

x x

x x

x

f x f x

x x

x x x x x

 

 

 

 


 

 
 

 

لأن:    
0

lim ln 0
x

x x


  

 0غير قابلة للاشتقاق عندfو عليه الدالة 

 :f. اتجاه تغير الدالة 3

قابلة للاشتقاق على المجال  fالدالة   0; ;fD e e   

 

   
2 2

1 1
1 ln ln .

1
'( )

1 ln 1 ln

x x
x x

f x
x x x

 
   

  
 
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من  xمن أجل كل    0; ;fD e e    :لدينا'( ) 0f x   0لأنx   و 
2

1 ln 0x  

متزايدة تماما على  fاذن الدالة   0; ;e e . 

 نحسب النهايات:

 

ln
lim ( ) lim

1 ln

ln
lim ( ) lim

1 ln

ln ln 1
lim ( ) lim lim lim 1

1 11 ln
ln 1 1

ln ln

x e x e

x e x e

x x x x

x
f x

x

x
f x

x

x x
f x

x
x

x x

 

 

 

 

   

  


  


    
    

    
   

 

 :fجدول تغيرات الدالة

                    e  0  x 
 + + '( )f x 

1       
  

                    1 

 

( )f x 

 

قابلة للاشتقاق على  f'.لدينا: الدالة 4   0; ;e e   :حيث
 

32

1 ln
''( )

1 ln

x
f x

x x





 . 

تنعدم عند  f''نلاحظ أن الدالة 
1

e
)و تغير من اشارتها اذن  المنحنى   )fC  يقبل نقطة انعطاف

1 1
;I f

e e

  
  
  

أي   
1 1

;
2

I
e

 
 
 

 

).رسم المنحنى5 )fC: 
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.IIلتكن الدالةh : المعرفة كما يلي 
1

( ) , 0
1 ln

(0) 0

h x x
x

h


 


 

 

1معرفة من أجل  h.الدالة1 ln 0x    :أيx e  :و بالتالي   0; ;f hD D e e   : 

منxو من أجل كل  
hD   :دينا 

ln 1
( ) 1 1

1 ln 1 ln

( )

x
f x

x x

h x

   
 



 

(0)و لدينا:  1 1 1 0 (0)f h       

من   xاذن من أجل كل   0; ;e e  ،( ) ( ) 1h x f x  

 :h. جدول تغيرات الدالة 2

من   xمن أجل كل   0; ;e e ،'( ) '( )h x f x: 

  e  0  x 
 + + '( )h x 

0       
  

                    0 

 

( )h x 

 

limلأن:  ( ) lim ( ) 1 1 1 0
x x

h x f x
 

      

.رسم3 hC: 
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.أحسب بالسنتيمتر المربع4 2cm بدلالةومساحة الحيز A المحدد بالمنحنيين( )fC و hC :0والمستقيمين اللذين معادلتهماx  ،

x    :0حيث e  . 

لدينا: على المجال  0;، hC يقع فوق المنحنى fC   :و بالتالي 

     
  

2 2

0 0

2 2

0

( ) ( ) 4 1 4

4 4

A h x f x dx cm dx cm

x cm cm

 







    

  

 
 

 .حساب 5

  2lim lim4 4 .
e e
A e cm

 
 

 
 .  

 التمرين: 

 :P(1)احسب-. .أ1

    

   

23(1) 1 1 2sin 1 1 2sin 1

1 1 2sin 1 2sin 1

0

P  

 

     

     



 

(1)و منه:  0P . 

,تعين الاعداد الحقيقية -ب ,c b a: 
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بالمطابقة نجد: 

  

 

 

    

2

3 2

2

( ) 1

( )

1
1

1 2sin
2sin

1 2sin
1

1

( ) 1 2sin 1

P z z az bz c

az b a z c b z c

a
a

b a
b

c b
c

c

P z z z z








   

     




    
   

      

   

. 

).حل المعادلة2 ) 0P z : 

اذن: 

    
 

   

 

2

2

1

22

1 0
( ) 0 ( ) 1 2sin 1

2sin 1 0

1

2sin 1 0 ' cos

' sin cos

'' sin cos

1; sin cos ; sin cos

z
P z P z z z z

z z

z

z z i

z i

z i

S i i




 

 

 

   

 
       

  



     

  


  

    

   

2لأن:    2cos sin 1    

3.ليكن 3 2 1, ,z z z حلول المعادلة( ) 0P z  1حيث 1z  . 

3تعين طويلة و عمدة الأعداد -أ 2 1, ,z z z: 

0

1

2

2

2

3 2

1 1.

sin cos cos sin 1
2 2

sin cos 1.

i

i

i

z e

z i i e

z i z e







 
   

 

 
 

 

 
  
 

 

   
          

   

    

  

1الحدود  -ب 2, 1z z   3و 1z  :بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة لمتتالية هندسية معناه 

 حسب خاصية الوسط الهندس ي نجد: 

  يعني:

2

1 2 3

2 3 2 3

2 2

1 1

1 . 1

1 1 1

1 2 cos

1
cos

2
1 2 cos

1
cos

2

z z z

z z z z

z z

i 







   

    

    

  




   
  


و بالتالي: 
3


   أو

2

3


 . 
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 التمرين

 

دالة معرفة كما يلي: fلتكن
2

2

15
( )

3
m

x mx
f x

x mx

 


 
 وسيط حقيقي غير معدوم. m، حيث  

 .f.عين مجموعة تعريف الدالة 1

 عند حدود مجموعة تعريفها.fاحسب نهايات الدالة -.أ2

 فسر النتائج هندسيا. -ب   

 و شكل جدول تغيراتها. f.أدرس اتجاه تغير الدالة3

.بين أنه توجد نقطة و حيدة تنتمي الى كل المنحنيات 4 mC. 

.عين المنحنى5 mC الذي يشمل النقطة ذات الاحداثيات 4;1. 

 

 التمرين

 

 معرفة و قابلة  لدالة الشكل الموالي هو التمثيل البياني

  في معلم متعامد و متجانس  للاشتقاق على المجال

 حيث:

 .و يشمل النقطة  المعلم  بمبدأ *يمر

 مماسا أفقيا.التي فاصلتها في النقطة*يمر

 . كمماس عند النقطة و يقبل المستقيم  

 ..ماهو معامل توجيه المستقيم1

 ..عين اتجاه تغير الدالة 2

 . المتراجحة: .حل بيانيا في المجال 3

  .نفرض أن :   4

  أعداد حقيقية.و ،،: حيث 

 .و   ،  ،بين أن: 

 

 التمرين

 

لتكن المتتالية العددية nu   المعرفة من أجل كل عدد طبيعيn :غير معدوم كما يلي
1

lnn

n
u

n

 
  

 
  . 

1n.احسب 1 nu u   ثم استنتج ان nu.متتالية متناقصة 

1.نضع :2 2 ...n nv u u u     

limثم استنتج nبدلالة  nvاحسب-أ   n
n

v


 . 

المتتالية-ب   nv متقاربة؟ 

1.نضع : 3 2...n n n nw u u u    

limثم استنتج nبدلالة  nwاحسب -أ   n
n

w


 

المتتالية -ب   nwمتقاربة؟ 

( )Cf

 3;3( ; ; )O i j

( )CO( 3;9)A 

( )CB1

( )OAO

( )OA

f

 3;3( ) 2f x  

3 2( )f x ax bx cx d   

abcd

1

3
a 1b 3c  0d 

5min Maths 

 دوال عددية و سيطية عشرونالو  الرابع24اليوم

متتاليات عددية     

ن 
ري
تم

ي 
س

در
لم
. ا

ك
6
2

 
ة 

فح
ص

8
0

 
 

ية
س

فرن
ا 
ري
لو
كا

 ب
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

f :دالة معرفة كما يلي
2

2

15
( )

3
m

x mx
f x

x mx

 


 
  

 :f.تعين مجموعة 1

2معرفة من أجل:  fالدالة  3 0x mx    :لدينا 

و عليه:  

2

1
2

2

2

2

1 2 1 2

12

2
12 0

12

2

12 0

m m
x

m
m m

x

x x m x x

  



     

 


        

و بالتالي:      1 1 2 2; ;fD x x x x       :حيث

2

1

2

2

12

2

12

2

m m
x

m m
x

  





 


 

 :fحساب نهايات الدالة -.أ2

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

2

2

2

2

2

15
lim ( ) lim lim 1

3

15
lim ( ) lim

3

15
lim ( ) lim

3

15
lim ( ) lim

3

15
lim ( ) lim

m
x x x

m

x x x x

m

x x x x

m

x x x x

m

x x x x

x mx x
f x

x mx x

x mx
f x

x mx

x mx
f x

x mx

x mx
f x

x mx

x mx
f x

x

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 


2

2 2

2 2

3

15
lim ( ) lim lim 1

3
m

x x x

mx

x mx x
f x

x mx x  

 
 

 
  

 

2نقوم بدراسة اشارة المقام أي:      3x mx   

  2x  1x     x 
 + 0  - 0     + 2 3x mx  

 

 التفسير:-ب 
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المستقيم ذو المعادلة 
2 12

2

m m
x

 
  مقارب للمنحنى mC  

المستقيم ذو المعادلة 
2 12

2

m m
x

 
  مقارب للمنحنى mC.  

1yالمستقيم ذو المعادلة     مقارب للمنحنى mC بجوار و . 

 :f.دراسة اتجاه تغير الدالة3

 حيث:  fDقابلة للاشتقاق على  fالدالة

     

 

 

 
 

 

2 2

2
2

2 2

2
2

2
2

2 3 2 15
' ( )

3

2 3 15

3

12 2

3

m

x m x mx x m x mx
f x

x mx

x m x mx x mx

x mx

x m

x mx

      


 

       
 




 

 

'اذن اشارة  ( )mf x  2من اشارةx m : 

  2x          
2

m
  1x    x 

 +           0            - 2x m 
 

 جدول التغيرات:

  2x          
2

m
  1x    x 

 +  + 0 -             - ' ( )mf x 

1         1  
 

  

                             
2

m

m
f
 
 
 

               

 

 

( )mf x 

 

 

 

تعين نقطة التي تنتمي الى كل المنحنيات .4 mC 

   ; mA a b C  : معناه تحقق
2

2

15

3

a ma
b

a ma

 


 
 .mمن أجل كل عدد حقيقي  

 .mو بالتالي: من أجل كل عدد حقيقي 
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 

 
 

2 2

2 2

2 2

15 3

15 3 0.....(1)
15 3 0

0....................(2)

a ma b a ma

a ba b
a ba b m ab a

ab a

    

    
        

 

 

)( تكافئ: 2المعادلة ) 1) 0 ( 0; 1)a b a b      

0aمن أجل   ( تكافئ 1المعادلة )15 3 0b    5أيb  

1bمن أجل   ( تكافئ 1المعادلة )15 3 0   ) مستحيل( 

تنتمي الى كل المنحنيات A(5;0)، النقطةmاذن من أجل كل عدد حقيقي  mC . 

 لدينا : طريقة أخرى :
   

   1

;

;

m

m

A a b C

A a b C 






 معناه نقوم بحل المعادلة : 

 

 

1

22

2 2

( ) ( )

1 1515

3 1 3

m mf x f x

x m xx mx

x mx x m x



   
 

    

 

.تعين المنحنى الذي يشمل النقطة ذات الاحداثيات5 4;1. 

   4;1 mC  :معناه 

 
16 4 15

4 1 1
16 4 3

16 4 15 16 4 3

15 3

m

m
f

m

m m

 
  

 

    

  

 )مستحيل (  

و منه النقطة ذات الاحداثيات 4;1  لا تنتمى الى أي من المنحنيات mC. 

 التمرين: 

 :معامل توجيه المستقيم .1

9 0 9
3

3 0 3

A O

A O

y y

x x

 
   

   
 . 

 :fالجدول الموالي يبين اتجاه تغير الدالة .2

3            1           3      x   
 

(1)f   

 

( )f x  

 

من   xنلاحظ من التمثيل البياني للدالة أنه من أجل كل  .3 3;3،( ) 2f x  . 

( )OA
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)ومنه مجموعة حلول المتراجحة: ) 2f x  هي المجال 3;3. 

 . لدينا من المعطيات:4

  

( 3) 9

'(1) 0

'(0) 3

(0) 0

f

f

f

f

 





 
 

أي:  

27 9 3 9

3 2 0

3

0

a b c d

a b c

c

d

    


  


 
 

   

 و هذا يعني:

3 0

3 2 3 0

3

0

a b

a b

c

d

  


  


 
 

 .و ،،و عليه نحصل على:  

3و منه :  21
( ) 3

3
f x x x x   

 التمرين: 

1nحساب .1 nu u   

لدينا: 
1

lnn

n
u

n

 
  

 
.   

1

2

2

2 1
ln ln

1

2

21ln ln
1 2 1

n n

n n
u u

n n

n

n nn
n n n

n



    
     

   

 
           
 

بما أن: 
2 2

2 2

2 2
1 ln 0

2 1 2 1

n n n n

n n n n

  
   

    
1و منه:    0n nu u   

و عليه  nu.متتالية متناقصة 

 :nبدلالة  nvحساب-أ .2

 

1 2 ...

2 3 1
ln ln ... ln

1 2

2 3 1
ln ...

1 2 1

ln 1

n nv u u u

n

n

n n

n n

n

   

     
        

     

 
     

 

 

    

اذن:                                     ln 1nv n    : و لدينا lim lim ln 1n
n n

v n
 

   .  

limبما أن-ب n
n

v


  فان المتتالية nv .متباعدة 

 :nبدلالة  nwحساب -.أ3

1

3
a 1b 3c  0d 
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1 2...

1 2 2 1
ln ln ... ln

1 2

1 2 2 2 1
ln ...

1 2 1 2

2 1
ln

n n n nw u u u

n n n

n n n

n n n n

n n n n

n

n

   

       
        

     

   
     

  

 
  

 

 

منه  
2 1

lnn

n
w

n

 
  

 
 

ثم استنتج  
2 1

lim lim ln ln 2n
n n

n
w

n 

 
  

 
 

لدينا -ب lim ln 2n
n

w


  و عليه المتتالية nw.متقاربة 
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 التمرين

 

غير معدوم، نعرف الدالة  nمن أجل كل عدد طبيعي
nfكما يلي:  المعرفة على

4
( )

7

nx

n nx

e
f x

e



نرمز للمنحنى  nC 

الممثل للدالة 
nfفي معلم متعامد و متجانس ; ,O i j اليك، 1C ، 2C و 3C: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1بالعبارة: المعرفة على   1fلتكن الدالةالجزء الأول: 

4
( )

7

x

x

e
f x

e



 

، x.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي 1
1

4
( )

1 7 x
f x

e



 

بين أن للمنحنى-.أ2 1Cمستقيمين مقاربين يطلب ايجاد معادلتيهما 

 .متزايدة تماما على  1fبين أن الدالة-ب

10عدد حقيقي، xأثبت أنه من أجل كل -ج ( ) 4f x . 

بين أن النقطة-.أ3 1 ln 7;2I مركز تناظر للمنحنى 1C. 

أوجد معادلة المماس -ب 1T للمنحنى 1C 1عند النقطةI. 

أرسم المماس-ج 1T. 

 . على 1fعين دالة أصلية للدالة-.أ4

على المجال احسب القيمة المتوسطة للدالة-ب 0;ln7. 

غير معدوم النقطة  n.أثبت أنه من لأجل كل عدد طبيعي 1 الجزء الثاني:
1

0;
2

A
 
 
 

للمنحنىتنتمي  nC . 

2yفان المستقيم ذا المعادلة   *من nبين أنه مهما تغيرت قيمة-.أ2   يقطع nC في نقطة وحيدةnI  يطلب تعيين

 فاصلتها .

حدد معادلة المماس-ب nT  للمنحنى nC  عند النقطةnI . 

أرسم -ج 2T و 3T. 

لتكنالجزء الثالث: nu   المتتالية المعرفة من أجل كلn :عدد طبيعي غير معدوم  كمايلي
ln7

0
( )

ln 7
n

n n

n
u f x dx . 

بين أن nu المتتالية ثابتة 

5min Maths 
 دوال أسية و سيطية عشرونالالخامس و 25اليوم

أ.حساب + أ.مركبة  

ة 
سي

فرن
ا 
ري
لو
كا

ب
2
0
1
0
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 التمرين

 
ب منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس 

ّ
);(المستوي المرك ;O u v  الوحدة (6cm ) نعتبر التحويل .f  للمستوي الذي

حيث : zذات اللاحقة  Mالنقطة  zذات اللاحقة  Mيرفق بكل نقطة 
5

6
i

z ze . 

و لتكن النقطة   
0
M  ذات اللاحقة

0
z  : 2، حيث

0

i
z e . 

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي  
1

( )
n n
M f M   وَ نسمي

n
z  لاحقة النقطة

n
M . 

م النقط :  fعيّن الطبيعة و العناصر المميزة للتحويل  .1
ّ
، ثمّ عل

0
M  ،

1
M  ،

2
M  ،

3
M . 

ه من أجل كل عدد طبيعي.2
ّ
يكون :  nبرهن أن

5
( )
2 6
i n

n
z e . 

. برهن أنّ النقطتان  عددان طبيعيان pوَ  nنعتبر .3
n
M  َو

p
M  متطابقتان إذا وافقط إذا كان( )n p  

 خاص بالرياضي و التقني رياضي(  : 4+3)س                                                                           . 12مضاعفا لــ      

12المعادلة :  2حل في -أ  .4 5 3x y  حل خاص لها . (9;4)علما أنّ الثنائية 

بحيث تكون النقطة   nإستنتج مجموعة الأعداد الطبيعية -ب    
n
M  تنتمي إلى نصف المستقيم[ )Ox  . 

 

 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

.I1لتكن الدالةf   بالعبارة: المعرفة على
1

4
( )

7

x

x

e
f x

e



 

، xأنه من أجل كل عدد حقيقي  .تحقق1
1

4
( )

1 7 x
f x

e



: 

لدينا:  

1

4 4 4

7 7 1 7

( )

x x x x

x x x x x x

e e e

e e e e e

f x

 

   

 
   

   



 

بين أن للمنحنى-.أ2 1C:مستقيمين مقاربين يطلب ايجاد معادلتيهما 

لدينا: 
1

1

4
lim ( ) lim 4

1 7

4
lim ( ) lim 0

1 7

xx x

xx x

f x
e

f x
e

 

 

 


 


 

4yو بالتالي: المستقيم ذا المعادلة    مقارب للمنحنى 1C  موازي لمحور الفواصل عند . 

0yالمستقيم ذا المعادلة               مقارب للمنحنى 1C  موازي لمحور الفواصل عند 

 :متزايدة تماما على  1fاثبات أن الدالة-ب

 قابلة للاشتقاق :  1fلدينا من أجل كل عدد حقيقي الدالة 

 

   
1 2 2

4 7 4 .4 28
'( ) '

7 7 7

x x x xx x

x x x

e e e ee e
f x

e e e

  
   

   
 

ة 
جل

 م
ن
م

5
m

in
 M

a
th

s
 

بة
ك
مر
 ال

اد
عد

لأ
ل
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:  من  xلدينا من أجل كل 
 

2

28
0

7

x

x

e

e



و بالتالي:    

1 '( ) 0f x  و عليه: أن الدالة
1f  متزايدة تماما على. 

 تغيراتها.: يمكن استنتاج جدول 

                                                 x  
+ 

1 '( )f x 

4  
 

                                                         0  

 

1( )f x 

 

10عدد حقيقي، xأثبات أنه من أجل كل -ج ( ) 4f x : 

لدينا الدالة
1f  و   متزايدة تماما على

1

1

lim ( ) 4

lim ( ) 0

x

x

f x

f x








10فبالتالي:    ( ) 4f x . 

 .1fيمكن ملاحظته من خلال جدول تغيرات الدالة 

x  ،من اجل كل -.أ3 2ln7 x  1نثبت أنه:  من 1(2ln7 ) ( ) 4f x f x   . 

أي:  

2ln7

1 1 2ln7 4

4

4

4

4

4 4
(2ln 7 ) ( )

7 1 7

4(49) 4

49 7 1 7

28 4

7 1 1 7

1 7
4

1 7

4

x

x

x

x

x

x

e
f x f x

e e

e

e e

e

e e

e

e



 



 



 





   
 

 
 

 
 

 
  

 



 

اذن النقطة 1 ln 7;2Iمركز تناظر للمنحنى 1C: 

معادلة المماس  -ب 1T للمنحنى 1C 1عند النقطةI :تكتب من الشكل : 

      

   

 

1 1 1

1

1

: ' ln 7 ln 7 ln 7

: ln 7 2

: ln 7 2

T y f x f

T y x

T y x

  

  

  

  

أرسم المماس-ج 1Tأنظر في الأسفل : 

 : على 1fتعين دالة أصلية للدالة-.أ4

1لدينا:  

4
( )

7

x

x

e
f x

e



 : يعني: 4نلاحظ أن اذا قمنا باشتقاق المقام سنتحصل عليه في البسط جداء  
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 
1

4 7 '
( )

7

x

x

e
f x

e





اذن :   1( ) 4ln 7 ,xF x e c c    

على المجال القيمة المتوسطة للدالة -ب 0;ln7. 

ln7

1
0

1
( )

ln 7
m f x dx     :و منه 

       

 

ln7 0

1 1

1 1
ln 7 0 4ln 7 4ln 7

ln 7 ln 7

1
4ln14 4ln8

ln 7

4 14
ln

ln 7 8

4 7
ln

ln 7 4

m F F e e

m

          

 

 
  

 

 
  

 

 

.II1 أثبت أنه من لأجل كل عدد طبيعي.n  غير معدوم النقطة
1

0;
2

A
 
 
 

تنتمي للمنحنى nC : 

يعني: 
1

(0)
2

nf  )فرضية التراجع( 

1nمن أجل    :لدينا
0

1 0

4 4 1
(0)

7 8 2

e
f

e
  


 . و بالتالي: محققة.

أي:  1nغير معدوم و نثبت صحتها من أجل الرتبة   nنفرض أنها محققة من كل عدد طبيعي 
1

1
(0)

2
nf  . 

لدينا: 
1

(0)
2

nf    :أي
0

0

4 1

7 2

n

n

e

e



و منه:    

 

 

1 0

1 0

4 4 1

8 27

n

n

e

e




 


 و عليه:   

1

1
(0)

2
nf  . 

غير معدوم   nاذن حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع  لدينا:  من كل عدد طبيعي 
1

(0)
2

nf  يعني: النقطة
1

0;
2

A
 
 
 

تنتمي للمنحنى nC  

و يمكن الاستنتاج أن جميع المنحنيات nC  تلتقي في نقطة وحيدة هي
1

0;
2

A
 
 
 

. 

2yفان المستقيم ذا المعادلة   *من nاثبات  أنه مهما تغيرت قيمة-.أ2   يقطع nCفي نقطةnI: 

)نقوم بحل المعادلة :  )nf x y  :أي 

 

4
2

7

4 2 7

2 14 7

ln 7

nx

nx

nx nx

nx nx

e

e

e e

e e

x
n




 

  

 

 

ذات لفاصلةnIاذن: النقطة 
ln 7

x
n

  *n   2هي نقطة تقاطع المستقيم ذو المعادلةy   مع nC. 
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معادلة المماس-ب nT  للمنحنى nC  عند النقطة
nI : 

 
ln 7 ln7 ln7

: 'n n nT y f x f
n n n

    
      

    
و بالتالي:  

ln 7
2nf

n

 
 

 
و     و لدينا:   

 
 

2

28 .
'

7

ln 7
'

nx

n
nx

n

n e
f x

e

f n
n




 
 

 

 

و منه نجد ما يلي: 
 

 

ln 7
: 2

: ln 7 2

n

n

T y n x
n

T y nx

 
   

 

  

 

رسم -ج 2T و 3T. 

 

.IIIلتكن nu   المتتالية المعرفة من أجل كلn :عدد طبيعي غير معدوم  كما  يلي
ln7

0
( )

ln 7
n

n n

n
u f x dx . 

المتتالية  nu   :1الثابتة معناه 1...n nu u u    . 

 لدينا:
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 

ln7 ln7

0 0

ln7ln7

0 0

0

4
( )

ln 7 ln 7 7

4 4
ln 7

ln 7 7 ln 7

4 7
ln

ln 7 4

nx

n n
n n nx

nx
nx nn

nx

n n e
u f x dx dx

e

ne
dx e

e

u

 


   
 

 
  

 



 

 

اذن: المتتالية  nu الثابتة 

 التمرين: 

:  f( طبيعة التحويل 1
5

6
i

z ze  f  هو دوران مركزهO  وَ زاويته
5

6
 . 

:  n( البرهان من أجل كل عدد طبيعي 2
5

( )
2 6
i n

n
z e  : لنستعمل البرهان بالتراجع ، 

  0نتحقّق من أجلn  :
5

( )
2
0
6

0

i
z e  ، 

أي :   
( )
2

0

i
z e . ) محقّقة ( ، 

  : نفرض صحة
5

( )
2 6
i n

n
z e . 

  : نبرهن صحة
5

( (

1

)
2 6

1 )n

n

i
z e . 

البرهان : نعلم أنّ : 
5

6
1

i

n n
z e z  ، 

 وَ لدينا فرضا : 

5
( )
2 6
i n

n
z e  : أي ،

5 5
( )

6 2 6
1

i i n

n
z e e  ، 

أي : 

5 5

6 2 6

1

i n

n
z e : أي ،

1
5

( )
2 6

1

i

n

n

z e  

يكون :  nإذن : من أجل كل عدد طبيعي   
5

( )
2 6
i n

n
z e . 

3 )
n
M  َو

p
M  : ّمتطابقتان معناه أن

n p
z z  : أي ،

5 5
( ) ( )
2 6 2 6

pi n i
e e  : ّو هذا معناه أن ،

5 5

2 6 2
2

6
kn p  : أي ،

5 5
2

6 6
kn p  : 5، أي 5 12n kp   : أي

15 25n p k   : 15، أي 25n p k  : 5، ومنه( ) 12n p k  .5(12 / )n p  َ12و  

-1

-1

0 1

1

x

y

M
1

M
2

M
3

M
0
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)يقسم  12، حسب غوص  :  5أوّلي مع        )n p  : ّأي أن ،( )n p  12مضاعف لـــ . 

12المعادلة  2( أ( حل في 4 5 3x y  :12(12 5 4 5(9) )x y  : أي ،( )12 )4 9(5x y    حسب غوص

نستنتج أنّ : 
5 4

12 9

x k

y k
 . kحيث :  

]ب(  )
n
M Ox   : ّمعناه أن

n
z  : حقيقي موجب ، أيarg( ) 0 2

n
z k  : أي ،

5
2

2 6
n k : أي ،

3 5 12n k  : 3، أي 5 12n k  : 12، أي 5 3k n . 

12إذن :   9n y k  مع k. 
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 التمرين

 

.Iنعتبر الدالةg  المعرفة على 0; :كما يلي( ) cos sing x x x x  . 

 و شكل جدول تغيراتها. gأدرس اتجاه  تغير الدالة-.1

)اشارةx.استنتج حسب قيم2 )g x  على المجال 0;. 

.IIلتكن الدالةf   العددية ذات المتغير الحقيقيx المعرفة على ;  :كما يلي 

   

(0) 1

sin
( ) ; ;0 0;

f

x
f x x

x
 





   


 

و C  تمثيلها البياني في مستو منسوب الى في معلم متعامد و متجانس ; ,O i j  

علىf.أدرس شفعية الدالة1 ; . 

علىf.أدرس تغيرات الدالة 2 ;  . 

من  x.بين أن من أجل كل عدد حقيقي3 0;  ،
3

0 sin
6

x
x x   

المعرفة على بالعبارة: hارشاد: يمكنك استعمال الدالة
3

( ) sin
6

x
h x x x   أحسب ،'', 'h h و'''h )المشتقة الثالثة( 

)ثم استنتج اشارة  )h x. 

 .f(0)'ثم احسب 0قابلة للاشتقاق عند  f.بين أن الدالة4

).أوجد معادلة المماس5 )T للمنحنى C  0عند النقطة ذات الفاصلة. 

.أدرس الوضع النسبي للمنحنى6 C و المماس( )T. 

.أرسم  7 Cو( )T. 

 التمرين

 
 n
u  كما يلي :       متتالية عددية معرفة على

0 11 , 2u u         و
1 22 3n n nu u u   . 

نعتبر .1 nv  1بـما يلي :      *متتالية معرفة علىn n nv u u     حيث;  . عددان حقيقيان غير منعدمان 

أحسب  . أ
2u  و

3u. 

أحسب  . ب
2 1;v v   و

3v  بدلالة و. 

ه إذا كانت  . ج
ّ
2ثلاثة حدود متتابعة من متتالية هندسية فإنّ : 3vو  2vو  1vبيّن أن 23 2 0    . 

نضع . 2  : 

برهن أن  . أ nv . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

ه من أجل كل عدد  . ب
ّ
من  nاستنتج أن

*

     :1
3n

n n
u u


 . 

3نضع .. 3    :برهن أن -أ nv . متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول 

ه من أجل كل عدد -ب                         
ّ
:     *من  nاستنتج أن 13 1

n

n nu u       

 بيّن أنّ : -ج                           n
v   متتالية هندسية   معناه    3أو    
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 متتاليات عددية

ية
س

فرن
ا 
ري
لو
كا

ب
 

ية
دد

لع
ت ا

ليا
تتا

لم
 ا



2 26 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل   اليوم 
 

 التصحيح النموذجي المقترح

 

 التمرين: 

.I الدالةg  المعرفة على 0; :كما يلي( ) cos sing x x x x  . 

 :gالدالة أدرس اتجاه  تغير -.1

قابلة للاشتقاق على المجال  gالدالة 0; ، 

 '( ) cos sin '

cos sin cos

'( ) sin

g x x x x

x x x x

g x x x

 

  

 

 

من أجل  0;x   :لديناsin 0x   :و بالتالي'( ) 0g x    (0)و 0, ( )g g      

متناقصة تماما على  gو عليه الدالة 0;  

 جدول التغيرات: 

  0  x  
- '( )g x  

0 
 

  

 

( )g x  

 

)اشارة2 )g x  على المجال 0; : 

متناقصة تماما على  gلدينا الدالة 0;(0) 0, ( )g g       

)و من جدول التغيرات  ) (0)g x g    أي( ) 0g x   من أجل كل 0;x . 

.II الدالةf معرفة على ;  :كما يلي
   

(0) 1

sin
( ) ; ;0 0;

f

x
f x x

x
 





   


 

علىfشفعية الدالة. 1 ; . 

من x  ،xمن أجل كل  ;  :لدينا 

 

 

sin sin sin
( )

( )

x x x
f x

x x x

f x

 
   

 


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علىf.دراسة تغيرات الدالة 2 ; : 

قابلة للاشتقاق على المجالfالدالة  ;  

2

2

sin
'( ) '

cos sin

( )

x
f x

x

x x x

x

g x

x

 
  
 






  

من  xمن أجل كل  عدد حقيقي ; 2 0x   و بالتالي: اشارة'( )f x  من اشارة( )g x. 

)'أي:   ) 0f x   و منه الدالةf متناقصة تماما على المجال 0;. 

من  x.بين أن من أجل كل عدد حقيقي3 0;  ،
3

0 sin
6

x
x x   

قابلة للاشتقاق  على  hلذينا الدالة  0;  ،
2

'( ) cos 1
2

x
h x x  . 

قابلة للاشتقاق  على  h'لذينا الدالة   0; ،''( ) sinh x x x    

قابلة للاشتقاق  على  h''لذينا الدالة  0;،'''( ) cos 1h x x   . 

من اجل  2 ,x k k   لدينا  ،cos 1x    :و بالتاليcos 1 0x     :يعني'''( ) 0h x   

دالة متزايدة على المجال  h''فبالتالي:   0;  

(0)''بما أن  0h   فان من أجل كلx   من 0; ''( ) 0h x   :فبالتالي'h دالة متزايدة على 0;. 

(0)'و لذينا من جهة أخرى:  0h  و من أجل كلx   من 0; ،'( ) 0h x  :فبالتاليh دالة متزايدة على 0;. 

من   xاذن من أجل كل 0; ،( ) 0h x   :أي
3

sin 0
6

x
x x    :و عليه

3

sin
6

x
x x (.......1) 

من   xو نعلم أنه من أجل كل 0; ''( ) 0h x     0أي sinx x  (.....2.) 

( نجذ: 2( و )1من )
3

0 sin
6

x
x x  . 

 :0قابلة للاشتقاق عند  f.اثبات أن الدالة4

علينا حساب  
0

( ) (0)
lim

0x

f x f

x




 و لكن   

2

sin
1

( ) (0) sin

0

x

f x f x xx

x x x


 

 

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و من السؤال السابق لدينا:
3

0 sin
6

x
x x     :أي

3

sin 0
6

x
x x   . 

بالقسمة على  2x  نتحصل على
20 0

0

sin
lim lim 0

6

( ) (0)
0 lim 0

x x

x

x x x

x

f x f

x

 



   
     
   

 
  

 

. 

بما أن 
0

lim 0
6x

x



 
  
 

و بتطبيق خاصية "حصر النهايات" نجد:  
0

( ) (0)
lim 0

0x

f x f

x





 

(0)': و منه   0قابلة للاشتقاق عند  fو بالتالي: الدالة  0f . 

). معادلة المماس5 )T للمنحنى C  0عند النقطة ذات الفاصلة. 

( ) : '(0)( 0) (0)

( ) : 1

T y f x f

T y

  



 

.دراسة الوضع النسبي للمنحنى6 C و المماس( )T. 

)ندرس اشارة الفرق:  )f x y :نجد

sin
( ) 1

sin

x
f x y

x

x x

x

  




 

)"لدينا:  ) sinh x x x  و نعلم أن  من أجل كلx   من 0;''( ) 0h x  . 

)"و منه  ) sin 0h x x x      :أي( ) 0f x y   و عليه المنحنى C يقع تحت المماس( )T. 

دالة زوجية فان منحناها البياني متناظر مع محور التراتيب فبالتالي المنحنى  fو بما أن الدالة  C يقع تحت المماس( )T 0.من اجلx   

.رسم  7 Cو( )T: 
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 التمرين: 

1. 
1n n nv u u     

حساب الحدود :  . أ
3 220 ; 7u u  . 

حساب الحدود : . ب
3 2 1; ;v v v    ،

1 2v            ،
2 7 2v     ،

3 20 7v     

جـ. 
3 2 1; ;v v v         2حدود متتابعة من متتالية هندسية معناه

2 1 3v v v   معناه

    
2

7 2 2 20 7             2معناه 29 6 3 0      2معناه 23 2 0     

نضع  .2  : 

لدينا   . أ
1n n nv u u     معناه   1 1n n nv u u                من أجل كل عدد طبيعيn  من

*

     : 

و منه        . ب

 

 

 

1 1

1

1

1

2 3

3 3

3

n n n

n n n

n n

n n

v u u

u u u

u u

v v







 







 

  

 



 

 nv متتالية هندسية أساسها
3q 

و حدها الأول  
1 3v 

 . 

لدينا :  . ت
1

1 3n

nv v    و منه
13 3n

nv      : معناه 3 2n

nv    ( نستنتج أنّ: 2(و)1من )

 1 3n

n nu u                1معناه 3n

n nu u       

3نضع  .3    : 

إثبات أنّ  . أ nv     .  متتالية هندسية 

لدينا              13 1n n nv u u    

من  nمن أجل كل عدد طبيعي       
*

    : 

و منه 

 

 

 

 

1 1

1

1

1

1

3

2 3 3

3

3

n n n

n n n

n n

n n

n n

v u u

u u u

u u

u u

v v









 









 

  

  

  

 

 

 nv 1متتالية هندسية أساسهاq    1و حدها الأولv    . 

لدينا  . ب 
1

1
n

nv 


     و منه   1 2
n

nv    ( نستنتج أنّ:2( و )1من) 
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    13 1
n

n nu u     و منه 

       13 1
n

n nu u    

4.  nv  2متتالية هندسية معناه 23 2 0      

  216     معناه   3و  . 

 

 

 

 سؤال اليوم

،  نضع:nمن اجل كل عدد طبيعي   1 1
n n

nS i i    . 

 .nSعين الشكل المثلثي للعدد.1

 عدد حقيقي.n ،nSين انه من أجل كل عدد طبيعي.ب2
 

 الحل: 
 لدينا: 

 
4

1 2

1 2
arg 1

4

i
i

i e
i





  


  


 


 

41و بما أن : 1 2
i

i i e




      

cos.لدينا:    نعلم أن: 2 cos( )x x   و sin sinx x     :اذن 

باستعمال خاصية موافر:  

   

 

 

 

 

4 4

4 4

1 1 2 2

2

2 cos sin cos sin
4 4 4 4

2 cos sin cos sin
4 4 4 4

2 2 cos
4

n n
i in n

n

n in in

n

n

n

S i i e e

e e

n i n n i n

n i n n i n

n

 

 

   

   







   
        

   

 
  

 

        
             

        

        
           

        

 
 




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 التمرين

 

1 .g دالة معرفة على 0;   :كما يلي
ln

( )
x

g x e
x

  . 

 .gأدرس تغيرات الدالة-أ    

احسب-ب    
1

g
e

 
 
 

)ثم استنتج اشارة    )g xعلى 0;. 

2 .f دالة معرفة على 0; :كما يلي 
21

( ) ln
2

f x x ex e  ، fC تمثيلها البياني في مستو منسوب الى معلم

متجانسمتعامد و  ; ,O i j :2. )نأخذi cm  1وj cm ) 

من  xبين أنه من أجل كل -أ     0; ،'( ) ( )f x g x  ثم استنتج اتجاه تغير الدالةfعلى المجال 0;. 

 ثم شكل جدول تغيراتها. و  0عند fعين نهايتي الدالة -ب    

أكتب معادلة المماس-.أ3 T  للمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة. 

أدرس وضعية المنحنى-ب     fC بالنسبة للمماس T . 

.أرسم المماس4 T و المنحنى fC . 

المعرفة على  h.لتكن الدالة5 0; :كما يلي 
2

( ) ln lnh x x x a x b   
 

 عددان حقيقيان.bو aحيث 

دالة أصلية للدالة hبحيث تكون bو aعين -أ    
2

lnx x. 

احسب بالسنتيمتر المربع -ب    
2

cm المساحةA للحيز المستوي المحدد بالمنحنى fC :و المستقيمات التي معادلاتها
1

x
e

 

 ،1x   وy ex e  . 

كما يلي :   *دالة معرفة على  k.لتكن6 
21

( ) ln
2

k x x e x e    

 دالة زوجيةkأثبت أن -أ   

 ثم ارسمه في نفس المعلم .  fانطلاقا من منحنى الدالةkاشرح كيف يمكن استنتاج منحنى الدالة  -ب   

 وسيطا حقيقيا. m.ليكن7

بين أن كل المستقيمات -أ   m  : حيث  :m y mx m   .تشمل نقطة ثابتة يطلب تعيينها 

)عدد حلول المعادلة: mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي -ب   )f x mx m . 

 التمرين

 

 .   2،  2،  1،  1و أربع كرات حمراء تحمل الأرقام     2،  1،  1 ، 0كرات بيضاء تحمل الأرقام    4يحتوي كيس على 

 كرات من الكيس . 3نسحب عشوائيا في ان واحد  

 أحسب احتمال الحصول على :   -1

 ثلاث كرات من نفس اللون .  - أ

 ثلاث كرات تحمل نفس الرقم .  - ب

 ثلاث كرات أرقامها مختلفة  مثنى مثنى .-ج

  1ليكن المتغير العشوائي     الذي يرفق بكل سحبة عدد الكرات المسحوبة التي تحمل الرقم   -2

 عين قانون احتمال المتغير العشوائي        - أ

 .أحسب التباين والانحراف المعياري -ج   أحسب الامل الرياض ي    - ب
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 التصحيح النموذجي المقترح

 التمرين: 

1 .g دالة معرفة على 0;   :كما يلي
ln

( )
x

g x e
x

  . 

 :gدراسة تغيرات الدالة-أ

 النهايات:

0 0 0

0

ln ln
lim ( ) lim lim

ln
lim

x x x

x

x x
g x e

x x

x

x

  



  




   


  


و         نهاية شهيرة:   

ln
lim ( ) lim

ln
lim 0

x x

x

x
g x e e

x

x

x

 




  


 


   

قابلة للاشتقاق على المجال  gالدالة  0;  :
2 2

1
. ln

1 ln
'( )

x x
xxg x

x x




 . 

من  xمن اجل أجل كل  0; اشارة  ،'( )g x : 1من اشارة ln x  :أي 

  e  0  0  x 
 - 0 + 1 ln x 

 

 و بالتالي جدول تغيراتها كالآتي:

  e  0  0  x 
 -  0 + '( )g x 

1
e

e
  

e   

 

( )g x 

 

 لدينا:-ب

 

1
ln

1 ln
0

1 1

1
0

ee
g e e

e

e e

g
e

 
          
    
   
   

 
 

 

   

 

)و عليه اشارة  )g xعلى 0;: 
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  
1

e
  0  0  x 

 + 0 - ( )g x 

 

2 .f دالة معرفة على 0; :كما يلي 
21

( ) ln
2

f x x ex e   

من  xمن أجل كل  -أ 0;  الدالةf :قابلة للاشتقاق 

1
'( ) ln

( )

f x x e
x

g x

 



تذكر أن:         1' 'n nf nf f   

)'و بالتالي اشارة  )f x  من اشارة( )g x  :أي 

  
1

e
  0  0  x 

 + 0 - '( )f x 

 : و  0عند fنهايتي الدالة -ب 

لأن:  

 

 

2

0 0

2

0 0

1
lim ( ) lim ln

2

limln lim ln

x x

x x

f x x ex e

x x

 

 

 

 

    

        :و لدينا 
21

lim ( ) lim ln
2x x

f x x ex e
 

     

 :fجدول تغيرات  الدالة 

  
1

e
  0  0  x 

 + 0 - '( )f x 

  
 

1
f

e

 
 
 

 

 

( )f x 

حيث:                                                        
1 3

2
f e

e

 
  

 
 

معادلة المماس-.أ3 T  للمنحنى fC 1عند النقطة ذات الفاصلة: 

و منه:   

   

 

: '(1) 1 (1)

(1) 0
:

'(1)

T y f x f

f
T y ex e

f e

  


  



 

دراسة وضعية المنحنى-ب fC بالنسبة للمماس T : 

)نقوم بحساب اشارة الفرق:  )f x y: 
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   

 

2

2

1
( ) ln

2

1
ln

2

f x y x ex e ex e

x

     



 

من  xلدينا من أجل كل  0; ، 
21

ln 0
2

x  . 

1xو بالتالي: لما     المنحنى fC يقطع المماس T  في النقطة 1;0w . 

من أجل    0;1 1;x    المنحنى fC يقع فوق المماس T. 

.رسم المماس4 T و المنحنى fC : 

 

المعرفة على  h.لتكن الدالة5 0; :كما يلي 
2

( ) ln lnh x x x a x b   
 

 عددان حقيقيان.bو aحيث 

 :bو aتعين -أ

قابلة للاشتقاق على المجال  hالدالة 0; :   
2

'( ) ln 2 lnh x x a x b a     

 h دالة أصلية للدالة 
2

lnx x  تكافئ 
2

'( ) lnh x x  :بالمطابقة نجد
2 0 2

0 2

a a

b a b

    
 

   
  

أي:  
2

( ) ln 2ln 2h x x x x   
 

. 

 : Aحساب المساحة-ب
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أي نجد: 

 

 

 

 

1

1

1 2

1

1 2

1

1
1

2

( )

1
ln 1 2

2

ln

( )

1
1

5
2

e

e

e

e

A f x ydx i j

A x dx

A x dx

A h x

h h
e

cm
e

 
    
 

 
   
 

 
  
 



 
   

 

 
  
 






 

كما يلي :   *دالة معرفة على  k.لتكن6 
21

( ) ln
2

k x x e x e    

 ، *من  xو  xلدينا من أجل كل  -أ

و بالتالي:  

 

 

2

2

1
( ) ln

2

1
ln

2

( )

k x x e x e

x e x e

k x

      

   



 

 دالة زوجية.kاذن: 

 الشرح: -ب

0xلما   فان المنحنى kC نظير fC .بالنسبة لمحور الفواصل 

0xو لما     نقوم برسم نظير kC  المرسوم على المجال 0;  :بالنسبة لمحور التراتيب لأنk.دالة زوجية 
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بين أن كل المستقيمات -.أ7 m :تشمل نقطة ثابتة يطلب تعيينها 

y mx m    0تكافئmx m y     أي( 1) 0m x y  (...1و عليه من أجل كل الوسيط الحقيقي  )m  

( محققة من أجل 1المعادلة )  
1 0

0

x

y

 



1xأي:     0وy . 

و بالتالي: النقطة  1;0B  هي النقطة التي تنتمي لكل المنحنيات m. 

 المناقشة البيانية: -ب

)حلول المعادلة  )f x mx m   بيانيا هي تعين مجموعة نقط تقاطع المنحنى fC  :مع  المستقيمات ذات المعادلةy mx m   

لما  ;m e  .للمعادلة حلا وحيدا 

و لما ;m e  .للمعادلة حلين متمايزين 

 التمرين: 

 كرات هي : 3الحالات الممكنة لسحب 

 𝐶8
3 =

8!

3!(8−3)!
= 56  

 نسمي  -أ𝐴 " ثلاث كرات من نفس اللون  حادثة الحصول على" 
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   𝑃(𝐴) =
 الحالات الملائمة 

   الحالات  الممكنة 
=

𝐶4
3+𝐶4

3 

56   
=

4+4

56
=

8

56
=

1

7
   

 " ثلاث كرات تحمل نفس الرقم  " حادثة الحصول على 𝐵نسمي  -ب

       𝑃(𝐵) =
 الحالات الملائمة 

   الحالات  الممكنة 
=

𝐶4
3+𝐶3

3 

56   
=

4+1

56
=

5

56
    

 " ثلاث كرات أرقامها مختلفة  مثنى مثنى  " حادثة الحصول على 𝐶نسمي  -ت

       𝑃(𝐶) =
 الحالات الملائمة 

   الحالات  الممكنة 
=

𝐶1
1×𝐶4

1×𝐶3
1 

56   
=

1∗4∗3

56
=

12

56
=

3

14
    

  قيم المتغير العشوائي هي :    –أ𝑥 = {𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑 } 

   

𝑃(𝑥 = 0) =
𝐶4

3

56   
=

4

56
 

3 2 1 0 𝑥 

4

56
 

24

56
 

24

56
 

4

56
 

𝑝(𝑥 = 𝑥𝑖) 

  

 حساب الأمل الرياض ي : -ب

  𝐸(𝑥) = (0 ∗
4

56
) + (1 ∗

24

56
) + (2 ∗

24

56
) + (3 ∗

4

56
) = 1.5   

 حساب التباين والانحراف المعياري : -ت

    𝑣(𝑥) = ∑ (𝑥𝑖 − 𝐸(𝑥))
2

∗ 𝑝𝑖 =
15

28

4
𝑖=1 

δالانحراف المعياري :     = √𝑣(𝑥) = 0.73   
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 التمرين

 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس المباشر  , ,O u v. 

3التي لواحقها على الترتيب :   Cو   A  ،Bنعتبر النقط  3
A

z i   ،3 3
B

z i   3و 3
C

z i  . 

أكتب العدد  .1
Az   على الشكل الأس ي ثمّ إستنتج الشكل الأس ي للعدد

Bz. 

2.n  ،عدد طبيعي
nL   : هو العدد المركب المعرف بما يلي

2 3 2 3

A B
n

n n
z z

L  
   
   
   

، أحسب  
nL بدلالةn  ثمّ إستنتج

 يكتب على الشكل الجبري . 2018Lقيمة 

تحقق أنّ : .3
C Az i z   ثمّ إستنتج طبيعة المثلثOAC. 

لتكن.4   مجموعة النقطM  من المستوي ذات اللاحقةz : حيث 

   arg 3 3 arg 3 3 2
2

i z i z k


           

تنتمي إلى   O،تحقق أنّ النقطة  kمع   . ثمّ عين طبيعتها 

ذات اللاحقة   Dنعتبر النقطة . 5
D C

z z  بيّن أنّ المستقيمين ، AD  و BC  . متعامدان 

3ذات اللاحقة  Eلتكن النقطة . 6 3
E

z    ،S  التشابه المستوي المباشر الذي مركزهE  ويحول النقطةA  

 تنتمي إلى نفس  Cو  A  ،E، O، ثمّ إستنتج أنّ النقط  S. عين نسبة وزاوية التشابه Cإلى النقطة 

الدائرة  C.يطلب تعيين عناصرها  

 التمرين

 

 من المجتمع مصاب بفيروس معين ، دراسة قامت  بالتحاليل للعثور على أثر هذا الفيروس أسفرت على مايلي: %2في بلد

واحتمال لكي يكون الشخص غير مصاب  0,99الشخص  مصاب بالفيروس له نتيجة التحليل موجبة هواحتمال لكي يكون 

 . 0,97بالفيروس له نتيجة التحليل السالبة هو

 نختار عشوائيا نتيجة التحليل لشخص من هذا المجتمع، و نعتبر الحادثتين:

V      الشخص مصاب بالفيروس"        و"T"نتيجة التحليل موجبة" 

 .شكل شجرة الاحتمالات لهذه الوضعية.1

.احسب 2       , , ,VV
P T P T P V T P V  

 .0,0492.بين أن احتمال أن تكون نتيجة التحليل موجبة هو 3

 .احسب احتمال أن يكون الشخص غير مصاب بالفيروس علما أن نتيجة التحليل سالبة. 4

 التمرين

 

)المعادلة: 2نعتبر في المجموعة ).....5 6 3E x y  .                              خاص بالتقني رياضي و الرياضي  

الثنائيةأثبت أنه اذا كانت -.أ1 ;x y حلا للمعادلة E  :فانx3مضاعف للعدد. 

استنتج حلا خاصا للمعادلة-ب Eالمعادلة 2، ثم حل في E. 

حل الجملة -ج S :بطريقتين مختلفتين حيث 
 

 

1 6
...

4 5

x
S

x

  


 

  

.عين كل الثنائيات2 ;x y  حلول المعادلة E :2التي تحقق 2 56x y  . 

3 .a  وb  1عددان طبيعيان حيث 0 00a    0و  3في النظام ذو الأساسb   5في النظام ذو الأساس 

حتى تكون الثنائية  و  عين ;a b حلا للمعادلة E . 
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 التصحيح النموذجي المقترح

 

 التمرين: 

3لدينا :  3
A

z i   ،3 3
B

z i   3و 3
C

z i  . 

كتابة العدد   (1
Az   على الشكل الأس ي ثمّ إستنتاج الشكل الأس ي للعدد

Bz: 

3لدينا :  3
A

z i  

حساب الطويلة :  
2

2
3 3 3 3 9 3 2 3

A
z i       

تعيين عمدة للعدد 
Az  نضع : argA Az   

إذن : 

3 3
cos

22 3

3 1
sin

22 3

A

A






 





 


ومنه    2
6

A k k


    

الشكل الأس ي للعدد 
Az  : 62هو 3A

i

ez



 

إستنتاج الشكل الأس ي للعدد 
Bz                         :62 3

i

AB z ez




  

لدينا : العدد المركب (2
2 3 2 3

A B
n

n n
z z

L  
   
   
   

  

حساب  
nL  بدلالةn : 

6لدينا :  6
6 62 3 2 3

2 3 2 3 2 3 2 3

A B
n

i n i n

n n

n n i i

e ez z
L e e

 

 

  



   

   
      

       
       

   

 

6ومنه :   6 cos sin cos sin
6 6 6 6

n

in in

L
n n n n

e e i i
 

   


   

         
   

 

6أي  6 cos sin cos sin
6 6 6 6

n

n n
i i

L
n n n n

e e i i
 

   

      

2cosوبالتالي : 
6

nL
n

 

 : 2018Lإستنتاج قيمة 

2018

2018 2 1
2cos 2cos 336 2cos 2 1

6 6 3 2
L

  


   
         

   
 

إذن 
2018 1L  

3)  
ّ
التحقق أن

C Az i z   ثمّ إستنتاج طبيعة المثلثOAC: 

لدينا :  3 3 3 3 3 3A Ci z i i i i z         

أي  
C Az i z 
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 : OACإستنتاج طبيعة المثلث 

لدينا : 
C Az i z    ومنهC

A

z
i

z
       أي     C O

A O

z z
i

z z





 

1Cإذن لدينا :      O

A O

z z
i

z z


 


و     arg arg

2

C O

A O

z z
i

z z

 
  

 
 

OCوبالتالي :  OA   و ;
2

OA OC


 

 قائم ومتساوي الساقين  OACومنه المثلث 

4)    مجموعة النقطM  من المستوي ذات اللاحقةz : حيث 

   arg 3 3 arg 3 3 2
2

i z i z k


          معk 

 النقطة 
ّ
تنتمي إلى   Oالتحقق أن  : ثمّ تعيين طبيعتها 

O   تنتمي إلى     يعني            arg 3 3 arg 3 3 2
2

O Oi z i z k


         

لدينا :        arg 3 3 arg 3 3 arg 3 3 arg 3 3O Oi z i z i i           

أي            arg 3 3 arg 3 3 arg arg arg argO O A C A Ai z i z z z z i z           

ومنه :          arg 3 3 arg 3 3 arg arg arg
2

O O A Ai z i z z z i


           

ومنه  O  

 

تعيين طبيعة  : 

   arg 3 3 arg 3 3 2
2

i z i z k


             يعني

   arg arg 2
2

A Cz z z z k


            ومنهarg 2
2

A

C

z z
k

z z




 
   

 
 

أي  , 2
2

MC MA k


    معk 

وبالتالي مجموعة النقط    هي نصف الدائرة التي أحد أقطارها القطعة AC   والتي تشمل

 Cو   Aماعدا النقطتين  Oالنقطة 

 المستقيمين  (5
ّ
تبيان أن AD  و BC  : متعامدان 

لدينا : 
 
 2

1A AD A C A A A

C B A A A A A A

z izz z z z i z z
i

z z ii z z i z i z i z iz

    
     

   
 

ومنه :  arg arg
2

D A

C B

z z
i

z z

 
  

 
يعني          ,

2
BC AD


 

المستقيمان وبالتالي:   AD  و BC  متعامدان 

 :Sتعيين نسبة وزاوية التشابه  (6

z'من الشكل :  Sلدينا :  العبارة المركبة للتشابه  az b     
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ولدينا : 
 

 

S A C

S E E






Cومنه        A

E E

z a z b

z a z b

 


 
 وبالتالي    

 

 

3 13 3 3 3 3 3 1

13 3 3 3 3 3 3 1

C E

A E

iz z i i i
a

z z ii i i

       
    

     
 

ومنه : 
 

 

3 1 1 3
2 3

1 23 1

i i
a i i

ii

  
    


3aإذن :       i 

S  :3نسبة التشابه  3k a i         وزاوية التشابهS  : arg
2

a


   

 النقط اإستنت
ّ
دائرة نفس التنتمي إلى  Cو  A  ،E، Oج أن C: 

لدينا :  ,
2

OA OC


   و ,
2

EA EC


 : ومنه 

AEC  وAOC  . مثلثان قائمان 

 تنتمي إلى  Cو  A  ،E، Oوبالتالي النقط 

دائرة نفس ال C  التي مركزها  منتصف 

القطعة  AC   ونصف قطرها 

2 2

C A A Az z iz z
r O z

 
     

 1 2 3 2
6

2 2

Az i
r

 
    

 

 

 

 التمرين: 

 الاحتمالات: .شجرة1

 

 . حساب :2
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و بالتالي نستنتج أن :

 

 

 
 

 

 
 
 

0,02

0.02 0.99 0.0198

0.0198
0.99

0.02

0.97 0,98
0,97

0,98

V

V

p V

p V T

p V T
p T

p V

p V T
p T

p V



   


  

 
  

  

3 .
 

     

0,02

0.02 0.99 0.98 0.03 0.0492

p V

p T p V T p V T



        
 

4 . 
 
 

0.97 0,98
0,999

1 0,0492T

p V T
p V

p T

 
  


. 

 التمرين: 

)المعادلة: 2نعتبر في المجموعة ).....5 6 3E x y  . 

الثنائية  -.أ1 ;x y حلا للمعادلة E  :5فان 6 3x y   :5و منه 6 3 3( 2)x y y    و منه حسب مبرهنة غوص 

3/ 5x  3أوليان فيما بينهما اذن  5و  3و / x  3أي ,x k k " و عليه.x3مضاعف للعدد" 

استنتج حلا خاصا للمعادلة-ب E: 

0لدينا:  3 ,x k k   اذن E  تكافئ 0 0;x y  حل لمعادلة E   0معناه 05 6 3x y   أي  05 3 6 3k y  

05أي  2 1k y  علينا ايجاد الثنائية  . 0;k y :5، لدينا 2 2 1   :و منه   5 1 2 2 1  

فبالتالي:    0; 1;2k y    :أي   0 0; 3;2x y . 

المعادلة 2*حل في  E: 

لدينا:    
   

   

5 6 3
5 6 5 3 6 2

5 3 6 2 3

5 3 6 2

x y
x y

x y

 
   

 

   

 

أوليان فيما بينهما و  5و  6و منه حسب غوص لدينا:  6 / 5 3x   :أي 6 / 3x  :6و منه 3x k . 

5بالتعويض نجد:  2y k   :و بالتالي   ; 6 3;5 2x y k k  . 

حل الجملة -ج S: 

 :1الطريقة
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 S  تكافئ
6 1

5 4

x

x





 


 
6و بالتالي:    1 5 4     :5أي 6 3    :حسب السؤال )ب( نجد 

   ; 6 3;5 2k k      :30بالتعويض نجد 11x k  حيث،k 

 :2لطريقة ا

لدينا:    
 

 

1 6
...

4 5

x
S

x

  


 

تكافئ:   6 5 19 30x x    :أي 19 30x     :و عليه 11 30x  

30و منه:  11x k  حيث،k 

.تعين كل الثنائيات2 ;x y  حلول المعادلة E :2التي تحقق 2 56x y : 

 ;x y  حلول المعادلة E  2و 2 56x y   :فان   
2 2

6 3 5 2 56k k     211و عليه 16 51 0k k  . 

نقوم بدراسة اشارتها نجد : من أجل 
17

3;
11

k
 

  
 

211لدينا:   16 51 0k k     و منه 3; 2; 1;0;1k     . 

و بالتالي الثنائيات  ;x y  :هي         15; 13 , 9; 8 , 3 3 , 3;2 , 9;7      . 

حتى تكون الثنائية  و  . عين3 ;a b حلا للمعادلة 

1لدينا:  0 00a    0معناه 3a    0و كذلكb     :0أي 5b . 

و لدينا:  
2 4 5

0 2 3

3 3 3 90 243

5 5 5 126 25

a

b

  

    

      

       
  

a  وb  خلا ن للمعادلة E : 5معناه 6 3a b   و منه   5 90 243 6 126 25 3      

51أي:  25 202    0. و بما أن 3a   : فان 0;1;2   :ينتج عنه
202 151 100

; ;
25 25 25


 

  
 

  

2اذن:    و
100

4
25

  . 
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 التمرين

 

.I:شركة اعلانات تريد طباعة الشعار المرسوم بالأسفل على أقمصة عملائها 

 
الشعار المرفق مشكل من تمثيلين بيانيين fC  و gC في مستو منسوب الى معلم متعامد و متجانس ; ,O i j  و حدة(

2iالرسم  j cm  لدالتين  )f وgكما يلي:  معرفتين على 

 ( ) cos sin 1xf x e x x     و( ) cosxg x e x . 

)، من  x.بين أن من اجل كل 1 ) 3x xe f x e     

 .عندf.استنتج نهاية الدالة2

، من  x.تحقق أنه من اجل كل 3 '( ) 2cos 1xf x e x   ('f  الدالة المشتقة للدالةf.) 

)'عين اشارة -.أ4 )f xعلى المجال ; . 

على المجال fاستنتج اتجاه تغير الدالة-ب   ;  .ثم شكل جدول تغيراتها 

.أدرس الوضع النسبي للمنحنيين5 fC  و gC. 

.IIلتكن الدالةH كما يلي: المعرفة على
cos sin

( ) 1
2 2

xx x
H x e 

    
 

 

دالة أصلية للدالة  H. بين أن الدالة1 sin 1 xx x e  على. 

بالمنحنيينالمحدد الحيز  .أحسب مساحة )مساحة الشعار(2 fC  gC:و المستقيمات التي معادلاتها 

2
x


 و

3

2
x


. 

 التمرين

 

.I لتكن الدالةf 2كما يلي :المعرفة على 1( ) 3 1xf x e x   . fC و تمثيلها البياني في معلم متعامد ز متجانس

 ; ,O i j  . 

limاحسب  ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


و 
( )

lim
x

f x

x
 . 

احسب lim ( ) 3 1
x

f x x


   .فسر النتيجة هندسيا ، 

 ، ثم شكل جدو تغيراتها.f.أدرس تغيرات الدالة 2

).بين أن المعادلة3 ) 0f x   تقبل حلين  و   1,3بحيث 1,2     0,2و 0,3  . 

.أرسم المنحنى 4 fC. 

.II نعتبر المتتاليتين nu  و nv  :2المعرفتين كما يلي 1n

nu e  3و 1nv n . 

.بين أن المتتالية 1 nuهندسية و أن المتتالية nv .حسابية 

.أدرس اتجاه تغير المتتاليتين2 nu و nv. 

5min Maths 
 عشرونالو  تاسعال29اليوم

B
A

C
- 

A
n

ti
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e
s
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u

y
a
n

e
 -

2
0
1
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.المتتاليتين 3 nu و nv اجابتك.متجاورتان ؟ علل 

. احسب المجموع4
nS بدلالةn : (0)بحيث (1) ... ( )nS f f f n     

limاحسب -ب n
n

S


و   
2

lim n

n

S

n
. 

 التمرين

 

2014تقبل المعادلة:  بحيث  mعين قيم العدد الصحيح 475 m  2حلولا في. 

2014.........(1)المعادلة : 2نعتبر في 475 19x y   .                           خاص بالتقني رياضي و الرياضي 

      
0الذي يحقق:  (1).عين الحل الخاص للمعادلة1 04 1y x  . 

 .(1)المعادلة 2. حل في2

أوليان فيما بينهما باعتبار الثنائية  yو   x.بين ان العددين3 ;x y (1)حل للمعادلة  2من . 

بحيث   n.عين قيم العدد الطبيعي4 4 25n     و باقي قسمةn 17هو  106على العدد. 

.عين كل الثنائيات 5 ;x yبحيث يكون العدد   (1)حلول المعادلة 2منx y  10مضاعفا للعدد. 

 

الأستاذ شعبان أسامة 1ترجمة و تصرف: التمرين   

خالد : الأستاذ بخاخشة2النمرين   

 التصحيح النموذجي المقترح

 

 التمرين: 

لدينا:  ( ) cos sin 1xf x e x x     و( ) cosxg x e x . 

1، من  x. من اجل كل 1 cos 1x     1و sin 1x   :و منه 

 

 

cos sin 1 1 1 1

cos sin 1 1

cos sin 1

cos sin 1 ........(1)

x x

x x

x x

x x

e x x e

e e x x

 

 

      

    

     

     

 

 

 و عليه:

 

 

cos sin 1 1 1 1

cos sin 1 3

cos sin 1 3 ..........(2)x x

x x

x x

e x x e 

     

   

    

  

)، من  x( نجد أن من اجل كل 2( و )1من ) ) 3x xe f x e     

 .عندf.استنتج نهاية الدالة2

....
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lim lim ( ) lim 3
lim ( ) 0

0 lim ( ) 0

x x

x x x

x

x

e f x e
f x

f x

 

  





   
 

 

 حسب خاصية حصر نهاية.  

 :  قابلة للاشتقاق على  f. الدالة 3

   

 

'( ) cos sin 1 sin cos

cos sin 1 sin cos

x x

x

f x e x x e x x

e x x x x

 



      

    
 

، من  xو بالتالي:  من اجل كل  '( ) 2cos 1xf x e x . 

)'تعين اشارة -.أ4 )f xعلى المجال ; . 

من  xلدينا من اجل كل  ;  0xe   و بالتالي:  اشارة'( )f x  2من اشارةcos 1x  

و عليه  
1 3

2cos 1 0 cos
2

3

x

x x

x








     
  


  . 

 نستعين بالدائرة المثلثية و نجد:

 

'( ) 0f x  على المجال; ;
3 3

 
 

   
     
   

)'و         ) 0f x   على المجال;
3 3

  
 
 

. 

على المجال fاتجاه تغير الدالة -ب   ; : 

;متزايدة تماما على المجالfالدالة 
3 3

  
 
 

;و متناقصة على  ;
3 3

 
 

   
     
   

 

 :fجدول تغيرات 
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  
3


 

3


    x  

-              0                 +0      - '( )f x 

                    3
1 3

2
e



  2e  

 

 

2e                                   3
1 3

2
e



  

 

 

( )f x 

 

. الوضع النسبي للمنحنيين5 fC  و gC: 

)نقوم بدراسة اشارة فرق العبارة:  )f x y :نجد 

و عليه

 

 

 

( ) ( ) cos sin 1 cos

sin 1

( ) ( ) 0 sin 1 0

sin 1 0

sin 1

2 ;
2

x

x

x

f x g x e x x x

e x

f x g x e x

x

x

x k k










     

 

    

  

  


   

 

2و بالتالي من أجل  ;
2

x k k





   المنحنيين fC  و gC  2يتقاطعان في النقطة ;0
2

A k



 

 
 

2لأن   0
2

g k



 

  
 

. 

2من أجل  ;
2

x k k





    المنحنى fC  يقع فوق gC. 

.IIلتكن الدالةH كما يلي: المعرفة على
cos sin

( ) 1
2 2

xx x
H x e 

    
 

 

 حيث:  قابلة للاشتقاق  H. الدالة1

أي: 

 

sin cos cos sin
'( ) 1

2 2 2 2

sin cos cos sin
1

2 2 2 2

sin sin
1

2 2

sin 1

x x

x

x

x

x x x x
H x e e

x x x x
e

x x
e

x e

 







   
        
   

 
     
 

 
   
 

 

 

دالة أصلية للدالة  Hو بالتالي:  الدالة sin 1 xx x e  على. 

 .حساب مساحة الحيز)الشعار( :2
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لدينا على المجال 
3

;
2 2

  
 
 

المنحنى   fC  يقع فوق gC  :و بالتالي 

و عليه: 

     

3

32
2 22

2

2

2

3

22 2

3

22 2

sin 1 4 ( ) 4

3
4

2 2

1 1
1 1 4

2 2

2

xA x e dx cm H x cm

H H cm

e e cm

e e cm









 

 

 











   

    
       

    

    
        

    

 
  

 



  

 اذن مساحة الشعار هي: 
3

22 22A e e cm
 

 
  

 
 .29,6cmأي ما يقارب   

 التمرين: 

.I لتكن الدالةf 2كما يلي :المعرفة على 1( ) 3 1xf x e x   . fC و تمثيلها البياني في معلم متعامد ز متجانس ; ,O i j  . 

 باحس-.أ1

 

 

2 1

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

2 1

lim ( ) lim 3 1

3 1
lim ( ) lim 3 1 lim 1

lim 1 3

lim

x

x x

x x

x xx x x

x x x

x

x

x

f x e x

x
f x e x e

e e

e xe e

e

 

 

   

     

   



 



    

 
      

 

  

  

أن:      2 1lim 3 0x

x
xe 


 . 

 

و منه    

2 1 2 1

2 1

( ) 3 1 3 1
lim lim lim

1 1
lim 3

x x

x x x

xx

f x e x e x

x x x x x

xe x

   

  



 
   

  

 

 . 

 لدينا: -ب

   2 1

2 1

lim ( ) 3 1 lim 3 1 3 1

lim

0

x

x x

x

x

f x x e x x

e

 

 

 



           





 

 lim ( ) 3 1 0
x

f x x


      
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3التفسير: نقول أن المستقيم ذا المعادلة  1y x   مقارب مائل للمنحنى fC  عند . 

 :f. اتجاه تغير الدالة 2

2حيث:  قابلة للاشتقاق على  fالدالة   1'( ) 2 3xf x e     

)'و منه  ) 0f x   تكافئ 

نستنتج أن : 

2 1 2 1 3
2 3 0

2

3
2 1 ln

2

1 3
ln 1

2 2

x xe e

x

x

       

 
    

 

  
    

  

 

            
1 3

ln 1
2 2

  
   

  
    x  

 + 0 - 2 12 3xe   
 

 :fجدول تغيرات 

            
1 3

ln 1
2 2

  
   

  
    x  

 + 0 - '( )f x 

  
 

            
1 3

ln 1
2 2

f
   
    

   
 

 

 

( )f x 

 

لدينا: 

2 1

1 3
2 ln 1 1

2 2

( ) 3 1

1 3 1 3
ln 1 3 ln 1 1

2 2 2 2

3 1 3
3 ln 1 1

2 2 2

3 3 3
ln 1 1

2 2 2

1 3 3
ln 1

2 2 2

1,6

xf x e x

f e

 

   
      

   

  

         
               

         

   
       

   

  
     

  

  
    

  



 

مستمرة و رتيبة على المجال  f. الدالة 3
1 3

; ln 1
2 2

   
     

   
)   و   1,3) ( 1,2) 0f f     
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تماما على المجال ايدة مستمرة ومتز  fالدالة و لدينا كذالك 
1 3

ln 1 ;
2 2

   
     

   
و لدينا:     0,2 0,3 0f f  

)اذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة  المعادلة ) 0f x  تقبل حلين  و  1,3بحيث 1,2     0,2 0,3  . 

.رسم المنحنى 4 fC: 

 

.II نعتبر المتتاليتين nu  و nv  :2المعرفتين كما يلي 1n

nu e  3و 1nv n . 

1. 

لدينا: 
 

 
2 1 1

2 1 1 2 1 21

2 1

n
n nn

n

n

u e
e e

u e

  
     

 
   

و منه المتتالية  nu 2هندسية أساسهاq e  1و حدها الأول

0u e. 

و لدينا:   1 3 1 1 3 1 3n nv v n n        و منه نجد أن   المتتالية nv  حسابية 

3rأساسها    0و حدها الأول 1v  . 

. ااتجاه تغير المتتاليتين2 nu و nv. 

3بما أن  0r    فان المتتالية nv . متتالية متزايدة 

21بما أن الأساس   1e    1و الحد الأول 0e   فان nu. متتالية متزايدة 

3. 
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لدينا:  nv متتالية متزايدة و nu متتالية متزايدة 

ومن جهة أخرى لدينا: 

2 1lim lim 3 1

lim

n

n n
n n

n n
n

v u n e

v u

 

 



     

  
  

اذن المتتاليتين  nu و nv . ليس بمتتاليتين متجاورتان 

. حساب المجموع4
nS بدلالةn: 

(0)بحيث :  (1) ... ( )nS f f f n      يكفي ان نلاحظ أن( ) n nf n u v   

و بالتالي: 

 

0 1 0 1

2( 1)
1

2

1
2( 1)

2

(0) (1) ... ( )

... ...

1 1 1 3
( 1)

1 2

2 3
1 ( 1)

1 2

n

n n

n

n

S f f f n

u u u v v v

e n
e n

e

e n
e n

e

 





 



   

       

     
     

   

    
      

   

 

limاحسب -ب n
n

S


   

 
1

2( 1)

2

2 3
lim lim 1 ( 1)

1 2

n

n
n n

e n
S e n

e


 

 

    
        

   
 

حساب 
2

lim n

n

S

n
. 

اذن: 

 

 

 

1
2( 1)

2

2 2

1
2( 1)

2

2 2

2( 1)1

2 2

2

2 3
1 ( 1)

1 2
lim lim

2 3
1 ( 1)

1 2
lim

1
lim 0

1

lim
2 3

( 1)
32

lim
2

n

n

n n

n

n

n

n

n

n

n

e n
e n

eS

n n

e n
e n

e

n n

ee

e n
S

n
n

n


 



 


 





 







    
     

   


            

  
  

  
   

  
  



2

3

2n


  

 التمرين: 

.Iعين قيم العدد الصحيحm   :2014بحيث تقبل المعادلة 475 m  2حلولا في: 

2014لدينا:   475 m     2014تكافئ 475 m    و 2014;475PGCD  2014و عليه 475 m    2حلولا فيتقبل 

معناه   19 106 25 m     :19و منه / m  19حيثm k  معk.  
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.II2014.........(1)المعادلة : 2نعتبر في 475 19x y   .                                

الذي يحقق:  (1)للمعادلة. الحل الخاص 1
0 04 1y x : 

تكافئ  (1)لمعادلةا 19 106 25 19x y      :106أي 25 1x y     :و لدينا
0 04 1y x   

بالتعويض نجد:  0 0106 25 4 1 1x x     :فبالتالي
0 4x   و

0 17y    :معناه   0 0; 4;17x y .  

 :(1)المعادلة 2. حل في2

2014المعادلتان  475 19x y      106و 25 1x y    لهما نفس مجموعة الحلول  متكافئتان 

106نقوم بحل المعادلة:  25 1x y    

و بما أن الثنائية    0 0; 4;17x y  106حل للمعادلة 25 1x y     :فان   106 4 25 17 1  . 

و منه نجد:    106 25 106 4 25 17x y     أي   106 4 25 17x y   

لدينا:  25 /106 4x  أوليان فيما بينهما و حسب مبرهنة غوص  106و  25و 25 / 4x  25اذن 4x k . 

106بالتعويض نجد:  17y k    :و بالتالي    ; 25 4;106 17x y k k   :حيث .k.   

d/أي:  yو xقاسم مشترك للعددين dلدينا:  .3 x  و/d y  :106/و بالتاليd x  25/وd y 

106/و عليه  25d x y   :أي/ 1d    :و لديناd   1ينتج عنهd   :فبالتالي ; 1PGCD x y .     

 .أوليان فيما بينهما  yو   xان العددين أي

بحيث   nعين قيم العدد الطبيعيت.4 4 25n     و باقي قسمةn 17هو  106على العدد: 

نقوم بحل الجملة: 
 

 

4 25

17 106

n

n

 




أي   
25 4

106 17

n

n





 


 
25و بالتالي:   4 106 17   . 

الثنائية  لذينا    0 0; 4;17x y  106حل للمعادلة 25 1x y    و منه الثنائية 4 13;17 13  : حل خاص للمعادلة 

106 25 13x y  (....2( بنفس الكيفية نحل المعادلة )نجد: 2 )
25 52

;
106 221

p
p

p





 


 
  

106و عليه:   17n    بالتعويض  نجد 106 25 52 17n p    2650أي 5529n p   حيثp  

عين كل الثنائيات ت.5 ;x y(1)حلول المعادلة 2من  : 

25لدينا:  4 106 17 131 21x y k k k         العدد وx y  يعني:  10مضاعفا للعدد 0 10x y   

أي:  131 21 0 10k    أي 1 0 10k    أي 1 10k    و منه 9 10k   10و عليه ' 9k k . 

و بالتالي:    ; 250 ' 229;1060 '971x y k k   مع'k . 
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 التمرين

 

I على المجال  معرفة  ب:      دالة عددية للمتغير الحقيقي  الدالة  . 

 .على المجال .أدرس تغيرات الدالة 1  

 بحيث من أجلو،.عين الأعداد الحقيقية 2

  :  من كل  

 يطلب تعيينهما. و  يقبل مستقيمين مقاربين  .استنتج أن  3

 ،ماذا تستنتج بيانيا؟.في المجال تقبل حلا وحيدا .أثبت أن المعدلة 4

 .و ،  .أنش ئ5

.IIفي معلم آخر متعامد و متجانس . 

 .و نقطة تقاطع   و مع  ،لتكن النقط 

 . بدلالة  .أوجد احداثيات 1

 .بدلالة  .احسب مساحة المثلث2

 .احسب عندئذ هذه المساحة.4أصغر ما يمكن   حتى تكون مساحة  لعدد.استنتج قيمة ل3

 التمرين

 
بـ :   ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة        2 xf x ax bx c e   . 

أعداد حقيقية  و   cو b؛ aحيث   fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

بحيث يقبل  cو b؛ aعين الأعداد الحقيقية .1 fC عند النقطة 3;0 A  و  3مماسا معامل توجيهه

حل للمعادلة  3العدد  0f x  . 

3نضع .2 , 0 , 1c b a    

limأحسب ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


 و شكل جدول تغيراتها . fثم أدرس اتجاه تغير الدالة  

أكتب  معادلة لـ .3 T  مماس  المنحنى fC 0عند النقطة التي فاصلتهاx  ثم عين إحداثيات نقط تقاطع

 fC . مع حامل محور الفواصل 

أرسم .4 T  و fC . 

فإن  ℝمن xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي.5     2 ' " 2 xf x f x f x e    ثم استنتج دالة

 .  ℝعلى  fأصلية للدالة 

أحسب بوحدة المساحات ، مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني .6 fC  ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين

1xمعادلتاهما    3وx  

7.m  وسيط حقيقي ؛  ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me  . 

fx
2

( )
1

x
f x

x





 ; 1 

f ; 1 

abc

x
fD( )

1

c
f x ax b

x
  



( )fC1( )D2( )D

( ) 5f x  4; 3 

1( )D2( )D( )fC

( ; ; )O i j

( 1;2)A ( ;0)M x1x  N( )AM( ')yy

Nx

OMNx

xOMN

5min Maths 
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 التمرين

 

.I نعتبر الدالة العدديةg   المعرفة على المجال 0;  : بما يلي  lng x x x  . 

 .gادرس تغيرات الدالة.1

بيّن أنّ المعادلة .2  0g x   تقبل حلا وحيدا  في المجال 0;  ّ0.56: ثمّ تحقق أن 0.57 . 

إشارة إستنتج .3 g x حسب قيم العدد الحقيقيx  من المجال 0; . 

.II نعتبر الدالة العدديةf   المعرفة على المجال 0;  : بما يلي 
 1 1 lnx x

f x
x

  
. 

.II نسمي f
Cفي المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   تمثيلها البياني , ,O i j 

أحسب .1
 

0

lim
x

f x


  و lim
x

f x


. 

من المجال  xبيّن أن : من أجل كل عدد حقيقي .2 0;  ، 
 
2

'
g x

f x
x


  ثمّ شكل جدول تغيرات الدالةf 

أ( بيّن أنّ : .3 
1

1f  


    ثمّ إستنتج حصرا لـ f . 

ب(    هو المنحني الممثل للدالةln   في المعلم السابق . أحسب  lim ln
x

f x x


 فسّر النتيجة بيانيا ثمّ أدرس ،

الوضع النسبي للمنحني  f
C بالنسبة إلى . 

ج( أكتب معادلة المماس T  للمنحني f
C 1في النقطة ذات الفاصلة. 

أحسبد(  2f  و f e   ثمّ أنش ئ T ،   و f
C. 

4.A  هي مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنيين   و fC  : والمستقيمين اللذين معادلتهماx    وx e. 

ثمّ تحقق أنّ :  وبدلالة  Aالمساحة  ²cmأحسب بـ 
  1 3

2

  
A  للمساحة 

ً
 .Aثمّ عيّن حصرا

 التمرين

 

المتتالية العددية لتكن  nu  0بما يلي : المعرفة 1u    ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،
1

4

2

n
n

n

u
u

u
 


 

ه من أجل كل عدد طبيعي .1
ّ
n  ،1برهن بالتراجع أن 2nu . 

أدرس رتابة المتتالية .2 nu  هل المتتالية . nu  متقاربة ؟ 

:  nكل عدد طبيعي نضع من أجل .3
2

1n

n

v
u

  

بيّن أنّ المتتالية (أ  nv   هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول ثمّ عبر عنnv بدلالةn. 

limثمّ أحسب  nبدلالة  nuإستنتج عبارة  (ب  n
n

u


. 

:  nنضع من أجل كل عدد طبيعي  (ج 
0 2

1 1 1
n

n

S
u u u

      أحسب ،nS  بدلالةn . 

1أ( بيّن أنّ : .4

2
2 2

3
n nu u     من أجل كل عدد طبيعيn . 

ه  من أجل كل عدد طبيعي  (ب 
ّ
 :  nبرهن  أن

2
2

3

n

nu
 

   
 

limثم ّإستنتج  n
n

u


. 

 التمرين

 

 متشابهة لانفرق بينها باللمس .يحتوي صندوق على خمس كرات بيضاء ، ثلاث كرات حمراء وكرتين سوداوين 

 نسحب عشوائيا وفي آن واحد أربع كرات من الصندوق . نعتبر الحدثين التاليين :

A                     " الحصول على كرة حمراء واحدة فقط " :B " الحصول على كرة بيضاء على الأقل " : 

A  بين أنّ : إحتمال الحدث (1 
1

2
P A    ّأحسب  ثم P B  إحتمال الحدثB. 

 الذي يرفق بكل مخرج عدد الكرات الحمراء المسحوبة . Xنعتبر المتغير العشوائي  (2

ية
تم

ري
غا
لو
 ال

لة
دا
 ال

ة 
دي

عد
 ال

ت
ليا

تتا
لم
 ا



3 30 برنامج رمضان – تمرينين كل يوم+ الحل   اليوم 
 

 .X عين قيم المتغير العشوائي (أ 

بيّن أنّ :    (ب  
1

0
6

P X     و 
3

2
10

P X  . 

 ثمّ أحسب أمله الرياضياتي .  Xعرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي  (ج 
 

 

 التمرين

 

 
 
9. حل المعادلة التفاضلية 1 " 4 0y y . 
 لهذه المعادلة الذي يحقق ما يلي: F. عين الحل الخاص 2

;يشمل النقطة  Fالمنحني الممثل للدالة  3
2

A
 
 
 

في هذه النقطة مماسا معامل توجيهه  و يقبل  
2

3
. 

x  :. برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي 3 
2

2cos
3 6

F x x
 

  
 

 

.حل المعادلة4  0F x  م صور حلولها
ّ
 على الدائرة المثلثية.ن ثم عل

 

 التمرين

 

z : المعادلة ذات المجهول المركب  حل في مجموعة الأعداد المركبة .1  2
4 4 8 0z z z   . 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس .2 , ,O u v  نعتبر النقطA ،B ،C  ،D  وE  التي لواحقها على

2الترتيب :  2
A

z i   ،4
B

z   ،
C A

z z  ،
D A

z z   6و 2
E

z i  . 

Cأكتب العدد المركب   (أ  A

B A

z z

z z




بالتشابه المستوي Bهي صورة النقطة  Cعلى الشكل الأس ي ، ثمّ إستنتج أن النقطة  

 .S، يطلب تعيين نسبة وزاوية التشابه  Aالذي مركزه النقطة   Sالمباشر 

هي مرجح الجملة المثقلة  Dتحقق أنّ النقطة  (ب       ;1 , ; 2 , ;2A B C. 

 (ج    هي مجموعة النقطM   من المستوي ذات اللاحقةz  : حيث 1 4 8i z   

تنتمي إلى  Aتحقق أنّ النقطة    ثمّ عيّن طبيعة المجموعة ، . وعناصرها المميّزة 

تحقق أنّ  (د  S D Eثمّ بيّن أنّ الدائرة ، ' التي مركزها E  ونصف قطرهاAE هي صورة       بالتشابهS. 

 
 

 التصحيح النموذجي المقترح

 

 التمرين: 

.(I على المجال  معرفة  ب:   الدالة. 

 دراسة تغيرات الدالة  .1  

 *النهايات:

2 2

lim lim lim
1x x x

x x
x

x x  

 
    


 . 

f

2

( )
1

x
f x

x





 ; 1 

f

ت
لا
ما
حت

لا
 ا

ية
يل
ض

فا
 ت
م.
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2

1

lim
1 0x

x

x 



 


. 

دالة قابلة للاشتقاق على   f*المشتقة: ; 1 :لدينا 

2 2

2 2

( 2 )( 1) 2
'( )

( 1) ( 1)

x x x x x
f x

x x

    
 

 
)'.اشارة  )f x  2من اشارة 2x x  :و بالتالي 

2 2 0x x    :2يعنيx   ( 0أوx  .)حل مرفوض 

1             2         x  
            +     0      -- '( )f x  

 

 :f*جدوال تغيرات الدالة 

1             2         x  
            +     0      -- '( )f x  

     
                     4  

 

( )f x  

 

 :و،تعين الأعداد الحقيقية  .2

  :  من : توحيد المقامات:من أجل كل 1طريقة

أي:
2

( 1) ( 1)
( )

1

( )

1

ax x x c
f x

x

ax a b x b c

x

   




   




  

بالمطابقة نجد: 

1

0

0

a

a b

b c

 


 
  

و منه: 

1

1

1

a

b

c

 



  

 . 

 و بالتالي:

1
( ) 1

1
f x x

x
   


اذن  

1

1

1

a

b

c

 



  

. 

 المستقيمات المقاربة: .3

بما أن : 
2

1

lim
1x

x

x



 


)1فان :  )D مستقيم مقارب بجوار :1معادلتهx  . 

abc

x
fD( )

1

c
f x ax b

x
  


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لدينا: 
1

lim ( ) ( 1) lim 0
1x x

f x x
x 


    


 . 

اذن 
2( )D مستقيم مقارب مائل  بجوار :1معادلتهy x  . 

 .في المجال تقبل حلا وحيدا . أثبت أن المعدلة 4

f  مستمرة و رتيبة تماما على. 

)لدينا : 4) 5,33f    و( 3) 4,5f    ( 3) 5 ( 4)f f    . 

)حيث  على المجال اذن يوجد عنصر ) 5f   . 

5yنستنتج أن يقطع المستقيم الذي معادلته:   ذات الفاصلة :في النقطةx . 

أي:
( ;5)

( ) ( )
( ) : 5

f

C
C

y


   

 
. 

 و ،  انشاء .5

. 

.(II 

 .و نقطة تقاطع   و مع  ،لدينا  النقط  

 : بدلالة  ايجاد احداثيات النقطة  .1

( ')N yy  0)اذن; )NN y. 

/على استقامة واحدة اذن  Nو M،Aالنقط   /AM AN . 

v,ليكن تذكير:  u  :شعاعان من المستوي حيث 

( ) 5f x  4; 3 

 4; 3 

 4; 3 

1( )D2( )D( )fC

( 1;2)A ( ;0)M x1x  N( )AM( ')yy

Nx
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x
v

y

 
 
 

و   
'

'

x
u

y

 
 
 

   ./ /u v  تكافئu kv   حيثk :عدد حقيقي.أي
'

'

x kx

y ky





معناه:  

'

'

x
k

x

y
k

y





 


.و بالتالي:
' 'x y

x y
  

'معناه   ' 0x y xy   

لدينا:
1

2

x
AM

 
 
 

و 
1

2N

AN
y

 
 

 
 . 

/ /AM AN  تكافئ
2

2
1

Ny
x


 


و منه:   

2
2

1
Ny

x


 


اذن   

2

1
N

x
y

x



و بالتالي:  

2
0;

1

x
N

x

 
 

 
. 

 .بدلالة  حساب مساحة المثلث  .2

2
OMN

OM ON
S


  حيث

0

2

1

ON x

x

 
 
  

 

،
0

x
OM

 
 
 

 

OM,نحسب الأطوال  ON  بدلالةx . 

و هذا يعني:  
2 2

2 2 2 2
0

1 1 1

x x x
ON

x x x

   
      

     
  

1xبما أن     :2فان 0x   1و 0x   اذن
2

0
1

x

x



  

و منه: 
2

1

x
ON

x



. 

0

x
OM

 
 
 

2و بالتالي:    2 20OM x x x     

1xبما أن     :فانOM x   

و منه:
2

2

1

2 2 1
OMN

x
x

OM ON xx
S

x

 
    

  


. 

 أصغر ما يمكن .    حتى تكون مساحة  استنتاج قيمة  .3

أصغر ما يمكن هي  القيمة الحدية الصغرى  حتى تكون مساحة  و بالتالي قيمة  fهي  الدالة  نلاحظ أن تكون مساحة 

2xمن أجل  4و تساوي  fللدالة      حسب جدول تغيرات الدالة(f.) 

 OMNSحساب المساحة .4

2xمن أجل   : 4نجدOMNS  

OMNx

xOMN

OMNxOMN
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 التمرين: 

بـ :   ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة              2 xf x ax bx c e   . 

أعداد حقيقية  و   cو b؛ aحيث   fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

بحيث يقبل  cو b؛ aتعيين الأعداد الحقيقية  -1 fC عند النقطة 3;0 A  و العدد 3مماسا معامل توجيهه

حل للمعادلة  3  0f x  . 

  30 f 3و هذا يعنيc  

  و لدينا          xxx ecbxbaaxecbxaxebaxxf   22' 22 

  30' f 3يعني أنcb ;  0و منهb 

  03 f  يعني ان    0333 3  eaf  1و منهa 

3نضع  -2 , 0 , 1c b a    تصبح    xexxf  32 

حساب    0lim3limlim
2

2 




 xx

x

xx e

x
exxf  لأنه  بوضع tx 2   نجد  

0lim4
4

limlim

2

2

22




















 tttxxx e

t

e

t

e

x
 

     



x

xx
exxf 2limlim 

: المشتقة :  fالدالة دراسة اتجاه تغير     xexxxf  32' إشارتها من إشارة  2 322  xx  تنعدم

31عند العددين  متناقصة على المجالين  fو منه و 1; و ;3  متزايدة على المجال 3;1 

 و شكل جدول تغيراتها :

  3 1  x 

 3

6

e
  

 

0 e2 

 xf 

 

كتابة  معادلة لـ  -3 T  مماس  المنحنى fC 0عند النقطة التي فاصلتهاx  33معادلة المماس هي  xy 

تعيين إحداثيات نقط تقاطع  fC  مع حامل محور الفواصل 

  0xf032يكافئ x  3.اي انx 3اوx نقطتي التقاطع هما 0;3Bو 0;3C 

 

رسم  -4 T  و fC  

 فإن  ℝمن xتبيين أنه من أجل كل عدد حقيقي -5

     2 ' " 2 xf x f x f x e    

:  و منه    xexxf  32

و     xexxxf  32' 2

 

      xx exxexxf   3222" أي ان 2    xexxxf  14" 2 
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        xx eexxxxxxfxfxf   2146423"'2 222 

   ℝعلى  fاستنتاج دالة أصلية للدالة  

      xexfxfxf  يكافئ 2'"2      xexfxfxf  هي الدالةfو منه الدالة الأصلية للدالة  2'"2

F  حيث      xexfxfxF  أي  2'2      xxx eexxexxF   23232 أي   22

      xxx eexxexxF   23262 و منه22    xexxxF  122 

حساب بوحدة المساحات ، مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني  -6 fC  ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما

1x   3وx   هي 

              3133

3

3

1

3

1

3

3

142344     eeexFxFdxxfdxxfA 

     aueeeA .142344 313   

7- m  وسيط حقيقي   ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me   

  المعادلة تكافئ     32  xmex

أي ان   xexm  يكافئ   32 xfm   

حلها هو إيجاد  فواصل نقاط تقاطع المنحنى   fC  المستقيم m المعادلة   ذو  my  

 المناقشة 

emلما   2   أي انem 2  نلاحظ ان m و fC . لا يتقاطعان و منه ليس للمعادلة حلول 

emلما  2أي انem 2 نلاحظ أن m و fC   يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها سالبة ومنه  للمعادلة حل

 وحيد سالب.

emلما  23   أي انem 23  نلاحظ أن m و fC    يتقاطعان في نقطتين فاصلاتهما سالبان ومنه

 ينللمعادلة حلين سالب

نلاحظ أن 3mأي ان 3mلما   m و fC   يتقاطعان في نقطتين إحداهما فاصلتها معدومة و الأخرى فاصلتها  سالبة

 ومنه  للمعادلة حلين إحداهما معدوم و الأخر سالب .

30لما   m  30أي ان m نلاحظ أن m و fC    يتقاطعان في نقطتين فاصلاتهما مختلفان في الاشارة ومنه

 للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة .
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0لما
6
3

 m
e

0أي ان   
6
3

 m
e

نلاحظ أن  m و fC   يتقاطعان في ثلاثة نقاط  نقطتان فاصلاتهما موجبتان و

 نقطة فاصلتها سالبة  ومنه  للمعادلة حلين موجبان و حل سالب  .

3ما 

6

e
m    3أي أن

6

e
m  نلاحظ أن m و fC  يتقاطعان في نقطتh مختلفان في الاشارة ومنه  ن فاصلاتهما

 للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة

3لما 

6

e
m  3أي ان

6

e
m  نلاحظ أن m و fC   ومنه  للمعادلة حل وحيد  سالب . يتقاطعان في نقطة فاصلتهما سالبة 

 

 التمرين: 

I. : لدينا   lng x x x      و 0;
g

D   

 : g دراسة تغيرات الدالة (1

 حساب النهايات : -

   
0 0

lim lim ln
x x

g x x x
 

 

     

   
ln

lim lim ln lim 1
x x x

x
g x x x x

x  

 
        

  

 حساب المشتقة : -

 
1 1 1

' 1
x x

g x
x x x

   
      

 
 

 دراسة إشارة المشتقة : -

من أجل  0;x        : لدينا
1

0
x

x

 
  
 

 

ومنه  ' 0g x   وبالتالي الدالةg  متناقصة تماما على المجال 0; 

 : gجدول تغيرات الدالة  -

-  

                                             0    x 

-   'g x 

 
 

 

 

 g x 

 
 

تبيان أنّ المعادلة  (2  0g x   تقبل حلا وحيدا  في المجال 0; : 
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مستمرة ورتيبة تماما على المجال  gالدالة  0; وصورة المجال 0;   بالدالةg  هو المجال

 ;   موجود في المجال  0و ;   حسب مبرهنة القيم المتوسطة فإنّ المعادلة

  0g x   تقبل حلا وحيدا  في المجال 0;. 

0.56التحقق أنّ   0.57   : 

لدينا : 
 

 

0.56 0.56 ln0.56 0.02

0.57 0.57 ln0.57 0.01

g

g

   

    
أي              0.56 0.57 0g g  

المعادلة   0g x   تقبل حلا وحيدا   0.56حيث 0.57  

إستنتاج إشارة  (3 g x : 

                                             0    x 
           -          0    +   g x  

II.   : لدينا 
 1 1 lnx x

f x
x

  
         معرفة على 0;fD   

حساب  (1 
0

lim
x

f x




و   lim
x

f x


: 

 
 

0 0

1 1 ln
lim lim

x x

x x
f x

x 
 

  
    ّلأن 

0

lim 1 1 ln
x

x x




       

 
 1 1 ln 1 1

lim lim lim ln
x x x

x x x
f x x

x x x  

      
        

  
 

لأنّ  

1
lim 0

1
lim ln

x

x

x

x
x

x





 

 
   

 

 

تبيان أنّ  (2 
 

2
'

g x
f x

x
   : 

 لدينا :

 

 
    

 

2

2

1
ln 1 1 1 ln

'

ln 1 1 ln ln
'

x x x x x
x

f x
x

x x x x x x
f x

x

 
         

    


 

ومنه    2

ln
'

x x
f x

x


      أي 

 
2

'
g x

f x
x

  

 : fجدول تغيرات الدالة 
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                                                0    
x 

                      +0     -   'f x 

                                                                  
  

                            f                   

 

 f x 

 

( أ(  تبيان أنّ 3 
1

1f  


   : 

لدينا :   
   1 1 ln 1 ln1

f
   


  

   
    

ولدينا :   0g               ومنهln 0                 أيln   

وبالتالي :   
  

  
11 1 1

1 1 1f
 

  
   

 
           

أي  
1

1f  


   

حصر  f : 

0.56لدينا :   0.57     ومنه
1 1 1

0.57 0.56
      أي

1
1.75 1.78


  

ومنه 
1

1.78 1.75


        0.57و 0.56     

إذن 
1

1 0.57 1.78 1 1 0.56 1.75


               ومنه

1
1 0.57 1.78 1 1 0.56 1.75


              وبالتالي 1.35 1.31f     

ب( حساب  lim ln
x

f x x


   : 

لدينا : 

 
 1 1 ln 1 ln ln ln

lim ln lim ln lim
x x x

x x x x x x x
f x x x

x x  

       
       

 
 

أي  
1 ln 1 ln

lim ln lim lim 0
x x x

x x
f x x

x x x  

   
         

 
 

 التفسير الهندس ي :

المنحني    منحني مقارب للمنحني f
C  بجوار. 

دراسة الوضع النسبي للمنحني f
C   بالنسبة إلى : 

ندرس إشارة الفرق   
1 ln

ln
x

f x x
x

 
  
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                                                                                                                                   0    
x 

                          -                                 0                   +    lnf x x 

 f
C  تحت                                                  f

C فوق   

 

                                                f
C  يقطع                                                         

 الوضع النسبي 

 
ج( كتابة معادلة المماس  T  1عند النقطة ذات الفاصلة : 

      : ' 1 1 1T y f x f                       : 1 1 1 2T y x x      

إذن   : 2T y x  

د( حساب  2f   ، f e  : والرسم 

 2 0.15f               ،  0.26f e  

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 :A( حساب المساحة5

 

 
1 ln ln ln 1 ln ln

ln ln

e e e
x x x x x x x x

x f x dx x dx dx
x x

  

        
         

   
  A = 

أي  
21 ln 1

ln ln
2

ee
x

dx x x
x x 

   
     

   
A = 

ومنه : 

     
2 2 21 ln 1 1 3 1

ln ln ln ln ln ln
2 2 2 2

e
x

dx e e us
x x



   
       

             
       
A = 

وبالتالي    21
3 2ln ln ²

2
cm  A = 

التحقق أنّ : 
  1 3

2

  
A = 

لدينا : 
 

2
3 2ln ln

2

  
A lnو        =   

A
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 التمرين: 

لدينا : 
0 1u    ومن أجل كل عدد طبيعيn   ،

1

4

2

n
n

n

u
u

u
 


 

ه من أجل كل عدد طبيعي  (1
ّ
n  ،1البرهان بالتراجع أن 2nu : 

نسمي  P n. هذه الخاصية 

0nمن أجل  -1  : لدينا 

0 1u   1و 1 2    ومنه
01 2u            أي P n  0صحيحة من أجلn . 

نفرض صحة   -2 P n  ونبرهن على صحة 1P n . 

1لدينا :   2nu      . فرضا 

3ومنه :  2 4nu          

إذن : 
1 1 1

4 2 3nu
 


ومنه               

8 8 8

3 2 4nu
    


 

وبالتالي : 
8 8 8

4 4 4
3 2 4nu

    


لأنّ :            
1

4 8
4

2 2

n
n

n n

u
u

u u
   

 
 

إذن : 
8 8 8

4 4 4
3 2 4nu

    


  

1أي 

4
2

3
nu            وبالتالي

11 2nu    ومنه 1P n  . صحيحة 

حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنّ  -3 P n صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn . 

دراسة رتابة المتتالية  (2 nu: 

:   الفرق   ندرس إشارة
2

1

4 4 2

2 2

n n n n
n n n

n n

u u u u
u u u

u u


 
   

 
 

أي 
 2

1

22

2 2

n nn n
n n

n n

u uu u
u u

u u



  

 
 

 جدول إشارة الفرق :

 

ومنه  
      

2 23 2 1 33 2

2 2 2

          
 A = 

وبالتالي 
  1 3

2

  
A = 

 : Aتعيين حصرا لـ 

0.56لدينا:  0.57        1.56ومنه 1 1.57              

0.57و  0.56         2.43ومنه 3 2.44   

إذن 
  1 31.56 2.43 1.57 2.44

2 2 2

   
  

1.90وبالتالي   1.92 A 
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2                                                                1 
nu  

+ 
nu 

+ 2 nu 

+ 2nu  

+ 
1n nu u  

وبالتالي : 
1 0n nu u         ومنه المتتالية nu . متزايدة تماما 

دراسة تقارب المتتالية  nu: 

 nu . متزايدة تماما ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة 
 

:  nمن أجل كل عدد طبيعي  (3
2

1n

n

v
u

  

أ( تبيان أنّ المتتالية  nv : هندسية 

 nv 1           متتالية هندسية          يعنيn nv v q   

لدينا: 
 

1

1

2 2 4 2 4 2 4 22 2 2
1 1 1

4 4 4 4 4

2

n n n n n
n

nn n n n n

n

u u u u u
v

uu u u u u

u





    
         



 

1ومنه : 

1 2 1
1

2 2
n n

n

v v
u



 
   

 
     

أي   nv  هندسية أساسها
1

2
q   وحدها الأول

0

0

2 2
1 1 1

1
v

u
      

 : nبدلالة  nvالتعبير عن 

0

1

2

n

n

nv v q
 

    
 

 

ب( إستنتاج عبارة 
nu  بدلالةn: 

لدينا : 
2

1n

n

v
u

        ومنه
2

1 n

n

v
u

  

أي 
2

1
n

n

u
v




وبالتالي :             
2

1
1

2

n n
u 

 
  
 

 

limحساب  n
n

u


: 

2
lim lim 2

1
1

2

n n
n x

u
 

 
 

  
 

لأنّ      
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 

 : nبدلالة  nSج( حساب 

لدينا : 
0 2

1 1 1
n

n

S
u u u

            : ولدينا 
1 1

1
2

n

n

v
u

  

ومنه :          0 1 0 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

2 2 2 2 2
n n nS v v v n v v v             

أي    

1

1

0

1
1

1 1 1 1 12
1 1 1 2 1

12 2 2 2 2
1

2

n

n

nS n v n





  
                             

 
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 
1

1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2 2

n n

nS n n

    
                

أي       
1 3 1 1

2 2 2 2

n

nS n
 

    
 

 

1أنّ :  ( أ(تبيان4

2
2 2

3
n nu u     من أجل كل عدد طبيعيn : 

لدينا :  
 

1

2 24 4 2 4 2 4
2 2

2 2 2 2

nn n n n
n

n n n n

uu u u u
u

u u u u


  
     

   
 

ومنه 
 

1

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

n n
n n n

n n n n

u u
u u u

u u u u


 
         

   
 

3لأنّ  2 4nu   

 

1ولدينا :  2nu             3ومنه 2 4nu     

إذن 
1 1 1

4 2 3nu
 


       

وبالتالي : 
1

2
2 2

3
n nu u     

ه  من أجل كل عدد طبيعي   ب( البرهان
ّ
 :  nأن

2
2

3

n

nu
 

   
 

: 

1لدينا : 

2
2 2

3
n nu u     من أجل كل عدد طبيعيn. 

ومنه : 

1 0

2 1

1

2
2 2

3

2
2 2

3

2
2 2

3
n n

u u

u u

u u 

  

  

  

 

أي 
1 2 0 1 1

2 2 2
2 2 2 2 2 2

3 3 3
n nu u u u u u              

بالإختزال نجد : 
2

2
3

n

nu
 

   
 

 nمن أجل كل عدد طبيعي  

limإستنتاج  n
n

u


: 

لدينا : 
2

2
3

n

nu
 

   
 

  ومنه  
2 2

2
3 3

n n

nu
   

      
   

 

ولدينا : 
2 2

lim lim 0
3 3

n n

n n 

    
      
     

ومنه   lim 2 0n
n

u


   . حسب مبرهنة الحصر 

limإذن :  2n
n

u


 

 

 التمرين: 

 صندوق على خمس كرات بيضاء ، ثلاث كرات حمراء وكرتين سوداوينلدينا : 

 نسحب عشوائيا وفي آن واحد أربع كرات من الصندوق.

تبيان أنّ :   (1 
1

2
P A   
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 
1 3

3 7

4

10

3 35 105 1

210 210 2

C C
P A

C

 
     

حساب  P B : 

 
1 3 2 2 3 1 4

5 5 5 5 5 5 5

4

10

5 10 10 10 10 5 5

210

C C C C C C C
P B

C

           
  

أي  
205

210
P B   

 : Xأ( تعيين قيم المتغير العشوائي  (2

هي  Xقيم  0;1;2;3 

تبيان أنّ :   (ب  
1

0
6

P X     و 
3

2
10

P X  : 

لدينا :  
0 4

3 7

4

10

1 35 1
0

210 6

C C
P X

C

 
     و 

2 2

3 7

4

10

3 21 3
2

210 10

C C
P X

C

 
    

 

 معرف بالجدول : Xقانون الإحتمال للمتغير العشوائي  (ج 

3 2 1 0 
ix 

1

30
 

3

10
 

1

2
 

1

6
  iP X x 

لدينا :  
3 1

3 7

4

10

1 7 1
3

210 30

C C
P X

C

 
     و 

1 3

3 7

4

10

3 35 1
1

210 2

C C
P X

C

 
    

 :Xللمتغير العشوائيحساب الأمل الرياضياتي 

 
1 1 3 1

0 1 2 3 1.2
6 2 10 30

E X          

 

 التمرين: 

9. حل المعادلة التفاضلية 1 " 4 0y y . 

أي: 
4

"
9

y y   :و بالتالي حلها هو من الشكل
1 2

2 2
( ) cos sin

3 3
F x c x c x

   
    

   
. 

 لهذه المعادلة الذي يحقق ما يلي: F. عين الحل الخاص 2

;يشمل النقطة  Fالمنحني الممثل للدالة  3
2

A
 
 
 

3يعني:     
2

F
 

 
 

  

و يقبل في هذه النقطة مماسا معامل توجيهه  
2

3
  :نستنتج .

2
'

2 3
F

  
 

 
. 

3 لدينا:
2

F
 

 
 

  أي:  
1 2cos sin

2 3 3
F c c

       
      

     
و منه:   

1 2

1 3
3

2 2
c c . 

لدينا: 
1 2

2 2 2 2
'( ) sin cos

3 3 3 3
F x c x c x

    
    

   
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1 2

2 2
' sin cos

2 3 3 3 3
F c c

       
      

     
 

و منه: 
1 2

2 3 2 1 2

3 2 3 2 3
c c
   

        

أي:   
1 2

3 1 2

3 3 3
c c
   

        

 

وبالتالي لدينا جملة المعادلتين التالية: 
1 2

1 2

1 3
3

2 2

3 1 2

3 3 3

c c

c c


 




            

أي:  

 

1 2

1 2

1 3
3....(*)

2 2

3 2....(**)

c c

c c


 


    


   

لدينا:   (**)من المعادلة  2 1 3 2c c  1نجد:  (*)نعوضه في المعادلة 3c   2تكافئ 1c . 

و بالتالي حل المعادلة يصبح: 
2 2

( ) 3 cos sin
3 3

F x x x
   

    
   

. 

x  :. برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي 3 
2

2cos
3 6

F x x
 

  
 

 معناه نتأكد من أنها تحقق المعادلة التفاضلية. 

لدينا:  
4 2

' sin
3 3 6

F x x
  

  
 

و    
8 2

" cos
9 3 6

F x x
  

  
 

. 

.حل المعادلة4  0F x   

تكافئ:  
2

2cos 0
3 6

x
 

  
 

أي:    
2

cos 0
3 6

x
 

  
 

اذا و فقط اذا كان:  
2

3 6 2
x k

 
    حيثk (.k   عدد صحيح

 نسبي(

نحل المعادلة: 
2

3 6 2
x k

 
    :نستنتج أن

3
1

2

k
x



 

  
 

  

 التمرين: 

z : المعادلة ذات المجهول المركب  الحل في  (1  2
4 4 8 0z z z   

 
: 

  2
4 4 8 0z z z   

   
4تكافئ    0z    أو

 
2

4 8 0z z   

4 0z         4يعنيz   

2حل المعادلة 
4 8 0z z   : 

حساب المميز :    
2 2

4 4 8 16 32 16 4i          

 المعادلة تقبل حلين متمايزين هما : 
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
  
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مجموعة حلول المعادلة :  4; 2 2 ; 2 2S i i   

2 لدينا (2 2
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z i   ،4
B

z   ،
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z z  ،
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E

z i   

Cكتابة العدد المركب   ( أ A
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z z
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


 على الشكل الأس ي: 

لدينا : 
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1Cأي  A

B A

z z
i

z z


 


 

42ومنه 
i

C A

B A

z z
e

z z





 

،  Aالذي مركزه النقطة   Sبالتشابه المستوي المباشر Bهي صورة النقطة  Cإستنتاج أن النقطة 

 :Sيطلب تعيين نسبة وزاوية التشابه 

42لدينا : 
i

C A

B A

z z
e

z z





2ومنه       

AC

AB
   و ,

4
AB AC


 

ونسبته  Aالذي مركزه النقطة   Sبالتشابه المستوي المباشر Bهي صورة النقطة  Cوبالتالي  النقطة 

2k    وزاويته
4


  

هي مرجح الجملة المثقلة  Dالتحقق أنّ النقطة  ( ب      ;1 , ; 2 , ;2A B C: 

1لدينا :  2 2 1 0         مرجح الجملة المثقلة ومنه      ;1 , ; 2 , ;2A B C
موجود 

لاحقته هي 
2 2 2 2 8 4 4

2 2
1 2 2 1
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D

z z z i i
i z

     
    

 
 

هي مرجح الجملة المثقلة  Dومنه       ;1 , ; 2 , ;2A B C 

ج(     هي مجموعة النقطM   من المستوي ذات اللاحقةz  : حيث 1 4 8i z  
 

تنتمي إلى  Aالتحقق أنّ النقطة  : 

 A      يعني 1 4 8Ai z   

لدينا :     1 4 1 2 2 4 4 4 8 8Ai z i i             ومنه A  

 

 

تعيين  طبيعة المجموعة  :وعناصرها المميّزة 

لدينا :  1 4 8i z  
  

يكافئ 
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أي 
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i
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
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 
2ومنه      2 2 8z i    

إذن   
8

2 2
2

z i         4وبالتالي 2Dz z  

4أي  2DM   ومنه  النقطة هي دائرة مركزها D  4ونصف قطرها 2R  

 

د( التحقق أنّ  S D E: 

لدينا : 
 

  
 8 4 4 32 16 2 2 2 8
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41ومنه  2
i

E A

D A

z z
i e

z z


  


 

وبالتالي :  S D E 

الدائرةتبيان أنّ  ' التي مركزها E  ونصف قطرهاAE هي صورة   بالتشابهS: 
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  النقطة هي الدائرة التي مركزها D 4 ونصف قطرها 2AD R  

صورتها هي الدائرة  '  التي مركزها E S D   ونصف  قطرها' 2R AD AE     ّلأن

2
AE

AD
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 تواصل معي على : ارهناك استفس ناكفيه وارد فرجاء اذا  العمل يبقى عمل بشري و احتمال السهوهذا 

 

 


