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PHAÀN I: QUI HOAÏCH TUYEÁN TÍNH 
 

A - BAØI TOAÙN QUI HOAÏCH TUYEÁN TÍNH  

 
§1. MOÄT SOÁ VÍ DUÏ VEÀ BAØI TOAÙN QHTT 

1.1 Ví duï 1. Moät xí nghieäp caàn saûn xuaát 3 loaïi baùnh: baùnh ñaäu xanh, baùnh 
thaäp caåm vaø baùnh deûo. Löôïng nguyeân lieäu ñöôøng, ñaäu cho moät baùnh moãi loaïi; löôïng 
döï tröõ nguyeân lieäu; tieàn laõi cho moät baùnh moãi loaïi ñöôïc cho trong baûng sau: 

 

Nguyeân 
lieäu 

Baùnh ñaäu 
xanh 

Baùnh 
thaäp caåm

Baùnh deûo Löôïng  
döï tröõ 

Ñöôøng 0,04kg 0,06 kg 0,05 kg 500 kg 

Ñaäu 0,07kg 0 kg 0,02 kg 300 kg 

Laõi 3 ngaøn 2 ngaøn 2,5 ngaøn  

 
Haõy laäp moâ hình baøi toaùn tìm soá löôïng moãi loaïi baùnh caàn saûn xuaát sao cho 

khoâng bò ñoäng veà nguyeân lieäu maø laõi ñaït ñöôïc cao nhaát. 

Giaûi. Goïi x1, x2, x3 laàn löôït laø soá baùnh ñaäu xanh, baùnh thaäp caåm vaø baùnh deûo caàn 
saûn xuaát. Ñieàu kieän: xj ≥ 0 (j=1, 2, 3). Khi ñoù 

1) Tieàn laõi thu ñöôïc laø: f(x) = f(x1,x2,x3)= 3x1 + 2x2 + 2,5x3 (ngaøn). 
 
2) Löôïng ñöôøng ñöôïc söû duïng laø: 0,04x1 + 0,06x2 + 0,05x3 (kg) 
    Ta phaûi coù  0,04x1 + 0,06x2 + 0,05x3 ≤ 500. 
 
3) Löôïng ñaäu ñöôïc söû duïng laø: 0,07x1  + 0,02x3 (kg) 
    Ta phaûi coù  0,07x1  + 0,02x3 ≤ 300. 
Vaäy ta coù moâ hình baøi toaùn: 
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(1)  f(x) = f(x1,x2,x3)= 3x1 + 2x2 + 2,5x3  -------> max 
Vôùi ñieàu kieän: 

1 2 3 0,04x  + 0,06x  + 0,05x    500;
(2)

0,07x1  + 0,02x3 300.
≤⎧

⎨
≤⎩

 

(3)  xj ≥ 0 (j=1, 2, 3) 
 
Ta  noùi ñaây laø moät baøi toaùn qui hoaïch tuyeán tính 3 aån tìm max cuûa  haøm muïc 

tieâu               f(x) = 3x1 + 2x2 + 2,5x3  . 
1.2 Ví duï 2. Ta caàn vaän chuyeån vaät lieäu xaây döïng töø hai kho K1 vaø K2 ñeán ba 

coâng tröôøng xaây döïng C1, C2, C3. Toång soá vaät lieäu coù ôû moãi kho, toång soá vaät lieäu 
yeâu caàu ôû moãi coâng tröôøng, cuõng nhö khoaûng caùch töø moãi kho ñeán moãi coâng tröôøng 
ñöôïc cho trong baûng sau:  

 

 Cöï ly         
CT 
 
Kho 

C1 
15T 

C2 
25T 

C3 
20T 

K1: 20T 5km 
x11

2km 
x12

3km 
x13

K2: 40T 4km 
x21

3km 
x22

1km 
x23

 

Haõy laäp keá hoaïch vaän chuyeån sao cho: 
- Caùc kho giaûi phoùng heát haøng; 
- Caùc coâng tröôøng nhaän ñuû vaät lieäu caàn thieát; 
- Toång soá T(taán)× km phaûi thöïc hieän laø nhoû nhaát. 

Giaûi. Goïi xij laø soá taán vaät lieäu seõ vaän chuyeån töø kho Kj ñeán coâng tröôøng Cj. Ñieàu 
kieän: xij ≥ 0 (i= 1, 2; j=1, 2, 3). Khi ñoù 

1) Toång soá T× km phaûi thöïc hieän laø: 
f(x) = 5x11 + 2x12 + 3x13 + 4x21 + 3x22 + x23 . 

2) Toång soá taán vaät lieäu ñöôïc vaän chuyeån töø kho K1 ñeán caùc coâng tröôøng laø  x11 + 
x12 + x13. 
Ñeå giaûi phoùng heát vaät lieäu, ta phaûi coù x11 + x12 + x13 = 20. 
 

3) Toång soá taán vaät lieäu ñöôïc vaän chuyeån töø kho K2 ñeán caùc coâng tröôøng laø  x21 + 
x22 + x23. 
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Ñeå giaûi phoùng heát vaät lieäu, ta phaûi coù x21 + x22 + x23 = 40. 
 

4) Toång soá taán vaät lieäu ñöôïc vaän chuyeån veà coâng tröôøng C1 laø  x11 + x21. 
Ñeå C1 nhaän ñuû vaät lieäu , ta phaûi coù x11 + x21 = 15. 

 

5) Toång soá taán vaät lieäu ñöôïc vaän chuyeån veà coâng tröôøng C2 laø  x12 + x22. 
Ñeå C2 nhaän ñuû vaät lieäu , ta phaûi coù x12 + x22 = 25. 
 

6) Toång soá taán vaät lieäu ñöôïc vaän chuyeån veà coâng tröôøng C3 laø  x13 + x23. 
Ñeå C3 nhaän ñuû vaät lieäu , ta phaûi coù x13 + x23 = 20. 
 

Vaäy ta coù moâ hình baøi toaùn: 
 
(1) f(x) = 5x11 + 2x12 + 3x13 + 4x21 + 3x22 + x23  -------> min 
Vôùi ñieàu kieän: 

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

x  + x  + x  = 20;
x  + x  + x  = 40;

(2) x  + x  = 15;
x  + x  = 25;
x  + x  = 20.

⎧
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

 

(3)  xij ≥ 0 (i= 1, 2; j=1, 2, 3). 
 
Ta  noùi ñaây laø moät baøi toaùn qui hoaïch tuyeán tính 6 aån tìm min cuûa  haøm muïc 

tieâu  f(x) = 5x11 + 2x12 + 3x13 + 4x21 + 3x22 + x23 . 

§2. PHAÂN LOAÏI DAÏNG BAØI TOAÙN QHTT 
2.1. Daïng toång quaùt cuûa baøi toaùn QHTT 

n

j j
j 1

n

ij j i 1
j 1

n

ij j i 2
j 1

n

ij j i 3
j 1

j 1 j 2 j

(1) f (x) c x min(max)

a x b , (i I );

(2) a x b , (i I );

a x b , (i I ).

(3) x 0 (j J ); x 0 (j J ); x tuøy yù ( j J );

=

=

=

=

= →

⎧
= ∈⎪

⎪
⎪⎪ ≤ ∈⎨
⎪
⎪

≥ ∈⎪
⎪⎩

≥ ∈ ≤ ∈ ∈

∑

∑

∑

∑

3

 

trong ñoù  
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-    f(x) laø haøm muïc tieâu; 
- I1, I2, I3 rôøi nhau  vaø   I1 ∪ I2 ∪ I3 = {1,2,…, m}; 
- J1, J2, J3 rôøi nhau  vaø  J1 ∪ J2 ∪ J3 = {1,2,…, n}; 
- A = (aij)m×n: Ma traän heä soá raøng buoäc; 
- B = (b1, b2,…, bm):  Veùctô caùc heä soá töï do; 
- C = (c1, c2,…, cm): Veùctô heä soá caùc aån trong haøm muïc tieâu; 
- x = (x1, x2,…, xn): Veùctô caùc aån soá. 

Khi ñoù 
• Moãi veùctô x = (x1, x2,…, xn) thoûa  (2) vaø (3) ñöôïc goïi laø moät phöông aùn 

(PA) cuûa baøi toaùn. 
• Moãi phöông aùn x = (x1, x2,…, xn) thoûa (1), nghóa laø taïi ñoù haøm muïc tieâu ñaït 

giaù trò nhoû nhaát (lôùn nhaát) treân taäp caùc phöông aùn, ñöôïc goïi laø moät 
phöông aùn toái öu (PATU)cuûa baøi toaùn. 

• Giaûi moät baøi toaùn QHTT laø ñi tìm moät PATU cuûa noù hoaëc chæ ra raèng baøi 
toaùn voâ nghieäm, nghóa laø khoâng coù PATU.  

 
 
2.2. Daïng chính taéc cuûa baøi toaùn QHTT 

n

j j
j 1

n

ij j i
j 1

j

(1) f (x) c x min(max)

(2) a x b , (i 1,m);

(3) x 0 (j 1,n).

=

=

= →

= =

≥ =

∑

∑  

 
Nhaän xeùt. Baøi toaùn QHTT daïng chính taéc laø baøi toaùn daïng toång quaùt, trong ñoù 

- Cacù raøng buoäc ñeàu laø phöông trình. 
- Caùc aån ñeàu khoâng aâm. 
 

Ví duï: Baøi toaùn sau coù daïng chính taéc: 

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

j

(1) f (x) 2x 4x x 6x min
x 4x x 12;

(2) 12x 3x x x 3;
x x x x 6.

(3) x 0 (j 1, 4).

= − − + →

− + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ − − − = −⎩

≥ =
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2.3. Daïng chuaån  cuûa baøi toaùn QHTT 
Baøi toaùn QHTT daïng chuaån laø baøi toaùn coù daïng chính taéc: 

n

j j
j 1

n

ij j i
j 1

j

(1) f (x) c x min(max)

(2) a x b , (i 1,m);

(3) x 0 (j 1,n).

=

=

= →

= =

≥ =

∑

∑  

trong ñoù 
- Caùc  heä soá töï do b1, b2,…, bm  ñeàu khoâng aâm. 
- Trong ma traän heä soá raøng buoäc  A = (aij)m×n coù ñaày ñuû m veùctô coät ñôn vò 

e1, e2,…, em: 
  

1 2 m

1 0
0 1

e ; e ; ...; e .. 0
. .
0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0
0
.
0
1

 

 
Khi ñoù 

• Caùc aån öùng vôùi caùc veùctô coät ñôn vò ñöôïc goïi laø caùc aån cô baûn. Cuï theå  aån 
öùng vôùi veùctô coät ñôn vò ek laø aån cô baûn thöù k. 

• Moät phöông aùn maø caùc aån khoâng cô baûn ñeàu baèng 0 ñöôïc goïi laø moät 
phöông aùn cô baûn. 

• Moät phöông aùn cô baûn coù ñuû m thaønh phaàn döông (nghóa laø moïi aån cô baûn 
ñeàu döông) ñöôïc goïi laø khoâng suy bieán. Ngöôïc laïi, moät phöông aùn cô baûn 
coù ít hôn m thaønh phaàn döông (nghóa laø coù ít nhaát moät aån cô baûn baèng 0) 
ñöôïc goïi laø suy bieán. 

 
Ví duï. Xeùt baøi toaùn QHTT sau: 

1 2 3 4 5 6

1 4 5

1 3 6

1 2 3 4

j

(1) f (x) 2x 4x x 6x x 4x min
x x x 12;

(2) 12x x x 3;
x x x x 6.

(3) x 0 (j 1, 6).

= − − + + + →

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + − − =⎩

≥ =

 

ta thaáy baøi toaùn treân ñaõ coù daïng chính taéc, hôn nöõa, 
- Caùc  heä soá töï do b1 = 12,  b2=3, b3 = 6  ñeàu khoâng aâm. 
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- Ma traän heä soá raøng buoäc  A laø: 
 

  
1 0 0 1 1 0

A 12 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 
coù chöùa ñaày ñuû 3 veùctô coät ñôn vò e1 (coät 5), e2 (coät 6), e3 (coät2). 
 Do ñoù baøi toùan coù daïng chuaån, trong ñoù 

• Aån cô baûn thöù 1 laø x5. 
• Aån cô baûn thöù 2 laø x6. 
• Aån cô baûn thöù 3 laø x2. 

 

Nhaän xeùt. Trong baøi toùan treân, khi cho aån cô baûn thöù k = heä soá töï do thöù k, coøn 
caùc aån khoâng cô baûn = 0, nghóa laø  

x5 = 12; x6 = 3;  x2 = 6; x1 = 0; x3 = 0; x4 = 0; 

ta ñöôïc moät phöông aùn cô baûn cuûa baøi toaùn: 

x = (0, 6, 0, 0, 12, 3). 
 
Phöông aùn naøy khoâng suy bieán vì coù ñuû 3 thaønh phaàn döông. Ta goïi ñaây laø phöông 
aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn. 
 
Chuù yù. Toång quaùt, trong baøi toùan QHTT daïng chuaån baát kyø, khi cho aån cô baûn thöù 
k = heä soá töï do thöù k (k = 1, 2,…, m), coøn caùc aån khoâng cô baûn = 0, ta ñöôïc moät 
phöông aùn cô baûn cuûa baøi toaùn. Ta goïi ñaây laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa 
baøi toaùn. 

 
§3. BIEÁN ÑOÅI DAÏNG BAØI TOAÙN QHTT 

3.1. Daïng toång quaùt → Daïng chính taéc  
Ta coù theå bieán ñoåi baøi toaùn QHTT daïng toång quaùt veà daïng chính taéc nhö 
sau: 
1. Khi gaëp raøng buoäc daïng  

n

ij j i
j 1

a x b
=

≤∑  
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  ta ñöa vaøo aån phuï xn+ i ≥ 0 ñeå bieán veà phöông trình 
n

ij j n i i
j 1

a x x b+
=

+ =∑  

2. Khi gaëp raøng buoäc daïng  
n

ij j i
j 1

a x b
=

≥∑  

  ta ñöa vaøo aån phuï xn+ i ≥ 0 ñeå bieán veà phöông trình 
n

ij j n i i
j 1

a x x b+
=

− =∑  

3. Khi gaëp aån xj ≤ 0, ta ñoåi bieán xj = - xj′ vôùi  xj′ ≥ 0.  
4. Khi gaëp aån xj tuøy yù, ta ñoåi bieán xj = xj’ - xj’’ vôùi      xj′ ≥ 0; xj′′ ≥ 0.  

 
Chuù yù. Khi tìm ñöôïc PATU cuûa baøi toaùn daïng chính taéc ta chæ caàn tính giaù trò cuûa 
caùc aån ban ñaàu vaø boû ñi caùc aån phu, thì seõ ñöôïc PATU cuûa baøi toaùn daïng toång quaùt 
ñaõ cho.  
Ví duï. Bieán ñoåi baøi toaùn QHTT sau veà daïng chính taéc: 
 
(1)  f(x) = f(x1,x2,x3)= 3x1 + 2x2 + 2,5x3  -------> max 

1 2 3

1 3

1 2 3

4x  - 6x  + 5x    50;
(2) 7x   + x  30;

2x  + 3x  - 5x  = -25.

≤⎧
⎪ ≥⎨
⎪
⎩

 

(3)  x1 ≥ 0; x2 ≤ 0. 
 
Giaûi.  

- Ñöa vaøo aån phuï x4 ≥ 0 ñeå bieán baát phöông trình  
4x1 - 6x2 + 5x3 ≤ 50 

veà phöông trình  4x1 - 6x2 + 5x3 + x4 = 50. 
 
- Ñöa vaøo aån phuï x5 ≥ 0 ñeå bieán baát phöông trình  

7x1  + x3 ≥ 30 
veà phöông trình   7x1  + x3 - x5  =  30. 

- Ñoåi bieán x2 = - x2′ vôùi  x2′ ≥ 0. 
- Ñoåi bieán  x3 = x3′ - x3′′ vôùi      x3′ ≥ 0; x3′′ ≥ 0.  
 
Ta ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc: 
 

(1)  f(x) = f(x1,x2,x3)= 3x1 - 2x2′ + 2,5 (x3′ - x3′′)  -------> max 
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1 2 3 3 4

1 3 3 5

1 2 3 3

4x  + 6x'  + 5(x' -x'' ) + x =  50;
(2) 7x   + (x' -x'' ) - x 30;

2x  - 3x'  - 5(x' -x'' ) = -25.

⎧
⎪ =⎨
⎪
⎩

 

(3)  x1 ≥ 0; x2′ ≥ 0; x3′ ≥ 0; x3′′ ≥ 0; x4 ≥ 0; x5 ≥ 0. 
3.2. Daïng chính taéc  → Daïng chuaån. 
Töø baøi toaùn QHTT daïng chính taéc ta coù theå xaây döïng baøi toaùn QHTT môû roäng 

coù daïng chuaån nhö sau: 
1. Khi gaëp heä soá töï do bi  < 0 ta ñoåi daáu hai veá cuûa raøng buoäc thöù i. 
2. Khi ma traän heä soá raøng buoäc A khoâng chöùa veùctô coät ñôn  vò thöù k laø 

ek, ta  ñöa vaøo aån giaû  xn+k ≥ 0  vaø coäng theâm aån giaû xn+k  vaøo veá traùi 
cuûa phöông trình raøng buoäc thöù k ñeå ñöôïc  phöông trình raøng buoäc 
môùi: 

n

kj j n k k
j 1

a x x b+
=

+ =∑  

3. Haøm muïc tieâu môû roäng f (x)  ñöôïc xaây döïng töø haøm muïc tieâu f(x) ban 
ñaàu nhö sau: 

 
- Ñoái vôùi baøi toaùn min:  

f (x) f (x) M( aån giaû)= + ∑  
- Ñoái vôùi baøi toaùn max:  

f (x) f (x) M( aån giaû)= − ∑  
trong ñoù M laø ñaïi löôïng döông raát lôùn (lôùn hôn baát kyø  soá naøo cho tröôùc). 

 
Ví duï. Bieán ñoåi baøi toaùn QHTT sau veà daïng chuaån: 
 
(1)  f(x) = f(x1,x2,x3) = 3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4  -------> min 

1 2 3

1 3 4

1 2 3

4x  - 6x  + 5x  =  50;
(2) 7x   + x  + x  = 0;

2x  + 3x  - 5x  = -25.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

(3)  xj ≥ 0 (j = 1,..,4).. 
Giaûi. Baøi toaùn treân ñaõ coù daïng chính taéc, trong ñoù veá phaûi cuûa phöông trình raøng 
buoäc thöù ba laø    -25 < 0. Ñoåi daáu  hai veá cuûa phöông trình naøy ta ñöôïc: 
 

-2x1 - 3x2 + 5x3   = 25. 
vaø (2 ) trôû thaønh 
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1 2 3

1 3 4

1 2 3

4x  - 6x  + 5x  =  50;
(2 ') 7x  + x  + x  = 0;

-2x  - 3x  + 5x  = 25.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

Ma traän heä soá raøng buoäc laø  
4 6 5 0 1

A 7 0 1 1 0 0
2 3 5 0 0

0

1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Vì A coøn thieáu 2 vectô coät ñôn vò laø  e1 vaø e3 neân baøi toaùn chöa coù daïng chuaån. 
 - Laäp caùc aån giaû x5 ≥ 0 , x6 ≥ 0 vaø xaây döïng baøi toaùn môû roäng daïng chuaån nhö 
sau:   
 
f (x) =  3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4 +  Mx5 +  Mx6  -------> min 

1 2 3 5

1 3 4

1 2 3 6

4x  - 6x  + 5x  + x =  50;
7x   + x  + x  = 0;
-2x  - 3x  + 5x  + x = 25.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

xj ≥ 0 (j = 1,.., 6). 
 
Ví duï. Bieán ñoåi baøi toaùn QHTT sau veà daïng chuaån: 
 
(1)  f(x) = f(x1,x2,x3) = 3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4  -------> max 

1 2 3

1 3 4

1 2 3

4x  - 6x  + 5x  =  50;
(2) 7x   + x  + x  = 0;

2x  + 3x  - 5x  = -25.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

(3)  xj ≥ 0 (j = 1,..,4).. 
 
ta xaây döïng baøi toaùn môû roäng daïng chuaån nhö sau:   
 
f (x) =  3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4  - Mx5  -  Mx6  -------> max 

1 2 3 5

1 3 4

1 2 3 6

4x  - 6x  + 5x  + x =  50;
7x   + x  + x  = 0;
-2x  - 3x  + 5x  + x = 25.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

xj ≥ 0 (j = 1,.., 6). 
 

3.3. Chuù yù. 
• Aån phuï:  Daïng toång quaùt → Daïng chính taéc  
• Aån giaû :  Daïng chính taéc → Daïng chuaån. 
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• Aån giaû ñöôïc ñöa vaøo moät caùch “giaû taïo” coát ñeå ma traän heä soá raøng buoäc coù 
chöùa  ñuû veùctô coät ñôn vò, noù chæ ñöôïc coäng hình thöùc vaøo veá traùi cuûa 
phöông trình raøng buoäc vaø taïo neân moät  phöông trình raøng buoäc môùi.  
Trong khi  aån phuï bieán  moät baát phöông trình thaønh phöông trình theo 
ñuùng logic toaùn hoïc 

• Trong haøm muïc tieâu môû roäng, heä soá cuûa caùc aån giaû ñeàu baèng M (ñoái vôùi baøi 
toaùn min) hoaëc ñeàu baèng –M (ñoái vôùi baøi toaùn max). Trong khi heä soá cuûa 
caùc aån phuï ñeàu baèng 0 trong haøm muïc tieâu.  

 
  Ví duï. Bieán ñoåi baøi toaùn QHTT sau veà daïng chuaån: 

 
(1)  f(x) = f(x1,x2,x3) = 3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4  -------> min 

2 3

3 4

1 2 3

- 9x  + 15x    50;
(2) - 6x  + 2x  = -120;

x  + 3x  - 5x  45.

≤⎧
⎪
⎨
⎪ ≥ −⎩

 

(3)  xj ≥ 0 (j = 1,..,4) 
 Giaûi. Tröôùc heát ta ñöa baøi toaùn veà daïng chính taéc baèng caùch caùch ñöa vaøo 2 aån 

phuï  x5 ≥ 0 ; x6 ≥ 0: 

(1)  f(x) = f(x1,x2,x3) = 3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4  -------> min 
2 3 5

3 4

1 2 3 6

- 9x  + 15x  + x  =  50;
(2) - 6x  + 2x  = -120;

x  + 3x  - 5x  - x  = 45.

⎧
⎪
⎨
⎪ −⎩

 

(3)  xj ≥ 0 (j = 1,..,6). 
Baøi toaùn treân chöa coù daïng chuaån. 

Ta thaáy caùc veá phaûi cuûa caùc phöông trình raøng buoäc thöù 2 vaø 3 ñeàu aâm neân baèng 
caùch ñoåi daáu hai veá cuûa caùc phöông trình naøy ta ñöôïc: 

2 3 5

3 4

1 2 3 6

- 9x  + 15x  + x  =  50;
(2)  6x  - 2x  = 120;

-x  - 3x  + 5x  + x  =45.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

0 9 15 0 1 0
A 0 0 6 2 0 0 1

1 3 5 0 0 1

0

0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Vì A coøn thieáu 1 vectô coät ñôn vò laø  e2  neân baøi toaùn chöa coù daïng chuaån. 
 - Laäp aån giaû x7 ≥ 0  vaø xaây döïng baøi toaùn môû roäng daïng chuaån nhö sau:   
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f (x) =  3x1 + 2x2 + 2x3 +  x4 +  Mx7  -------> min 
2 3 5

3 4 7

1 2 3 6

- 9x  + 15x  + x  =  50;
 6x  - 2x  + x = 120;
-x  - 3x  + 5x  + x  =45.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

xj ≥ 0 (j = 1,.., 7). 
 

3.3. Quan heä giöõa baøi toaùn xuaát phaùt vaø baøi toaùn môû roâng 
 
Moái quan heä giöõa Baøi toaùn xuaát phaùt (A) vaø Baøi toaùn môû roäng (B) nhö sau: 
  
(B) Voâ nghieäm  ⇒ (A) voâ nghieäm  
 

       Moïi aån giaû = 0⇒ Boû caùc aån giaû, ñöôïc PATU cuûa (A). 

(B) Coù nghieäm   

       Coù ít nhaát moät aån  giaû >0 ⇒ (A) khoâng coù phöông aùn naøo neân       
voâ nghieäm.    
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B- PHÖÔNG PHAÙP ÑÔN HÌNH  

 
§1. PHÖÔNG PHAÙP ÑÔN HÌNH GIAÛI BAØI TOAÙN QHTT DAÏNG CHUAÅN 

1.1.Thuaät toaùn giaûi baøi toaùn min: 
Xeùt baøi toaùn QHTT daïng chuaån:  

n

j j
j 1

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

j

(1) f (x) c x min

a x a x ... a x b ;
a x a x ... a x b ;

(2)
..............................................
a x a x ... a x b .

(3) x 0 (j 1,n).

=

= →

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

≥ =

∑

 

Qua moät soá höõu haïn caùc böôùc sau ñaây ta seõ giaûi ñöôïc baøi toaùn QHTT treân, nghóa laø 
chöùng toû ñöôïc raèng baøi toaùn voâ nghieäm hoaëc chæ ra ñöôïc moät phöông aùn toái öu cuûa 
baøi toaùn. 

Böôùc 1: Laäp baûng ñôn hình ñaàu tieân: 
Xaùc ñònh  caùc aån cô baûn 1, 2,…, m laàn löôït laø vaø laäp baûng ñôn hình 

ñaàu tieân: 
1 2 mi i ix ; x ; ...; x

 

c1 ..... cv ..... cnHeä 
soá 

Aån cô 
baûn 

Phöông 
aùn x1 ..... xv ..... xn

 
λi

1i
c  

1i
x  b1 a11 ..... a1v ..... a1n  

..... ..... ..... ..... ..... ..... ..... .....  

ri
c  

ri
x  br ar1 ..... rva ..... arn λr* 

..... ..... ..... ..... ..... ..... ..... .....  

mi
c  

mi
x  bm am1 ..... amv ..... amn  

 f(x) f0 Δ1 ..... Δv
* ..... Δn  

trong ñoù  
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i i m1 2

1 2 m

0 1 2 i m

j i 1 j i 2 j i mj j

j j

f c b c b ... c b  

[= (coät Heä soá)(coät Phöông aùn)]
c a c a ... c a c (j 1,n)

[ (coät Heä soá) (coät x ) - c ] 

= + + +

Δ = + + + − =

=

 

Böôùc 2: Nhaän ñònh tính toái öu. 

1) Neáu Δj ≤ 0 vôiù moïi j = 1,…, n, thì phöông aùn cô baûn ban ñaàu x0 (x0 coù 
thaønh phaàn thöù  ik laø 

k

0
ix bk= , coøn caùc thaønh phaàn khaùc baèng 0) laø moät 

phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn min ñang xeùt vôùi f(x0) = f0. 

2) Neáu toàn taïi Δv > 0 sao cho aiv ≤ 0 vôiù moïi i = 1,…, m, thì baøi toaùn min 
ñang xeùt voâ nghieäm, nghóa laø khoâng coù phöông aùn toái öu naøo. 

3) Neáu hai tröôøng hôïp treân ñeàu khoâng xaûy ra, nghóa laø  toàn taïi Δv > 0, vaø vôùi 
moïi j maø Δj > 0 ñeàu toàn taïi i  sao cho    aij > 0, thì sang böôùc 3.  

Böôùc 3: Tìm aån ñöa vaøo heä aån cô baûn 
Trong taát caû caùc Δj > 0, ta choïn Δv > 0 lôùn nhaát [Ta ñaùnh daáu * cho Δv döông lôùn 
nhaát trong baûng]. Khi ñoù, xv laø aån maø ta seõ ñöa vaøo heä aån cô baûn. 

Böôùc 4: Tìm aån ñöa ra khoûi  heä aån cô baûn. 

Laäp caùc tæ soá  k
k

kv

b vôùi  moïi k maø a 0
a

λ = >kv  vaø ghi vaøo coät λi cuûa baûng. Xaùc 

ñònh  

k
r k

kv

bmin{ : a 0}
a

λ = >v  

[Ta ñaùnh daáu * cho λr  nhoû nhaát trong baûng]. Khi ñoù xr laø aån maø ta seõ ñöa ra khoûi 
heä aån cô baûn. 

Böôùc 5: Tìm phaàn töû choát. 
Phaàn töû choát laø heä soá arv ôû coät v (coät chöùa Δv*), haøng r (haøng chöùa λr*) [Ta ñoùng 
khung phaàn töû choát arv]. 

Böôùc 6: Bieán ñoåi baûng. 
1) Trong coät AÅn cô baûn ta thay xr baèng xv. Trong coät Heä soá ta thay cr 

baèng cv. 

2) Duøng pheùp bieán ñoåi r
r

rv

hh := 
a

, nghóa laø haøng r môùi = haøng r cuõ (cuûa ma 

traän boå sung caùc phöông trình raøng buoäc) chia cho phaàn töû choát arv . 
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3) Vôùi caùc haøng i (i ≠ r) (cuûa ma traän boå sung caùc phöông trình raøng buoäc) ta 
duøng pheùp bieán ñoåi 

i i ivh := h -a hr

r

, 

nghóa laø (haøng i môùi) = (haøng i cuõ) – aiv(haøng r môùi). 

4) Vôùi haøng cuoái cuøng cuûa baûng (goàm f(x), f0 vaø caùc Δj), ta duøng pheùp bieán ñoåi 

c c vh := h - hΔ , 

nghóa laø (haøng cuoái môùi) = (haøng cuoái cuõ)–Δv(haøng r môùi). 

Böôùc 7: Quay veà Böôùc 2. 
Chuù yù: 

a) Trong Böôùc 3, neáu coù nhieàu Δv > 0 lôùn nhaát thì ta chæ choïn moät trong soá 
ñoù ñeå ñaùnh daáu * vaø xaùc ñònh aån ñöa vaøo töông öùng. 

b) Trong Böôùc 4, neáu coù nhieàu λr thoûa 

k
r k

kv

bmin{ : a 0}
a

λ = >v  

thì ta chæ choïn moät trong soá ñoù ñeå ñaùnh daáu * vaø xaùc ñònh aån ñöa ra  
töông öùng. 

c) Trong Böôùc 6, caùc pheùp bieán ñoåi töø 2) ñeán 4) coù theå ñöôïc thöïc hieän baèng 
phöông phaùp “ñöôøng cheùo hình chöõ nhaät” nhö sau: 

 

 
d) Trong Böôùc 6, haøng cuoái coù theå ñöôïc tính nhôø vaøo caùc haøng treân cuûa baûng 

môùi nhö khi laäp baûng ñôn hình ñaàu tieân ôû Böôùc 1. 
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1.2. Thuaät toaùn giaûi baøi toaùn max: 
Ñoái vôùi  baøi toaùn QHTT f(x) → max  ta coù theå chuyeån veà baøi toaùn min nhö 

sau: 
Ñaët  g(x) = - f(x). Ta coù  g(x) → min vaø 

f(x) ñaït max taïi x0 ⇔ g(x) ñaït min taïi x0. 
Hôn nöõa, khi ñoù  f(x0) = -g(x0). 
 Ngoaøi ra ta cuõng coù thuaät toaùn giaûi tröïc tieáp baøi toaùn max töông töï nhö thuaät 
toaùn giaûi baøi toaùn min, nhöng nhöõng ñieàu kieän veà caùc Δj  ôû haøng cuoái seõ hoøan toaøn 
ngöôïc laïi, cuï theå coù söï thay ñoåi nhö sau:  

a) Böôùc 2 (Kieåm tra tính toái öu): 
1) Neáu Δj ≥ 0 vôùi moïi j = 1,…, n, thì phöông aùn cô baûn ban ñaàu x0 (laø 

phöông aùn coù thaønh phaàn thöù  ik laø 
k

0
ix bk= , coøn caùc thaønh phaàn khaùc 

baèng 0) laø moät phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn max ñang xeùt vôùi  f(x0) = 
f0. 

2) Neáu toàn taïi Δv < 0 sao cho aiv ≤ 0 vôùi moïi i = 1,…, m, thì baøi toaùn max 
ñang xeùt voâ nghieäm, nghóa laø khoâng coù phöông aùn toái öu naøo. 

3) Neáu hai tröôøng hôïp treân ñeàu khoâng xaûy ra, nghóa laø  toàn taïi Δv < 0, vaø 
vôùi moïi j maø Δj < 0 ñeàu toàn taïi i  sao cho    aij > 0, thì sang Böôùc 3.  

b) Böôùc 3 (Tìm aån ñöa vaøo heä aån cô baûn): 
Trong taát caû caùc Δj < 0, ta choïn Δv < 0 beù  nhaát [Ta ñaùnh daáu * cho Δv aâm beù 
nhaát trong baûng]. Khi ñoù, xv laø aån maø ta seõ ñöa vaøo heä aån cô baûn. 
1.3. Moät soá ví duï: 

Ví duï 1. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

 
(1)  f(x) = f(x1,x2,x3) = 2x1 + 5x2  + 4x3 +  x4 - 5x5 -------> min 

1 2 4 5

2 3 4 5

2 5 6

x  - 6x  - 2x - 9x  = 32;
1 3(2) 2x  + x  + x + x  = 30;
2 2

3x  + x + x  = 36.

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

(3) xj ≥ 0 (j = 1,..,6) 
 

Giaûi. Baøi toaùn treân coù daïng chính taéc vôùi caùc veá phaûi cuûa caùc phöông trình raøng 
buoäc trong (2) ñeàu khoâng aâm. 

 Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 
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1 6 0 2 9 0
A 0 2 1 1 / 2 3 / 2 0

0 3 0 0 1 1

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Vì A chöùa ñuû 3 vectô coät ñôn vò e1 (coät 1), e2 (coät 3), e3 (coät 6) neân baøi toaùn coù daïng 
chuaån, trong ñoù 

- AÅn cô baûn thöù 1 laø x1; 
- AÅn cô baûn thöù 2 laø x3; 
- AÅn cô baûn thöù 3 laø x6. 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình. Laäp baûng ñôn hình: 
 

2 5 4 1 -5 0 Heä 
soá 

Aån cô 
baûn 

Phöông 
aùn x1 x2 x3 x4 x5 x6

 
λi

2 x1 32 1 -6 0 -2 -9 0  

4 x3 30 0 2 1 1/2 3/2 0  

0 x6 36 0 3 0 0 1 1  

 f(x) 184 0 -9 0 -3 -7 0  

 
 
f0 = 2.32 + 4.30 + 0.36 = 184; 
Δ1 = Δ3 = Δ6 = 0; 
Δ2 = 2.(-6) + 4.2 + 0.3 - 5 = -9; 
Δ4 = 2.(-2) + 4.(1/2) + 0.0 - 1 = -3; 
Δ5 = 2.(-9) + 4.(3/2) + 0.1 – (-5) = -7. 
Trong baûng treân ta thaáy Δj ≤ 0 vôùi moïi j = 1, 2,.., 6, neân baøi toùan min ñang xeùt coù 
moät phöông aùn toái öu laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu  x0 ñònh bôûi: 

1

3

6

2 4 5

x 32;
x 30;
x 36;
x x x 0.

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ = = =⎩

 

vôùi f(x0) = 184. 
Keát luaän: Baøi toaùn coù phöông aùn toái öu laø x0 = (32, 0, 30, 0, 0, 36) 
vôùi f(x0) = 184. 

 16



Ví duï 2. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

(1) f(x) = f(x1,x2,x3) = 6x1 +  x2  +  x3 + 3x4  + x5 - 7x6  ------> min 
1 2 4 6

1 3 6

1 4 5 6

-x  + x  - x  + x  = 15;
(2) 2x  - x  + 2x  = -9;

4x  + 2x + x  -  3x = 2.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

(3) xj ≥ 0 (j = 1,..,6). 
 Giaûi. Baøi toaùn treân coù daïng chính taéc vôùi veá phaûi cuûa phöông trình raøng buoäc thöù 

2 trong (2) laø -9 < 0. Ñoåi daáu hai veá cuûa phöông trình naøy, ta ñöa veà  baøi toaùn 
sau: 

(1) f(x) = f(x1,x2,x3) = 6x1 +  x2  +  x3 + 3x4  + x5 - 7x6  ------> min 
1 2 4 6

1 3 6

1 4 5 6

-x  + x  - x  + x  = 15;
(2 ') -2x  + x  - 2x  = 9;

4x  + 2x + x  -  3x = 2.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

(3) xj ≥ 0 (j = 1,..,6). 

Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 
1 1 0 1 0 1

A 2 0 1 0 0
4 0 0 2 1 3

2
− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Vì A chöùa ñuû 3 vectô coät ñôn vò e1 (coät 2), e2 (coät 3), e3 (coät 5) neân baøi toaùn coù daïng 
chuaån, trong ñoù 

- AÅn cô baûn thöù  1 laø x2; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x3; 
- AÅn cô baûn thöù  3 laø x5. 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình. 
Laäp baûng ñôn hình:  

6 1 1 3 1 -7  Heä  
soá 

Aån cô  
baûn 

Phöông 
 aùn x1 x2 x3 x4 x5 x6

 
λi  

1 x2 15 -1 1 0 -1 0 1  

1 x3 9  -2 0 1 0  0  -2  
 
Baûng I 

1 x5 2  4 0 0 2 1 -3  h2:= h2+2h1

 f(x) 26 -5 0 0 -2 0 3*  h3:= h3+3h1

-7 x6 15 -1 1 0 -1 0 1  hc:= hc - 3h1

1 x3 39 -4 2 1 -2 0  0  Baûng II 
1 x5 47 1 3 0 -1 1 0   

 f(x) -19 -2 -3 0 1 0 0   
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Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 
f0 = 1.15 + 1.9 + 1.2 = 26; 
Δ2 = Δ3 = Δ5 = 0; 
Δ1 = 1.(-1) + 1.(-2) + 1.4 - 6 = -5; 
Δ4 = 1.(-1) + 1.0 + 1.2 - 3 = -2; 
Δ6 = 1.1 + 1.(-2) + 1.(-3) – (-7) = 3. 
 
Trong Baûng I ta thaáy toàn taïi Δ6 = 3 > 0 vaø treân coät  töông öùng coù a13=1>0 (a23 = -2, 
a33 = -3) neân ta choïn aån ñöa vaøo laø x6, aån ñöa ra laø x2, phaàn töû choát laø a13=1.  Sau 
ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi caïnh baûng. 
 
Baûng II: Trong Baûng II, ta thaáy toàn taïi Δ4 = 1 > 0 maø ai4 ≤ 0 vôùi moïi j = 1, 2, 3   
(a14= -1, a24 = -2, a34 = -1) neân baøi toùan min ñang xeùt voâ nghieäm. 
 
Ví duï 3. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

(1) f(x) = f(x1,x2,x3) = 3x1 + 8x2  + 5x3   ------> max 
1 2

1 3

1 2 3

x  + 3x  4;
(2) x  + 2x   7;

x  + 3x + 2x   12.

≤⎧
⎪ ≤⎨
⎪ ≤⎩

 

(3) xj ≥ 0 (j = 1, 2, 3) 
 
Giaûi. Chuyeån veà baøi toaùn min baèng caùch ñaët  

g(x) = -f(x) = -3x1 - 8x2  - 5x3

Ta coù baøi toaùn: 
(1’) g(x) = - 3x1 - 8x2 - 5x3   ------> min 

1 2

1 3

1 2 3

x  + 3x  4;
(2) x  + 2x   7;

x  + 3x + 2x   12.

≤⎧
⎪ ≤⎨
⎪ ≤⎩

 

(3) xj ≥ 0 (j = 1, 2, 3) 
 
Bieán ñoåi baøi toaùn treân veà daïng chính taéc baèng caùch ñöa vaøo caùc aån phuï xj ≥ 0         
(j = 4, 5, 6): 
 
 (1’) g(x) = - 3x1 - 8x2 - 5x3   ------> min 
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1 2 4

1 3 5

1 2 3 6

x  + 3x + x  = 4;
(2 ') x  + 2x  + x  =  7;

x  + 3x + 2x  + x  =  12.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

 

 (3’) xj ≥ 0 (j = 1,2,..,6) 
Baøi toaùn daïng chính taéc treân coù caùc veá phaûi cuûa caùc phöông trình raøng buoäc trong 
(2’) ñeàu khoâng aâm. 

Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

1 3 0 1 0 0
A 1 0 2 0 1 0

1 3 2 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Vì A chöùa ñuû 3 vectô coät ñôn vò e1 (coät 4), e2 (coät 5), e3 (coät 6) neân baøi toaùn coù daïng 
chuaån, trong ñoù 

- AÅn cô baûn thöù  1 laø x4; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x5; 
- AÅn cô baûn thöù  3 laø x6. 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình. Laäp baûng ñôn hình:  
-3 -8 -5 0 0  0  Heä  

soá 
Aån cô  
baûn 

Phöông 
 aùn x1 x2 x3 x4 x5 x6

 
λi  

0 x4 4 1 3  0 1 0  0 λ1 = 4/3*  
0 x5 7 1 0 2 0  1  0  Baûng I 
0 x6 12 1 3 2 0 0 1 λ3 = 12/3 h1:=(1/3)h1

 g(x) 0 3 8* 5 0 0 0  h3:= h3 -3h1

-8 x2 4/3 1/3 1 0 1/3 0  0  hc:= hc - 8h1

0 x5 7 1 0 2

 
0  1  0 λ2 = 7/2* Baûng II 

0 x6 8 0 0 2 -1 0 1 λ3 = 8/2 h2:=(1/2)h2

 g(x) -32/3 1/3 0 5* -8/3 0  0  h3:= h3 - 2h2

-8 x2 4/3 1/3 1 0 1/3 0  0 hc:= hc - 5h2

-5 x3 7/2 1/2 0 1 0  1/2  0 Baûng III 
0 x6 1 -1 0 0 -1 -1 1 

 

 

 g(x) -169/6 -13/6 0 0 -8/3 -5/2 0   

 

Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 
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g0 = 0.4+ 0.7 + 0.12 = 0; 
Δ4 = Δ5 = Δ6 = 0; 
Δ1 = 0.1 + 0.1 + 0.1 – (-3) = 3; 
Δ2 = 0.3 + 0.0 + 0.3 – (-8) = 8; 
Δ3 = 0.0 + 0.2 + 0.2 – (-5) = 5; 
 
Trong Baûng I ta thaáy toàn taïi caùc Δj > 0 laø: Δ1 = 3, Δ2 = 8, Δ3 = 5 vaø treân moãi coät 
töông öùng coù  heä soá döông. Ta choïn Δ2 = 8 döông lôùn nhaát vaø aån ñöa vaøo laø x2, khi 
ñoù treân coät  töông öùng coù caùc heä soá döông laø a12 = 3, a32 = 3 neân ta laäp caùc tæ soá  λ1 

= 4/3, λ3 = 12/3. Ta choïn tæ soá λ1 = 4/3 nhoû nhaát vaø aån ñöa ra laø x4, phaàn töû choát laø 
a12=3.  Sau ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi caïnh baûng. 
 
Baûng II: Lyù luaän töông töï  nhö treân, ta thaáy phöông aùn cô baûn ban ñaàu trong 
baûng naøy chöa toái öu vaø cuõng khoâng coù daáu hieäu cho thaáy baøi toaùn voâ nghieäm. Bieán 
ñoåi Baûng II baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi caïnh baûng. 
 
Baûng III: Trong Baûng III ta thaáy Δj ≤ 0 vôùi moïi j = 1, 2,.., 6, neân baøi toùan min 
ñang xeùt coù moät phöông aùn toái öu laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu x1 ñònh bôûi: 

2

3

6

1 4 5

x 4 / 3;
x 7 / 2;
x 1;
x x x 0.

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ = = =⎩

 

vôùi g(x1) = -169/6. Boû ñi caùc aån phuï, ta ñöôïc phöông aùn toái öu cuûa baøi toaùn min laø 
x0=(x1,x2,x3)= (0, 4/3, 7/2) vôùi g(x0) = -169/6. 
Keát luaän: Baøi toaùn max ñaõ cho coù phöông aùn toái öu laø x0=(0, 4/3, 7/2) vôùi f(x0) = 
169/6. 
 

Ví duï 4. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

(1) f(x) = f(x1,x2,x3) = -2x1 + 6x2 + 4x3 - 2x4 + 3x5   ------> max 
1 2 3

2 3 4

2 5

x  + 2x  + 4x = 52;
(2) 4x  + 2x  + x = 60;

3x + x   36.

⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

 

(3) xj ≥ 0 (1≤ j ≤ 5) 
 
Giaûi. Baøi toaùn treân coù daïng chính taéc vôùi caùc veá phaûi cuûa caùc phöông trình raøng 
buoäc trong (2) ñeàu khoâng aâm. 
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Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

1 2 4 0 0
A 0 4 2 1 0

0 3 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Vì A chöùa ñuû 3 vectô coät ñôn vò e1 (coät 1), e2 (coät 4), e3 (coät 5) neân baøi toaùn coù daïng 
chuaån, trong ñoù 

- AÅn cô baûn thöù  1 laø x1; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x4; 
- AÅn cô baûn thöù  3 laø x5. 
 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình. Laäp baûng ñôn hình: 
 

-2 6 4 -2 3  Heä  
soá 

Aån cô  
baûn 

Phöông 
 aùn x1 x2 x3 x4 x5

 
λi  

-2 x1 52 1 2 4  0 0 λ1 = 52/4*  
-2 x4 60 0 4 2 1  0 λ2= 60/2 Baûng I 
3 x5 36 0 3 0 0 1  h1:=(1/4)h1

 f(x) -116 0 -9 -16* 0 0  h2:= h2 - 2h1

4 x3 13 1/4 1/2 1 0 0 λ1 = 13.2 hc:= hc +16h1

-2 x4 34 -1/2 3  0 1  0  λ2 = 34/3* Baûng II 
3 x5 36 0 3 0 0 1 λ3 = 36/3 h2:=(1/3)h2

 f(x) 92 4 -1* 0 0 0  h1:= h1 - (1/2)h2

4 x3 22/3 1/3 0 1 -1/6 0 h3:= h3 – 3h2

6 x2 34/3 -1/6 1 0 1/3  0  hc:= hc + h2

3 x5 2 1/2 0 0 -1 1 

 

Baûng III 

 f(x) 310/3 23/6 0 0 1/3 0   

 

Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 
f0 = -2.52 - 2.60 + 3.36 = -116; 
Δ1 = Δ4 = Δ5 = 0; 
Δ2 = -2.2 - 2.4 + 3.3 – 6 = -9; 
Δ3 = -2.4 - 2.2 + 3.0 – 4 = -16. 
Trong Baûng I, ta thaáy toàn taïi caùc Δj < 0 laø: Δ2 = -9, Δ3 = -16 vaø treân moãi coät töông 
öùng coù  heä soá döông. Ta choïn Δ3 = -16 aâm nhoû  nhaát vaø aån ñöa vaøo laø x3, khi ñoù 
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treân coät  töông öùng coù caùc heä soá döông laø a13 = 4, a23 = 2 neân ta laäp caùc tæ soá  λ1 = 
52/4, λ2 = 60/2. Ta choïn tæ soá λ1 = 52/4 nhoû nhaát vaø aån ñöa ra laø x1, phaàn töû choát laø 
a13 = 4.  Sau ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi caïnh baûng. 
 
Baûng II: Lyù luaän töông töï  nhö treân, ta thaáy phöông aùn cô baûn ban ñaàu trong 
baûng naøy chöa toái öu vaø cuõng khoâng coù daáu hieäu cho thaáy baøi toaùn voâ nghieäm. Bieán 
ñoåi Baûng II baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi caïnh baûng. 
Baûng III: Trong Baûng III ta thaáy Δj ≥ 0 vôùi moïi j = 1, 2,.., 5, neân baøi toùan max 
ñang xeùt coù moät phöông aùn toái öu laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu x0 ñònh bôûi: 

3

2

5

1 4

x 22 / 3;
x 34 / 3;
x 2;
x x 0.

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ = =⎩

 

vôùi f(x0) = 310/3.  
Keát luaän: Baøi toaùn max ñaõ cho coù phöông aùn toái öu laø  x0=(0, 34/3, 22/3, 0, 2) vôùi 
f(x0) = 310/3. 
 
§2. PHÖÔNG PHAÙP ÑÔN HÌNH MÔÛ ROÄNG GIAÛI BAØI TOAÙN QHTT DAÏNG 
CHÍNH TAÉC 

  
Thuaät toaùn ñôn hình môû roäng giaûi baøi toaùn QHTT daïng chính taéc töông töï nhö  
thuaät toaùn ñôn hình giaûi baøi toaùn QHTT daïng chuaån, nhöng coù moät soá ñieåm caàn 
chuù yù nhö sau: 
 
1) Do haøm muïc tieâu môû roäng laø f (x) f (x) M( aån giaû)= + ∑  ñoái vôùi  baøi toaùn min, 

vaø laø f (x) f (x) M( aån giaû)= − ∑  ñoái vôùi  baøi toaùn max, neân trong caùc baûng ñôn 

hình, ôû coät Heä soá coù theå coù caùc heä soá phuï thuoäc M. Khi ñoù, ôû haøng cuoái goàm 
0f (x); f  vaø caùc Δj, caùc heä soá seõ coù daïng αj + βjM, do ñoù ngöôøi ta thöôøng chia 

haøng cuoái thaønh 2 haøng nhoû: Haøng nhoû treân  ghi caùc soá  αj; Haøng nhoû treân  ghi 
caùc soá  βjM.  Caùc haøng naøy cuõng tuaân thuû caùc pheùp bieán ñoåi cuûa baûng  gioáng nhö 
caùc haøng khaùc. 

2) Vì M laø moät ñaïi löôïng döông raát lôùn, neân khi so saùnh caùc soá daïng  α + βM vaø  
α′ + β′M, ta coù qui taéc sau: 
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';
M ' 'M

'.

0;
tuøy yù.

M 0
0;
0.

';
, '  tuøy yù.

M ' 'M
';
'.

α = α⎧
α + β = α + β ⇔ ⎨β = β⎩

β >⎡⎧
⎨⎢ α⎩⎢α + β > ⇔ ⎢ β =⎧
⎢⎨α >⎢⎩⎣
β > β⎡⎧
⎨⎢ α α⎩⎢α + β > α + β ⇔ ⎢ β = β⎧
⎢⎨α > α⎢⎩⎣  

Do ñoù khi xeùt daáu Δj, heä soá βj ôû haøng nhoû döôùi ñöôïc xem xeùt tröôùc; vaø chæ khi 
naøo  βj = 0, ta môùi xeùt ñeán heä soá αj ôû haøng nhoû treân. Töông töï, khi so saùnh caùc 
Δj, caùc heä soá βj ôû haøng nhoû döôùi ñöôïc so saùnh  tröôùc; vaø chæ khi naøo  caùc βj baèng 
nhau, ta môùi so saùnh caùc heä soá αj ôû haøng nhoû treân. 
 

3) Trong baûng ñôn hình ñaàu tieân, taát caû caùc aån giaû ñeàu coù trong coät AÅn cô baûn (vì 
chuùng ñeàu laø caùc aån cô baûn).  Moãi khi moät aån giaû bò ñöa ra khoûi heä aån cô baûn 
thì khoâng bao giôø ta ñöa aån giaû ñoù trôû laïi nöõa, vì vaäy trong baûng ñôn hình ta coù 
theå boû ñi caùc coät öùng vôùi caùc aån giaû. 

 
Ví duï 1. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

1 2 4 5

3 4

2 3 4 5

1 2 3 4 5

(1) f (x) x 2x x 5x min

-3x   - 9x  = 0;
(2) x  - 7x  - 5x - 2x  = 5;

1 2 4 1x  - x  + x + x + x = .
3 3 3 3

= + + − →

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2
3

0

 

(3) xj ≥ 0 (1≤ j ≤ 5) 
 
Giaûi. Baøi toaùn treân coù daïng chính taéc vôùi veá phaûi cuûa phöông trình raøng buoäc 
trong (2) ñeàu khoâng aâm. 
Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

0 0 3 9
A 0 1 7 5 2

1 1 / 3 2 / 3 4 / 3 1 / 3

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

−  
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A chöùa vectô coät ñôn vò e3 (coät 1), khoâng chöùa caùc vectô coät ñôn vò e1, e2  neân baøi 
toaùn chöa coù daïng chuaån. Ta ñöa vaøo caùc aån giaû   xj ≥ 0 (j = 6, 7) vaø laàn löôït coäng 
x6, x7 vaøo veá traùi cuûa caùc phöông trình raøng buoäc thöù 1, thöù 2  ñeå xaây döïng baøi 
toaùn môû roäng daïng chuaån: 

1 2 4 5 6 7

3 4 6

2 3 4 5 7

1 2 3 4 5

(1) f (x) x 2x x 5x Mx Mx min

-3x   - 9x  + x  = 0;
(2) x  - 7x  - 5x - 2x  + x = 5;

1 2 4 1 2x  - x  + x + x + x = .
3 3 3 3 3

= + + − + + →

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

 

(3) xj ≥ 0 (1≤ j ≤ 7) 
Khi ñoù baøi toaùn coù  

- AÅn cô baûn thöù  1 laø x6; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x7; 
- AÅn cô baûn thöù  3 laø x1. 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình môû  roäng. 
Laäp baûng ñôn hình:  

1 2 0 1 -5   Heä  
soá 

Aån cô  
baûn 

Phöông
 aùn x1 x2 x3 x4 x5

 
λi  

M x6 0 0 0  -3 -9 0    

M x7 5 0 1  -7 -5  -2   Baûng I 
1 x1 2/3  1 -

1/3 
2/3 4/3 1/3  h3:= h3+(1/3)h2

2/3 0 -
7/3 

2/3 1/3 16/3 f(x)  

5M 0 M* -10M -14M -2M

 hc1:= hc1+(7/3)h2

hc2:= hc2-M.h2

M x6 0 0 0  -3 -9 0    
2 x2 5 0 1 -7 -5  -2   Baûng II 
1 x1 7/3  1 0 -5/3 -1/3 -1/3   

37/3 0 0 -47/3 -34/3 2/3  f(x)  
0 0 0 -3M -9M 0 

 

 

Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 
0f M.0 M.5 1.(2 / 3) 2 / 3 5M;= + + = +  

Δ1 = 0; 
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Δ2 = M.0 + M.1 + 1.(-1/3) -2 = -7/3 + M; 
Δ3 = M.(-3) + M.(-7) + 1.(2/3) - 0 = 2/3  - 10M; 
Δ4 = M.(-9) + M.(-5) + 1.(4/3) - 1 = 1/3  - 14M; 
Δ5 = M.0 + M.(-2) + 1.( 1/3) - 5= 16/3  - 2M. 
Trong Baûng I ta thaáy toàn taïi duy nhaát moät  Δj > 0 laø: Δ2 = -7/3 + M > 0 vaø treân coät  
töông öùng chæ coù moät heä soá döông laø a22=1>0  neân ta choïn aån ñöa vaøo laø x2, aån ñöa 
ra laø x7, phaàn töû choát laø a22=1.  Sau ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi 
caïnh baûng. 
Baûng II: Trong Baûng II, ta thaáy toàn taïi Δ5 = 2/3 > 0 maø ai5 ≤ 0 vôùi moïi j = 1, 2, 3 
(a15= 0, a25 = -2, a35 = -1/3) neân baøi toùan min môû roäng voâ nghieäm. Suy ra baøi toaùn 
min xuaát phaùt cuõng voâ nghieäm. 
Keát luaän: Baøi  toaùn ñaõ cho khoâng coù phöông aùn toái öu. 
Ví duï 2. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

(1) f (x) 2x 4x 2x max
x - 2x  + x  = 27;

(2) 2x  + x  + 2x  = 50;
x  - x  x 18.

(3) x 0 (j 1, 3)

= − − + →

⎧
⎪
⎨
⎪ − ≤⎩
≥ =

 

Giaûi. Bieán ñoåi baøi toaùn treân veà daïng chính taéc baèng caùch ñöa vaø aån phuï x4 ≥ 0: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

j

(1 ') f (x) 2x 4x 2x max
x - 2x  + x  = 27;

(2 ') 2x  + x  + 2x  = 50;
x  - x  x + x 18.

(3 ') x 0 (j 1, 4)

= − − + →

⎧
⎪
⎨
⎪ − =⎩
≥ =

 

Caùc veá phaûi cuûa phöông trình raøng buoäc trong (2’) ñeàu khoâng aâm. 
Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

1 2 1 0
A 2 1 2 0

1 1 1 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

A chöùa vectô coät ñôn vò e3 (coät 4), khoâng chöùa caùc vectô coät ñôn vò e1, e2  neân baøi 
toaùn chöa coù daïng chuaån. Ta ñöa vaøo caùc aån giaû     xj ≥ 0 (j = 5, 6)  vaø laàn löôït coäng 
x5, x6 vaøo veá traùi cuûa caùc phöông trình raøng buoäc thöù 1, thöù 2 ñeå xaây döïng baøi toaùn 
môû roäng daïng chuaån: 
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1 2 3 5 6

1 2 3 5

1 2 3 6

1 2 3 4

j

(1 '') f (x) 2x 4x 2x Mx Mx max
x - 2x  + x  + x  = 27;

(2 '') 2x  + x  + 2x  + x  = 50;
x  - x  x + x 18.

(3 '') x 0 (j 1, 6)

= − − + − − →

⎧
⎪
⎨
⎪ − =⎩
≥ =

 

 Khi ñoù baøi toaùn coù  
- AÅn cô baûn thöù  1 laø x5; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x6; 
- AÅn cô baûn thöù  3 laø x4. 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình môû  roäng. Laäp baûng ñôn hình:  
-2 -4 2 0  Heä soá Aån cô  

baûn 
Phöông 

 aùn x1 x2 x3 x4

 
λi  

-M x5 27 1 -2 1 0 λ1=27/1 Baûng I 
-M x6 50 2 1 2  0 λ2=50/2* h2:=(1/2)h2

0 x4 18 1 -1 -1 1  h1:= h1+ h2

0 2 4 -2 0  f(x)  
-77M -3M M -3M* 0 

 h3:= h3+ h2

hc1:= hc1+2h2

-M x5 2 0 -5/2 0 0  hc2:= hc2+ 3M.h2

2 x3 25 1 1/2 1 0  Baûng II 
0 x4 43 2 -1/2 0 1   

50 4 5 0 0  
 

f(x)  

 -2M 0 5M/2 0 0 
 

Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 

0f M.27 M.50 0.18 77M;= − − + = −  

Δ4 = 0; 
Δ1 = -M.1 - M.2+ 0.1 – (-2) = 2 -3M; 
Δ2 = -M.(-2) - M.1+ 0.(-1) – (-4) = 4 + M; 
Δ3 = -M.1 - M.2+ 0.(-1) – 2 = -2 - 3M. 
Trong Baûng I ta thaáy toàn taïi caùc Δj < 0 laø: Δ1 = 2 -3M < 0, Δ3 = -2 -3M < 0 vaø treân 
moãi coät töông öùng coù  heä soá döông. Ta choïn         Δ3 = -2 -3M döông lôùn nhaát vaø aån 
ñöa vaøo laø x3, khi ñoù treân coät  töông öùng coù caùc heä soá döông laø a13 =1 > 0, a23 = 2 > 
0. Ta laäp caùc tæ soá  λ1 = 27/1, λ2 = 50/2; choïn tæ soá λ2 = 25 nhoû nhaát vaø aån ñöa ra laø 
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x6, phaàn töû choát laø a23 = 2.  Sau ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi 
caïnh baûng: 
Baûng II: Trong Baûng II ta thaáy Δj ≥ 0 vôùi moïi j = 1, 2, 3, 4, neân baøi toaùn môû roäng 
max coù moät phöông aùn toái öu laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu 0x  ñònh bôûi: 

5

3

4

1 2 6

x 2;
x 25;
x 43;
x x x 0.

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ = = =⎩

 

vôùi 0f (x ) 50 2M.= −  

Vì baøi toaùn môû roäng max coù phöông aùn toái öu laø   0x  = (0, 0, 25, 43, 2, 0), trong ñoù 
aån giaû x5 = 2 > 0 neân baøi toaùn max xuaát phaùt khoâng coù phöông aùn naøo.                     
Keát luaän: Baøi  toaùn ñaõ cho khoâng coù phöông aùn naøo vaø do ñoù khoâng coù phöông aùn 
toái öu. 
Ví duï 3. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

 
1 2 3

1 2 3

1 2

j

(1) f (x) 16x 7x 9x min
2 1 1x - x  + x  = ;

(2) 3 3 3
-5x  + 5x   = 7.

(3) x 0 (j 1, 3)

= − + + →

⎧−⎪
⎨
⎪⎩
≥ =

 

Giaûi. Baøi toaùn treân coù daïng chính taéc vôùi veá phaûi cuûa phöông trình raøng buoäc 
trong (2) ñeàu khoâng aâm. 
Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

2 1 1
A 3 3

5 5 0

⎛ ⎞− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
−⎝ ⎠

 

A chöùa vectô coät ñôn vò e1 (coät 3), khoâng chöùa  vectô coät ñôn vò e2,  neân baøi toaùn 
chöa coù daïng chuaån. Ta ñöa vaøo aån giaû   x4 ≥ 0  vaø x4 vaøo veá traùi cuûa phöông trình 
raøng buoäc thöù 2  ñeå xaây döïng baøi toaùn môû roäng daïng chuaån: 

1 2 3 4

1 2 3

1 2 4

j

(1 ') f (x) 16x 7x 9x Mx min
2 1 1x - x  + x  = ;

(2 ') 3 3 3
-5x  + 5x   + x = 7.

(3 ') x 0 (j 1, 4)

= − + + + →

⎧−⎪
⎨
⎪⎩
≥ =

 

Khi ñoù baøi toaùn coù  
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- AÅn cô baûn thöù  1 laø x3; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x4. 

 
Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình môû  roäng. Laäp baûng ñôn hình: 
 

-16 7 9  Heä soá Aån cô  
baûn 

Phöông 
 aùn x1 x2 x3

 
λi  

9 x3 1/3 -2/3 -1/3 1  Baûng I 
M x4 7 -5 5  0  h2:=(1/5)h2

3 10 -10 0 h1:= h1+ (1/3)h2 f(x)  
7M -5M 5M* 0 

 
hc1:= hc1+10h2

9 x3 4/5 -1 0 1  hc2:= hc2 - 5M.h2

7 x2 7/5 -1 1 0  Baûng II 

 f(x)  17 0 0 0  

 

Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 

0f = 9.(1/3) + M.7 = 3 + 7M; 

Δ3 = 0; 
Δ1 = 9.(-2/3) + M.(-5) – (-16) = 10 – 5M; 
Δ2 = 9.(-1/3) + M.5 – 7 = -10 + 5M. 
Trong Baûng I, ta thaáy toàn taïi duy nhaát moät  Δj > 0 laø: Δ2 = -10 + 5M > 0 vaø treân 
coät  töông öùng chæ coù moät heä soá döông laø a22=5>0  neân ta choïn aån ñöa vaøo laø x2, aån 
ñöa ra laø x4, phaàn töû choát laø a22=5.  Sau ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp bieán 
ñoåi ghi caïnh baûng. 
Baûng II: Trong Baûng II ta thaáy Δj ≤ 0 vôùi moïi j = 1, 2, 3 neân baøi toaùn môû roäng 
min coù moät phöông aùn toái öu laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu 0x  ñònh bôûi: 

3

2

1 4

x 4 / 5;
x 7 / 5;
x x 0.

=⎧
⎪ =⎨
⎪ = =⎩

 

vôùi 0f (x ) 17.=  

Baøi toaùn môû roäng f (x) min→  coù phöông aùn toái öu laø 0x  = (0, 7/5, 4/5, 0), trong ñoù 
aån giaû duy nhaát x4 = 0 neân baøi toaùn   xuaát phaùt coù phöông aùn toái öu laø 
x

f (x) min→
0 = (0, 7/5, 4/5) vôùi     f(x0) = 17.      
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Keát luaän: Baøi  toaùn ñaõ cho coù phöông aùn toái öu laø x0 = (0, 7/5, 4/5) vôùi f(x0) = 17. 
 
Ví duï 4. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

j

(1) f (x) 2x 3x 3x max
3x - x  12;

(2) x  + 2x  - x   1;
x  - x  x 3.

(3) x 0 (j 1, 3)

= − + − →

≤⎧
⎪ ≥⎨
⎪ − =⎩
≥ =

 

Giaûi. Chuyeån veà baøi toaùn min baèng caùch ñaët  
g(x) = -f(x) = -2x1 + 3x2  - 3x3

Ta coù baøi toaùn: 
 

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

j

(1 ') g(x) 2x 3x 3x min
3x - x  12;

(2) x  + 2x  - x   1;
x  - x  x 3.

(3) x 0 (j 1, 3)

= − + →

≤⎧
⎪ ≥⎨
⎪ − =⎩
≥ =

 

Bieán ñoåi baøi toaùn treân veà daïng chính taéc baèng caùch ñöa vaø aån phuï x4 ≥ 0, x5 ≥ 0: 
1 2 3

1 2 4

1 2 3 5

1 2 3

j

(1 ') g(x) 2x 3x 3x min
3x - x  + x 12;

(2 ') x  + 2x  - x  - x  1;
x  - x  x 3.

(3 ') x 0 (j 1,5)

= − + →

=⎧
⎪ =⎨
⎪ − =⎩
≥ =

 

Caùc veá phaûi cuûa phöông trình raøng buoäc trong (2’) ñeàu khoâng aâm. 
Ma traän heä soá raøng buoäc laø: 

3 1 0 1 0
A 1 2 1 0 1

1 1 1 0 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

−  

A chöùa vectô coät ñôn vò e1 (coät 4), khoâng chöùa caùc vectô coät ñôn vò e2, e3  neân baøi 
toaùn chöa coù daïng chuaån. Ta ñöa vaøo caùc aån giaû     xj ≥ 0 (j = 6, 7)  vaø laàn löôït coäng 
x6, x7 vaøo veá traùi cuûa caùc phöông trình raøng buoäc thöù 2, thöù 3 ñeå xaây döïng baøi toaùn 
môû roäng daïng chuaån: 
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1 2 3 6 7

1 2 4

1 2 3 5 6

1 2 3 7

j

(1 '') g(x) 2x 3x 3x Mx Mx min
3x - x  + x 12;

(2 '') x  + 2x  - x  - x x  1;
x  - x  x x 3.

(3 '') x 0 (j 1,7)

= − + + + →

=⎧
⎪ + =⎨
⎪ − + =⎩
≥ =

 

 Khi ñoù baøi toaùn coù  
- AÅn cô baûn thöù  1 laø x4; 
- AÅn cô baûn thöù  2 laø x6; 
- AÅn cô baûn thöù  3 laø x7. 

Ta giaûi baøi toaùn baèng phöông phaùp ñôn hình môû  roäng. Laäp baûng ñôn hình:  
2 -3 3 0 0  Heä  

soá 
Aån cô  
baûn 

Phöông 
aùn x1 x2 x3 x4 x5

 
λi  

0 x4 12 3 -1 0 1 0 λ1 = 12/3  

M x6 1 1  2 -1 0 -1 λ2 = 1/1* Baûng I 
M x7 3 1 -1 -1 0 0 λ3 = 3/1 h1:= h1-3h2

0 -2 3 -3 0 0 h3:= h3- h2 g(x)  
4M 2M* M -2M 0 -M

 
hc1:= hc1+2h2

0 x4 9 0 -7 3 1 3 hc2:= hc2-2M.h2

2 x1 1 1 2 -1 0 -1 Baûng II 
M x7 2 0 -3 0 0 1  

λ1 = 9/3 

λ3 = 2/1 

h1:= h1-3h3

2 0 7 -5 0 -2 h2:= h2+ h3 g(x)  
2M 0 -3M 0 0 M*

 
hc1:= hc1+2h3

0 x4 3 0 2  3 1 0 hc2:= hc2-M.h3

2 x1 3 1 -1 -1 0 0 Baûng III 
0 x5 2 0 -3 0 0 1 

 

h1:= (1/2)h1

 g(x)  6 0 1* -5 0 0  h2:= h2+ h1

-3 x2 3/2 0 1 3/2 1/2 0 h3:= h3+3h1

2 x1 9/2 1 0 1/2 1/2 0 hc:= hc - h1

0 x5 13/2 0 0 9/2 3/2 1 

 

Baûng IV 

 g(x)  9/2 0 0 -13/2 -1/2 0  
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Baûng I: Ta tìm ñöôïc: 

0f = 0.12 + M.1 + M.3 = 4M; 

Δ4 = 0; 
Δ1 = 0.3 + M.1 + M.1 - 2 = -2 + 2M; 
Δ2 = 0.(-1) + M.2 + M.(-1) – (-3) = 3 + M; 
Δ3 = 0.0 + M.(-1) + M.(-1) – 3 = -3 - 2M; 
Δ5 = 0.0 + M.(-1) + M.0 – 0 = -M. 
 
Trong Baûng I ta thaáy toàn taïi caùc Δj > 0 laø: Δ1 = -2 +2M >0, Δ3 = 3 + M > 0 vaø treân 
moãi coät töông öùng coù  heä soá döông. Ta choïn Δ1 = -2 +2M döông lôùn nhaát vaø aån ñöa 
vaøo laø x1, khi ñoù treân coät  töông öùng coù caùc heä soá döông laø a11 =3 > 0, a21 = 1 > 0, 
a31 = 1 > 0. Ta laäp caùc tæ soá  λ1 = 12/3, λ2 = 1/1, λ3 = 3/1; choïn tæ soá λ2 = 1 nhoû nhaát 
vaø aån ñöa ra laø x6, phaàn töû choát laø a21 = 1.  Sau ñoù, bieán ñoåi Baûng I baèng caùc pheùp 
bieán ñoåi ghi caïnh baûng. 
 
Baûng II vaø III: Lyù luaän töông töï  nhö treân, ta thaáy caùc phöông aùn cô baûn ban ñaàu 
trong caùc baûng naøy chöa toái öu vaø cuõng khoâng coù daáu hieäu cho thaáy baøi toaùn voâ 
nghieäm. Bieán ñoåi caùc baûng baèng caùc pheùp bieán ñoåi ghi caïnh caùc baûng. 
 
Baûng IV: Trong Baûng Iv ta thaáy Δj ≤ 0 vôùi moïi j = 1, 2,..., 5, neân baøi toaùn môû roäng 
min coù moät phöông aùn toái öu laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu 0x  ñònh bôûi: 

2

1

5

3 4 6 7

x 3 / 2;
x 9 / 2;
x 13 / 2;
x x x x 0.

=⎧
⎪ =⎪
⎨ =⎪
⎪ = = = =⎩

 

vôùi 0g(x ) 9 / 2.=  

Baøi toaùn môû roäng g(x) min→  coù phöông aùn toái öu laø  0x  = (9/2, 3/2, 0, 0, 13/2, 0, 
0), trong ñoù caùc aån giaû x6, x7 ñeàu baèng 0 neân baøi toaùn   coù phöông aùn 
toái öu laø x

g(x) min→
0 = (9/2, 3/2, 0) vôùi g(x0) = 9/2 (ta boû ñi caùc aån phuï x4 = 0, x5 = 13/2).                  

 
Keát luaän: Baøi  toaùn max ñaõ cho coù phöông aùn toái öu laø x0 = (9/2, 3/2, 0) vôùi         
f(x0) = -9/2. 
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C - BAØI TOAÙN ÑOÁI NGAÃU  

§1. ÑÒNH NGHÓA BAØI TOAÙN ÑOÁI NGAÃU. 
Caëp baøi toaùn QHTT ñoái  ngaãu laø caëp baøi toùan  coù daïng sau: 

trong ñoù moãi caëp raøng buoäc ñoái ngaãu  laø moät caëp goàm: Raøng buoäc thöù i ôû baøi 
toaùn naøy vaø Raøng buoäc veà daáu cuûa aån thöù i cuûa baøi toaùn kia.  
 
Nhö vaäy, vôùi qui öôùc: 

• Ñoái vôùi baøi toaùn min moät raøng buoäc ñöôïc goïi laø baát phöông trình raøng 
buoäc töông thích neáu  coù daïng  ≥, laø baát phöông trình raøng buoäc khoâng 
töông thích neáu coù daïng  ≤. 

• Ñoái vôùi baøi toaùn max moät raøng buoäc ñöôïc goïi laø baát phöông trình raøng 
buoäc töông thích neáu coù daïng ≤, laø baát phöông trình raøng buoäc khoâng 
töông thích neáu coù daïng ≥. 

 
 Baát phöông trình 

raøng buoäc töông thích 
Baát phöông trình 

  raøng buoäc khoâng töông thích 
Baøi toaùn min ≥ ≤ 

Baøitoaùn max ≤ ≥ 

 
trong caëp baøi toaùn ñoái ngaãu, ta coù: 

1) Soá aån cuûa baøi toaùn naøy baèng soá raøng buoäc cuûa baøi toaùn kia.  
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2) Baøi toaùn naøy tìm min (max) thì baøi toaùn kia tìm max (min). Heä soá cuûa caùc 
aån soá trong haøm muïc tieâu ôû baøi toaùn naøy chính laø caùc heä soá ôû veá phaûi cuûa 
caùc raøng buoäc ôû  baøi toaùn kia. 

3) Ma traän heä soá raøng buoäc cuûa baøi toaùn naøy baèng chuyeån vò cuûa ma traän heä soá 
raøng buoäc cuûa baøi toaùn kia. 

4) Trong moãi caëp raøng buoäc ñoái ngaãu  caùc tính chaát sau ñöôïc thoûa:  

Raøng buoäc cuûa baøi toaùn naøy AÅn cuûa baøi toaùn kia 
Baát phöông trình raøng buoäc töông thích  ≥ 0 

Baát phöông trình raøng buoäc khoâng töông thích ≤ 0 
Phöông trình  Tuøy yù 

 
Nhö vaäy, xeùt baøi toaùn (I) (khoâng phaân bieät min hay max) theo n aån x1, x2,..., 
xn vôùi m raøng buoäc. Baøi toaùn (II) ñoái ngaãu m aån y1, y2,..., ym vôùi n raøng buoäc. 
Ñeå laäp baøi toaùn (II) ta  döïa vaøo caùc tính chaát 1, 2, 3 ñeå laäp haøm muïc tieâu, xaùc 
ñònh caùc heä soá raøng buoäc, coøn ñeå xaùc ñònh caùc raøng buoäc laø baát phöông trình 
loaïi gì hay laø phöông trình cuõng nhö ñeå xaùc ñònh daáu cuûa caùc aån, ta döïa vaøo 
tính chaát 4, cuï theå nhö sau: 

• Neáu aån xj ≥ 0 thì raøng buoäc thöù j cuûa baøi toaùn (II) laø baát phöông trình 
raøng buoäc töông thích. 

• Neáu aån xj ≤ 0 thì raøng buoäc thöù j cuûa baøi toaùn (II) laø baát phöông trình 
raøng buoäc khoâng töông thích . 

• Neáu aån xj tuøy yù thì raøng buoäc thöù j cuûa baøi toaùn (II) laø phöông trình. 
• Neáu raøng buoäc thöù i cuûa baøi toaùn (I) laø baát phöông trình raøng buoäc töông 

thích thì aån yi ≥ 0. 
• Neáu raøng buoäc thöù i cuûa baøi toaùn (I) laø baát phöông trình raøng buoäc 

khoâng töông thích thì aån yi ≤ 0. 
• Neáu raøng buoäc thöù i cuûa baøi toaùn (I) laø phöông trình thì aån yi tuøy yù. 

 

Ví duï 1. Tìm baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn sau: 
(1) f(x) = f(x1, x2, x3, x4)= 3x1 + 2x2 - 5x3 + x4  ----> min 

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

4x  - 6x  + 5x  - 5x   50;
(2) 7x   + x  + x 30;

2x  + 3x  - 5x   -25.

≤⎧
⎪ =⎨
⎪ ≥⎩

 

(3) x1 ≥ 0; x2 ≤ 0. 
(4)  
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Giaûi. Ta thaáy baøi toaùn min 4 aån, 3 raøng buoäc coù  
• Veùctô heä soá caùc aån trong haøm muïc tieâu laø  

C = (3,2,-5,1). 
• Ma traän heä soá raøng buoäc veá traùi laø 

4 6 5 5
A 7 0 1 1

2 3 5 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

• Veùctô caùc heä soá töï do veá phaûi  laø 
50

B 30
25

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
• Raøng buoäc 1 laø baát phöông trình raøng buoäc khoâng töông thích. 

Raøng buoäc 2 laø phöông trình. 
Raøng buoäc 3 laø baát phöông trình raøng buoäc töông thích. 

• x1 ≥ 0;  
x2 ≤ 0; 
x3  tuøy yù; 
x4  tuøy yù. 

 
Baøi toaùn ñoái  ngaãu laø: 
 
(1’) g(x) = g(y1, y2, y3)= 50y1 + 30y2 – 25y3 -------> max 

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2

4y  + 7y  + 2y  3 (töông thích);
-6y  + 3y 2 (khoâng töông thích);

(2 ')
5y  + y  - 5y = -5;
-5y  + y  = 1.

≤⎧
⎪ ≥⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

(3’) y1 ≤ 0; y2 tuøy yù; y3 ≥ 0. 
 
 
Ví duï 2: Tìm baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn sau: 
 
(1) f(x) = f(x1, x2, x3, x4)= 3x1 + 2x2 - 5x3 + x4  ----> max 
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1 2 3 4

1 3 4

1 2 3

4x  - 6x  + 5x  - 5x   50;
(2) 7x   + x  + x 30;

2x  + 3x  - 5x   -25.

≤⎧
⎪ =⎨
⎪ ≥⎩

 

(3) x1 ≥ 0; x2 ≤ 0. 
 

Giaûi. Ta thaáy baøi toaùn max 4 aån, 3 raøng buoäc coù  
• Veùctô heä soá caùc aån trong haøm muïc tieâu laø  

C = (3,2,-5,1). 
• Ma traän heä soá raøng buoäc veá traùi laø 

4 6 5 5
A 7 0 1 1

2 3 5 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

• Veùctô caùc heä soá töï do veá phaûi  laø 
50

B 30
25

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
• Raøng buoäc 1 laø baát phöông trình raøng buoäc töông thích. 

Raøng buoäc 2 laø phöông trình. 
Raøng buoäc 3 laø baát phöông trình raøng buoäc khoâng töông thích. 

• x1 ≥ 0;  
x2 ≤ 0; 
x3  tuøy yù; 
x4  tuøy yù. 

 
Baøi toaùn ñoái  ngaãu laø: 
(1′) g(y) = g(y1, y2, y3)= 50y1 + 30y2 – 25y3 -------> min 

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2

4y  + 7y  + 2y 3 (töông thích);
-6y  + 3y  2 (khoâng töông thích);

(2 ')
5y  + y  - 5y  = -5;
-5y  + y  = 1.

≥⎧
⎪ ≤⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

(3′) y1 ≥ 0; y2 tuøy yù; y3 ≤ 0. 
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§2. QUAN HEÄ GIÖÕA BAØI TOÙAN GOÁC VAØ BAØI TOAÙN ÑOÁI NGAÃU 
1) Neáu baøi toaùn ñoái ngaãu khoâng coù PATU thì baøi toaùn goác cuõng khoâng coù 

PATU. 
2) Neáu baøi toaùn ñoái ngaãu coù PATU laø  thì baøi toaùn goác cuõng 

khoâng coù PATU. Ta xaùc ñònh PATU  cuûa baøi toaùn goác döïa 
vaøo caùc tính chaát sau: 

0 0 0 0
1 2 my (y , y ,..., y )=

0 0 0
1 2 nx (x , x ,..., x )= 0

a) Taïi phöông aùn , neáu trong raøng buoäc thöù j cuûa baøi toaùn 

ñoái ngaãu khoâng xaûy ra daáu =, nghóa laø 

0 0 0 0
1 2 my (y , y ,..., y )=

m
0

ij j j
i 1

a y c
=

≠∑ , thì ta coù 0
jx 0= .  

b) Neáu trong phöông aùn , aån y0y i laáy giaù trò 0
iy 0≠  thì ôû baøi toaùn goác, daáu  

= seõ xaûy ra ôû raøng buoäc thöù i, nghóa laø: 
n

0
ij j i

j 1
a x b .

=

=∑  

c) f(x0) = g(y0).  
 

Ví duï 1: Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

(1) f (x) 27x 50x 18x min
x  + 2x  + x   2;

(2) -2x  + x  - x   4;
x  + 2x  x  2.

(3) x 0.

= + + →

≥ −⎧
⎪ ≥ −⎨
⎪ − ≥⎩
≥

 

Giaûi. Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn treân laø: 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

(1) g(y) 2y 4y 2y max
y - 2y  + y  = 27;

(2) 2y  + y  + 2y  = 50;
y  - y  y 18.

(3) y 0 (j 1, 3)

= − − + →

⎧
⎪
⎨
⎪ − ≤⎩
≥ =

 

Trong Phaàn B, §1, Ví duï 2, ta ñaõ giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu treân vaø keát quaû cho thaáy 
baøi toaùn naøy khoâng coù PATU. Do ñoù baøi toaùn ñaõ cho cuõng khoâng coù PATU. 

Ví duï 2. Giaûi baøi toaùn QHTT sau: 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2

(1) f (x) 12x x 3x min
3x + x + x  2;

(2) -x  + 2x  - x 3;
- x  x 3.

(3) x 0; x 0.

= + + →

≥ −⎧
⎪ ≥⎨
⎪ − ≥ −⎩
≥ ≤

 

 
Giaûi. Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn treân laø: 
 

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

j

(1 ') g(y) 2y 3y 3y max
3y - y  12;

(2 ') y  + 2y  - y   1;
y  - y  y 3.

(3 ') y 0 (j 1, 3)

= − + − →

≤⎧
⎪ ≥⎨
⎪ − =⎩
≥ =

 

 
Trong Phaàn B, §1,Ví duï 4, ta ñaõ giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu treân vaø keát quaû cho thaáy 
baøi toaùn naøy coù PATU laø  = (9/2, 3/2, 0) vôùi g(y0 0 0 0

1 2 3y (y , y , y= )
0

.
;
.

0) = -9/2. 

Baây giôø ta tìm PATU  cuûa baøi toaùn goác. 0 0 0
1 2 3x (x , x , x )=

a) Thay  y0= (9/2, 3/2, 0) vaøo caùc raøng buoäc trong (2’), ta thaáy ôû raøng buoäc thöù 2: 
y1 + 2y2 – y3 ≥ 1 khoâng xaûy ra daáu = (VT = 15/2). Do ñoù   0

2x 0=

b) Do  neân ta coù: 
0
1
0
2

y 9 / 2 0
y 3 / 2 0

⎧ = >⎪
⎨

= >⎪⎩
0 0 0 0 0
1 2 3 1 3
0 0 0 0 0
1 2 3 1 3

0
1
0
3

3x + x + x  = 2; 3x + x  = 2;
-x  + 2x  - x 3. -x  - x 3.

x  = 1 / 2;
                         

x 7 / 2.

⎧ ⎧− −⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
= =⎪ ⎪⎩ ⎩

⎧⎪⇔ ⎨
= −⎪⎩

 

Vaäy PATU cuûa baøi toaùn goác ñaõ cho laø  x0 = (1/2,0,-7/2) vôùi f(x0) = g(y0) = -9/2. 
 

Ví duï 3. Cho baøi toaùn QHTT sau: 

1 2 3

1 2 3

1 2

j

(1) f (x) 16x 7x 9x min
2 1 1x - x  + x  = ;

(2) 3 3 3
-5x  + 5x   = 7.

(3) x 0 (j 1, 3)

= − + + →

⎧−⎪
⎨
⎪⎩
≥ =

 

Haõy laäp baøi toaùn  vaø tìm PATU cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu. 
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Giaûi. Baøi toaùn ñoái ngaãu cuûa baøi toaùn treân laø: 
 

1 2

1 2

1 2

1

1 2

1(1 ') g(y) y 7y max
3
2 y - 5y   -16;
3
1(2 ') y  + 5y    7;
3

y 9.

(3 ') y , y  tuøy yù.

= + →

⎧− ≤⎪
⎪
⎪− ≤⎨
⎪

≤⎪
⎪⎩

 

Trong Phaàn B, §1,Ví duï 3, ta ñaõ giaûi baøi toaùn ñaõ cho vaø keát quaû cho thaáy baøi toaùn 
naøy coù PATU laø x0 = (0, 7/5, 4/5) vôùi f(x0) = 17. 
Baây giôø ta tìm PATU  cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu. 0 0

1 2y (y , y= 0)
;
.

Do  neân ta coù: 
0
2
0
3

x 7 / 5 0
x 4 / 5 0

⎧ = >⎪
⎨

= >⎪⎩

0 0 0
1 2 1

0
0 2
1

1 y  + 5y   = 7; y 9;
                       3

y   = 2.y 9.

⎧ ⎧− =⎪ ⎪⇔⎨ ⎨
⎪⎪ ⎩=⎩

 

Vaäy PATU cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu laø y0 = (9,2) vôùi g(y0) = f(x0) = 17. 
 

BAØI TAÄP 
 

1. Moät xí nghieäp saûn xuaát ñoà goã saûn xuaát 4 loaïi baøn A, B, C, D. Xí nghieäp coù hai 
phaân xöôûng: Phaân xöôûng moäc vaø phaân xöôûng trang trí. Soá giôø coâng coù theå huy 
ñoäng ñöôïc cho hai phaân xöôûng töông öùng  laàn löôït laø 1000 vaø 2500. Soá goã quyù coù 
theå mua ñöôïc laø 350m3. Suaát tieâu hao goã vaø lao ñoäng ñoái vôùi moãi loaïi baøn vaø moãi 
loïai coâng vieäc, cuõng nhö laõi cho 1 baøn moãi loaïi ñöôïc cho trong baûng sau: 

              Baøn 

Coâng vieäc 

A B C D 

Moäc 0,08m3/4h 0,12m3/6h 0,3m3/9h 0,21m3/12h 

Trang trí 1h 2h 3h 4h 

Laõi 250000ñ 350000ñ 380000ñ 850000ñ 

Laäp moâ hình baøi toaùn tìm keá hoïach saûn xuaát ñeå toång soá laõi thu ñöôïc lôùn nhaát. 

 

2. Moät traïi chaên nuoâi söû duïng 3 loaïi thöïc phaåm I, II, III. Löôïng chaát dinh döôõng 
Albumin, chaát beùo, chaát ñaïm cho gia suùc trong 1 ngaøy cuõng nhö tæ leä caùc chaát naøy 
trong 3 loaïi thöùc aên ñöôïc cho trong baûng sau: 
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Tæ leä  coù trong thöïc phaåm Chaát 

dinh döôõng 

Löôïng caàn 

trong ngaøy I II III 

Albumin Ít nhaát 20kg 20% 10% 10% 

Chaát beùo Ñuùng 10kg 30% 40% 20% 

Chaát ñaïm Khoâng quaù 15kg 5% 30% 30% 

Giaù 1kg cuûa töøng loaïi thöïc phaåm I, II, III laàn löôït laø 80, 120, 90 (ngaøn). Caàn laäp 
keá hoaïch mua caùc loaïi thöïc phaåm theo ñuùng yeâu caàu trong ngaøy sao cho toång chi 
phí thaáp nhaát. 

a) Laäp moâ hình baøi toaùn. 

b) Moâ hình baøi toaùn thay ñoåi theá naøo neáu coù yeâu caàu löôïng Albumin khoâng 
vöôït quaù hai laàn löôïng chaát ñaïm?  

3. Ñeå saûn xuaát 3 loaïi saûn phaåm A, B, C caàn duøng 4 loaïi nguyeân lieäu I, II, III, IV. 
Löôïng döï tröõ nguyeân lieäu, ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu, tieàn laõi cho 1 ñôn vò saûn 
phaåm ñöôïc cho trong baûng sau: 

Ñònh möùc tieâu hao nguyeân lieäu(kg) cho 1ñv Nguyeân lieäu Löôïng 

döï tröõ (taán) A B C 

I 25 1 2 0 

II 30 2 3 7 

III 35 4 0 1 

IV 40 0 1 4 

Tieàn laõi cho 1ñv 6 7 8 

Caàn laäp keá hoaïch saûn xuaát ñeå khoâng bò ñoäng veà nguyeân lieäu vaø toång laõi ñaït cao 
nhaát. 

a) Laäp moâ hình baøi toaùn. 

b) Moâ hình baøi toaùn thay ñoåi theá naøo neáu trong löôïng nguyeân lieäu döï tröõ coù 
10 taán loaïi I vaø 15 taán loaïi III saép heát haïn söû duïng?  

4. Hai kho I vaø II coù nhieäm vuï cung caáp saét cho hai coâng tröôøng xaây döïng A vaø B. 
Kho I coù khaû naêng cung caáp 60 taán, kho II coù khaû naêng cung caáp 40 taán. Coâng 
tröôøng A caàn ít nhaát 50 taán, coâng tröôøng B caàn ít nhaát 30 taán. Cöôùc phí  vaän 
chuyeån (ñv: ngaøn ñoàng) 1taán saét töø caùc kho ñeán caùc coâng tröôøng ñöôïc cho trong 
baûng sau:   

 A B 

I 40 10

II 20 30
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Laäp moâ hình baøi toùan tìm keá hoaïch vaän chuyeån sao cho  ñaûm baûo ñöôïc nhu caàu 
xaây döïng maø chi phí vaän chuyeå ñaït thaáp nhaát. 

5. Coù hai khu vöôøn A vaø B vôùi dieän tích laàn löôït laø 30ha vaø 40ha. Ngöôøi ta döï 
ñònh troàng ba loaïi caây I, II vaø III sao cho tæ leä saûn löôïng khi thu hoaïch ba loaïi caây 
ñoù laø I:II:III = 2:1:4. Bieát raèng naêng suaát (taán/ha) moãi loaïi caây treân hai khu vöôøn 
ñöôïc cho trong baûng sau: 

 I II III
A 1 3 1  
B 1 2 2  

a) Laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh dieän tích troàng  caùc loaïi caây treân hai khu 
vöôøn treân ñeå saûn löôïng ñaït ñöôïc cao nhaát. 

b) Moâ hình baøi toaùn seõ thay ñoåi theá naøo neáu coù yeâu caàu saûn löôïng caây loaïi I ít 
nhaát 10 taán? 

6. Coâng ty X döï ñònh troàng hai loaïi caây Tieâu vaø Ñieàu treân ba khu ñaát I, II, III coù 
dieän tích laàn löôït laø 30, 40, 50 (ha). Chi phí saûn xuaát (trieäu ñoàng/ha) vaø naêng suaát 
(taï/ha) ñöôïc cho trong baûng sau: 

Khu ñaát Tieâu Ñieàu 
I 1,4 

              8 
2,1 
           7

II 1,3 
              7 

2,4 
         11 

III 1,6 
             10

1,8 
           6

(Trong moãi oâ, soá lieäu ôû goùc traùi laø chi phí saûn xuaát, ôû goùc phaûi laø naêng suaát). Yeâu 
caàu saûn löôïng toái thieåu cuûa Tieâu vaø Ñieàu laàn löôït laø 6 taán vaø 5 taán. Laäp moâ hình 
baøi toaùn xaùc ñònh dieän tích troàng  caùc loaïi caây treân  sao cho chi phí saûn xuaát ñaït 
thaáp nhaát. 
7. Coâng ty Y döï ñònh troàng hai loaïi caây Tieâu vaø Ñieàu treân ba khu ñaát I, II, III coù 
dieän tích laàn löôït laø 50, 60, 70 (ha). Chi phí saûn xuaát (trieäu ñoàng/ha) vaø naêng suaát 
(taï/ha) ñöôïc cho trong baûng sau: 

Khu ñaát Tieâu Ñieàu 
I 1,2 

              9 
2,2 
           8

II 1,4 
              7 

2,3 
         11 

III 1,8 
             10

2 
           6

(Trong moãi oâ, soá lieäu ôû goùc traùi laø chi phí saûn xuaát, ôû goùc phaûi laø naêng suaát). Tieàn 
voán huy ñoäng ñöôïc cho saûn xuaát laø 180 (trieäu ñoàng). Tieàn laõi moãi taï Tieâu, Ñieàu laàn 
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löôït laø 2 vaø 2,5 (trieäu ñoàng). Laäp moâ hình baøi toaùn xaùc ñònh dieän tích troàng  caùc 
loaïi caây treân  sao cho  tieàn laõi ñaït cao nhaát. 
 
8. Giaûi caùc baøi toaùn QHTT sau baèng phöông phaùp ñôn hình: 

1 2 3

1 2 3

1 3

1 2 3

j

a) f (x) x 4x 3x min
2x + x  2x 16;
-4x  + 2x  8;
x  + 2x  x 12.

x 0 (j 1, 3)

= − − →

− ≤⎧
⎪ ≤⎨
⎪ − ≤⎩
≥ =

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

b) f (x) 2x 3x 5x max

4x + x  2x 12;
1-2x  + x + x  8;
2
3-2x  + x  + x 20.
2

x 0 (j 1, 3)

= + − →

⎧
− ≤ −⎪

⎪⎪ ≤⎨
⎪
⎪ =⎪⎩

≥ =

 

 
1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

1 2 3 4

j

c) f (x) x 2x 3x x min
x + 2x  + 3x 22;
2x  + x + 5x  25;
x  + 2x  + x + x 20.

x 0 (j 1, 4)

= − − − + →

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩
≥ =

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

j

d) f (x) 3x x 3x x min
x + 2x  - x x 2;
2x  - 6x + 3x 3x 9;
x  - x  + x - x 6.

x 0 (j 1, 4)

= − + + − →

+ =⎧
⎪ + =⎨
⎪ =⎩
≥ =

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

e) f (x) 2x 2x 3x min
2x + 2x  - x 1;
x  - x - 3x 1.

x 0 (j 1, 3)

= − + →

≤⎧
⎨ ≥⎩
≥ =

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

f ) f (x) x 2x x max
-x + 4x  - 2x 6;
x  + x + 2x 6;
2x  - x  + 2x 4.

x 0 (j 1, 3)

= + − →

≤⎧
⎪ ≥⎨
⎪ =⎩
≥ =

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

g) f (x) x 2x x max
4x - 4x  + 2x 6;
x  + x + 2x 6;
2x  - x  + 2x 4.

x 0 (j 1, 3)

= + − →

≥ −⎧
⎪ ≥⎨
⎪ =⎩
≥ =

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

j

h) f (x) 5x 10x 7x max
x + 2x  + 2x 30;
x  + 2x + x 25;
2x  + x  + x 40.

x 0 (j 1, 3)

= + + →

≤⎧
⎪ =⎨
⎪ ≥⎩
≥ =

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

j

i) f (x) 3x x 3x x min
x  + 2x  - x + x 2;
2x  - 6x + 3x + 3x 9;
x  - x  + x - x 6.

x 0 (j 1, 4)

= − + + − →

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩
≥ =

  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

j

j) f (x) 3x x 2x x ma
2x  - x  + 4x + x 10;
-3x  + 2x + x - 2x 8;
4x  - x  - 2x 4.

x 0 (j 1, 4)

x= − + + →

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩
≥ =

 

9. Moät xí nghieäp saûn xuaát 4 maët haøng : H1, H2, H3, H4. Nguyeân lieäu caàn duøng laø 
N1, N2, maø löôïng toái ña xí nghieäp coù theå huy ñoäng ñöôïc laàn löôït laø 600kg vaø 800kg. 
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Ñònh möùc tieâu hao moãi loaïi nguyeân lieäu ñoái vôùi moãi maët haøng cuõng nhö tieàn laõi 
cho 1 ñôn vò haøng hoùa moãi loaïi ñöôïc cho trong baûng sau: 

Suaát tieâu hao(kg)     Haøng 
 
Nguyeân lieäu 

H1 H2 H3 H4

N1: 600kg 0,5 0,2 0,3 0,6
N2: 800kg 0,1 0,4 0,2 0,5
Tieàn laõi (ngaøn) 0,8 0,3 0,38 0,4

Haõy tìm phöông aùn saûn xuaát moãi maët haøng bao nhieâu ñôn vò ñeå toång tieàn laõi thu 
ñöôïc cao nhaát. 
10. Giaûi baøi toaùn töông töï nhö trong baøi 2 vôùi moät soá boå sung sau: 
- Toång soá saûn phaåm maët  haøng H1 vaø H2  khoâng ít hôn 1000. 
- Tieàn laõi cho 1 ñôn vò maët haøng H3 khoâng phaûi laø 0,38 maø laø 0,5. 
11. Xí nghieäp duøng caùc taám kim loaïi kích thöôùc 60cm×100cm ñeå saûn xuaát 3 loaïi 
baùn thaønh phaåm laø caùc taám kim loaïi T1, T2, T3. Coù 4 phöông thöùc caét P1, P2, P3, P4. 
Soá löôïng baùn thaønh phaåm caàn trong saûn xuaát; soá löôïng baùn thaønh phaåm coù ñöôïc 
cuõng nhö löôïng thöøa sau khi caét moät taám theo moãi caùch ñöôïc cho trong baûng sau: 

Phöông thöùc caét Baùn thaønh phaåm 
P1 P2 P3 P4

Luôïng baùn thaønh phaåm caàn coù 

T1 3 4 5 10 240 
T2 2 0 1 0 100 
T3 1 2 1 0 80 

Löôïng thöøa (cm2) 200 400 200 0  
Haõy tìm phöông aùn caét sao cho löôïng baùn thaønh phaåm caàn trong saûn xuaát ñuôïc 
ñaûm baûo maø toång soá löôïng thöøa laø ít nhaát. 
12. Coù ba loaïi thöùc aên I, II, III duøng trong chaên nuoâi. Möùc yeâu caàu caàn phaûi coù ñuû 
caùc chaát cho gia suùc trong moät ngaøy ñeâm vaø giaù moãi ñôn vò thöùc aên moãi loaïi ñöôïc 
cho trong baûng sau: 

Löôïng chaát (ñv: g) coù trong 1ñv thöùc aên moãi loaïiChaát Löôïng yeâu caàu  
trong 1 ngaøy ñeâm I II III 

Albumin Ít nhaát 200g 0,3 0,8 2 
Chaát beùo Khoâng quaù 100g 3 0 0,4 
Chaát ñaïm Ñuùng 150g 1 10 0 
Giaù 1ñv thöùc aên (ngaøn ñoàng) 0,8 1,5 3 

Haõy xaùc ñònh löôïng thöùc aên caàn duøng moãi loaïi sao cho toång chi phí thaáp nhaát maø 
vaãn ñaûm baûo ñöôïc möùc yeâu caàu cho gia suùc veà caùc chaát trong 1 ngaøy ñeâm. 
13. Moät noâng tröôøng söû duïng 3000ha ñeå troàng 3 loaïi noâng saûn A, B, C coù thoâng soá  
sau: 

Chi phí saûn xuaát cho 1ha Noâng 
saûn Voán (ngaøn ñoàng) Lao ñoäng (ngaøn ñoàng)

Giaù trò saûn löôïng thu ñöôïc treân 1ha 
(ngaøn ñoàng) 

A 300 500 2.000 
B 350 400 1.500 
C 400 450 2.500 

 42



 
Khaû naêng cuûa noâng tröôøng veà voán laø 1.200 trieäu ñoàng, veà lao ñoäng laø 1.600trieäu 
ñoàng. Ngoaøi ra, ñeå ñaûm baûo hôïp ñoàng ñaõ kyù keát, caàn troàng ít nhaát 600ha noâng saûn 
A. Haõy xaùc ñònh dieän tích troàng moãi loaïi noâng saûn ñeå toång giaù trò saûn löôïng thu 
ñöôïc laø cao nhaát. 
14. Moät coâng ty muoán quaûng caùo moät loaïi saûn phaåm trong 1 thaùng vôùi toång chi phí 
100trieäu ñoàng. Caùc phöông tieän ñöôïc choïn ñeå quaûng caùo laø: Truyeàn hình, Phaùt 
thanh vaø Baùo vôùi caùc soá lieäu sau: 
Phöông tieän Chi phí moãi laàn quaûng 

caùo (trieäu ñoàng) 
Soá laàn quaûng caùo toái 
ña trong 1 thaùng 

Döï kieán soá ngöôøi tieáp nhaän 
trong 1 laàn quaûng caùo 

Truyeàn hình 
(1phuùt/laàn) 

1,5 60 15.000 

Phaùt thanh 
(1 phuùt/laàn) 

0,5 90 9.000 

Baùo 
(1/2trang/laàn) 

1 26 30.000 
 
Do chieán löôïc tieáp thò, coâng ty phaûi coù ít nhaát 30 laàn quaûng caùo treân truyeàn hình 
trong 1 thaùng. Haõy xaùc ñònh soá laàn quaûng caùo treân moãi phöông tieän sao cho soá 
ngöôøi döï kieán tieáp nhaän quaûng caùo laø cao nhaát. 
15. Laäp caùc baøi toaùn  ñoái ngaãu cuûa caùc baøi toaùn QHTT sau vaø xaùc ñònh caùc caëp 
raøng buoäc ñoái ngaãu: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

a) f (x) 2x 3x 5x max

4x + x  2x 12
1-2x  + x + x  8
2
3-2x  + x  + x 20
2

x 0, x 0

= + − →

⎧
− ≤ −⎪

⎪⎪ ≤⎨
⎪
⎪ =⎪⎩

≥ ≤

 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

b) f (x) 3x x 3x x min
x + 2x  - x x 2
2x  - 6x + 3x 3x 9
x  - x  + x - x 6

x 0, x 0, x 0

= − + + − →

+ =⎧
⎪ + ≤⎨
⎪ ≥⎩

≥ ≤ ≤

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

c) f (x) x 2x x max
-x + 4x  - 2x 6
x  + x + 2x 6
2x  - x  + 2x 4

x 0, x 0

= + − →

≤⎧
⎪ ≥⎨
⎪ =⎩

≥ ≤

  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

d) f (x) 3x x 3x x min
x  + 2x  - x + x 2
2x  - 6x + 3x + 3x 9
x  - x  + x - x 6

x 0, x 0, x 0

= − + + − →

≥⎧
⎪ ≤⎨
⎪ =⎩

≤ ≥ ≥

 

 
16. Vôùi baøi toaùn QHTT ñaõ cho vaø phöông aùn toái öu töông öùng haõy laäp baøi toaùn ñoái 
ngaãu vaø tìm PATU cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu (khoâng giaûi tröïc tieáp baèng phöông phaùp 
ñôn hình): 
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0
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

j

a) f (x) 2x x x x max  vôùi phöông aùn toái öu  x = (3, 3, 1 ,0)
x x  + 2x x 2;
2x  + x - 3x x 6;                     
x  + x   x + x 7.

x 0 (j 1, 4)

= + − − →

− − =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩
≥ =

 

0
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

j

3 5 1b) f (x) 3x 4x x 2x x min    vôùi phöông aùn toái öu  x = ( , ,  ,0,0)
2 2 2

x 2x 3x x 5x 5
2x 3x 5x 2x 7x 8            
3x x 2x 6x 2x 6

x 0 (j 1,5)

= − − − − + →

+ − + − =⎧
⎪ + − + − =⎨
⎪ + − + + =⎩
≥ =

 

0
1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

2 4

2 3

j

c) f (x) 2x 3x 2x 3x min    vôùi phöông aùn toái öu x = (0, 5, 11, 3)
x x 2x x 24

x x 2x 22
                     

x x 8
x x 20

x 0 (j 1,4)

= + + + →

− + + − =⎧
⎪ + + ≥⎪
⎨ + ≥⎪
⎪ + ≤⎩
≥ =

 

0
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 3

j

d) f (x) 3x x 2x x 2x max    vôùi phöông aùn toái öu x = (0, 15, 6, 2, 0)
5x x x 2x 8x 5
23 3x 3x x 6x 20x 20
2 2
17 3 3 15x x x x 6x
4 4 2 2

3 1x x 3
2 2

x 0 (j 1,5)

= + + − − →

− + − − + ≥⎧
⎪
⎪− + − − + ≥
⎪⎪
⎨
− + − − + ≤⎪
⎪
⎪ + ≤⎪⎩
≥ =

 

17. Giaûi caùc baøi toaùn QHTT sau baèng phöông phaùp ñôn hình. Laäp caùc baøi toaùn  
ñoái ngaãu vaø duøng keát quaû treân ñeå suy ra nghieäm cuûa baøi toaùn ñoái ngaãu (khoâng giaûi 
tröïc tieáp baèng phöông phaùp ñôn hình): 
 

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

j

a) f (x) x 3x 4x x min
x 2x 2x 8
3x x 4x  18
3x x 2x x 20

x 0 (j 1, 4)

= + + + →

− + ≥⎧
⎪− + − ≤⎨
⎪− + + − ≥⎩
≥ =

           

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

j

b)     f (x) 4x 5x 3x 2x min
2x  x  3x  21
x   2x 3x x 27
x 4x 2x 2x 8

        x 0 (j 1, 4)

= + + + →

+ + ≤⎧
⎪ + + − ≥⎨
⎪− + + + ≥⎩

≥ =
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1 2 3 4 5

1 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

j

c)     f (x) 2x 5x 2x 3x 2x max
x 2x 3x  12
2x 4x x x 3x 34
x 2x x x 16

        x 0 (j 1,5)

= + + − + →

− + ≥⎧
⎪ + + − + =⎨
⎪ − + − ≤ −⎩

≥ =

1 2 3 4 5

1 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

j

d)     f (x) 4x 4x 2x 3x x max
x 2x 3x  6
2x 4x x x 2x 25
3x 2x x x 8

        x 0 (j 1,5)

= − + + − − →

− + ≥⎧
⎪ + + − + =⎨
⎪ + − + ≥⎩

≥ =

 

18. Laäp caùc baøi toaùn  ñoái ngaãu vaø giaûi caùc baøi toaùn ñoái ngaãu baèng phöông phaùp 
ñôn hình. Duøng keát quaû treân ñeå suy ra nghieäm cuûa caùc baøi toaùn ñaõ cho (khoâng giaûi 
tröïc tieáp baèng phöông phaùp ñôn hình): 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a)     f (x) 27x 50x 18x max
x + 2x + x  2;
-2x  + x  - x 4;
x + 2x  x 2.

        x ; x tuøy yù; x 0.

= + + →

≤⎧
⎪ ≤⎨
⎪ − ≤ −⎩

≤

  

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

j

b)     f (x) 4x 2x 2x 3x min
x  2x  x  40
x   4x x 2x 32
2x 3x 3x 2x 69

        x 0 (j 1, 4)

= + + + →

+ + ≥⎧
⎪ + + − ≥⎨
⎪− + − − ≤⎩

≥ =

 

 
1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 3

1 2 3 4

j

c) f (x) 5x 2x 3x 4x min
2x  x 4x  14
x   2x 3x x 13
x 2x 0

x x x 3x 10

        x 0 (j 1, 4)

= + + + →

+ − ≥⎧
⎪− + − + ≥⎪
⎨− + ≥⎪
⎪ + + − ≥⎩

≥ =

  

1 2 3 4 5

1 2 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

j

d) f (x) x 2x 2x x 5x max    
2 5 4 2x 5x x x
3 3 3 3
2 5 13 13x 3x x x x
3 3 3 3
x 7x x 3x 7x 5

x 0 (j 1,5)

= − − − − →

⎧ + − − ≤⎪
⎪
⎪ + − − − ≤ −⎨
⎪
− − + + + ≤⎪
⎪⎩
≥ =

 

 
ÑAÙP SOÁ  

 
8a. Voâ nghieäm     
8b.VN vì PATU cuûa baøi toaùn môû roäng laø: (0,2,7,0,0,0,10) 
8c. X = (7,6,1,0); f = -22   
8d. X= (3,2,5,0); f = 8 
8e. VN vì PATU cuûa baøi toaùn môû roäng laø: (1/2,0,0,0,0,1/2)  
8f. X = (14/5,12/5,2/5); f = 36/5 
8g: X = (11/2,7,0); f = 39/2  
8h. X = (50/3,5/3,5); f= 135 
8i.  X = (3,2,5,0); f = 8   
8j.  X =  (28,108,0,62,); f = 38 
 
9. X = (1200,0,0,0); f = 960   
10. X = (1000,0,1000/3,0); f = 2900/3 
11. X = (50,15,0,3); f = 16000   
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12. X = (0,15,94); f = 609/2 
13. X = (600,0,2400); f = 7200000 ngaøn ñoàng.  
14. X = (30,58,26); f = 1.752.000. 
 
16a. Y = (2/11, 7/11, 6/11), g = 8   

16b. Y = (-27,18, -4), g = -15.  

16c. Y = (1/2, 1, 3/2, 0), g = 46   

16d. Y = (-1, 0, 2, 5), g = 25 

 

17a. X = (0, 0, 12, 4), Y = (3/2, 0, 2), f = g = 52  

17b. X = (0, 6, 5, 0), Y = (-3, 4, 0), f = g = 45 

17c. VN        

17d. X = (0, 3, 9, 0, 2), Y = (-1, 2, -2), f = g = 28 

 

18a. VN        

18b. Y = (3/4, 1/2, 0), X = (0, 3, 20, 0), f = g = 46 

18c. Y = (1/2, 6, 21/2, 0), X = (0, 21, 11, 2), f = g = 85 

18d. Y = (1, 5, 3), X = (6, 0, 5, 2, 0), f = g = -6 

-------------------------------------------- 
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	Giaûi. Goïi x1, x2, x3 laàn löôït laø soá baùnh ñaäu xanh, baùnh thaäp caåm vaø baùnh deûo caàn saûn xuaát. Ñieàu kieän: xj ( 0 (j=1, 2, 3). Khi ñoù
	Giaûi. Goïi xij laø soá taán vaät lieäu seõ vaän chuyeån töø kho Kj ñeán coâng tröôøng Cj. Ñieàu kieän: xij ( 0 (i= 1, 2; j=1, 2, 3). Khi ñoù
	 
	Ví duï: Baøi toaùn sau coù daïng chính taéc:
	Ví duï. Xeùt baøi toaùn QHTT sau:
	Nhaän xeùt. Trong baøi toùan treân, khi cho aån cô baûn thöù k = heä soá töï do thöù k, coøn caùc aån khoâng cô baûn = 0, nghóa laø 
	x5 = 12; x6 = 3;  x2 = 6; x1 = 0; x3 = 0; x4 = 0;
	ta ñöôïc moät phöông aùn cô baûn cuûa baøi toaùn:
	Chuù yù. Toång quaùt, trong baøi toùan QHTT daïng chuaån baát kyø, khi cho aån cô baûn thöù k = heä soá töï do thöù k (k = 1, 2,…, m), coøn caùc aån khoâng cô baûn = 0, ta ñöôïc moät phöông aùn cô baûn cuûa baøi toaùn. Ta goïi ñaây laø phöông aùn cô baûn ban ñaàu cuûa baøi toaùn.
	  ta ñöa vaøo aån phuï xn+ i ( 0 ñeå bieán veà phöông trình
	  ta ñöa vaøo aån phuï xn+ i ( 0 ñeå bieán veà phöông trình

