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Matematica Discreta para Computagéo e Informatica apre-
senta os principais conceitos e resultados de Matematica Discreta, :
usando uma linguagem simples e acessivel a qualquer aluno de gra-
duagédo, mas sem descuidar do desenvolvimento do raciocinio, nem
dos aspectos tedrico-formais. Sempre que possivel, as construgées
apresentadas s&o instanciadas em casos aplicados a Computagéo e
Informatica, nas mais variadas matérias e disciplinas, como, por
exemplo, Sistemas Operacionais, Bancos de Dados, Compiladores,
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Estruturas de Dados, Técnicas Digitais, Algoritmos, Complexidade ~

de Algoritmos, Teoria da Computagéo, Linguagens Formais e Auté-
matos, Modelos para Concorréncia, Seméantica Formal, Teoria das
Categorias, Programagéo, Paradigmas de Linguagens de Progra-
macao, etc. Este € um livro-texto para disciplinas dos cursos de gra-
duagdo em Computagédo e Informética, de acordo com as Diretrizes
Curriculares do MEC, bem como um livro de referéncia para diversos

aspectos da computagéo em geral.

Trata-se de um trabalho baseado em experiéncias letivas de- -
senvolvidas nos cursos de Bacharelado em Ciéncia da Computagéo -
e de Engenharia da Computagédo na UFRGS. Embora o contetido”
basico da matéria Matematica Discreta seja relativamente estavel
(comparativamente com-e evolugado tecnoldgica de Computagdo-é
Informatica), a abordagem da énfase as questdes e aos problemas
da atualidade, bem como as novas abordagens. O livro é autoconti- |
do e possui uma apresentacéo que facilita a adequagao do texto aps
objetlvos propostos e a carga horaria da disciplina. E ilustrado com -
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cerca de 140 figuras, 220 exemplos detalhados, 250 exercicios em 7 v mS to de Inf ma lca

niveis crescentes de raciocinio e um detalhado indice remissivo com
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Prefacio da Série

A série Livros Diddticos, do Instituto de Informaética da Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, é inspirada na idéia de desenvolver material didédtico para disciplinas
ministradas em cursos de graduacgfio em Computacio e Informdtica, ou seja, para os cursos
de Bacharelado em Ciéncia da Computacdo, de Bacharelado em Sistemas de Informacio, de
Engenharia da Computagdo e de Licenciatura em Informdtica. A série € desenvolvida tendo
em vista as Diretrizes Curriculares do MEC e € resultante da experi€ncia dos professores do
Instituto de Informatica e dos colaboradores externos no ensino € na pesquisa.

Os primeiros titulos da série, iniciada em 1997, foram publicados no &mbito Projeto
ArlnPar — Aritmética Intervalar Paralela, financiado pelo ProTeM — CC CNPqg/Fase II:
Fundamentos da Matemdtica Intervalar € Programando em Pascal XSC (esgotado). Essas
primeiras experiéncias serviram de base para os volumes subseqiientes, os quais se
caracterizam como livros-texto para disciplinas bésicas dos cursos de Computagéo
e Informaética. Em seus titulos mais recentes, a Série Livros Didéaticos tem contado
com a colaboracdo de professores externos que, em parceria com professores do
referido Instituto, estdo desenvolvendo livros de alta qualidade e de reconhecido
valor didético.

O sucesso da experiéncia com esses livros, bem como a responsabilidade que
cabe ao Instituto de Informética na formacdo de professores e pesquisadores em
Computagio e Informatica, conduziu a ampliacdo da abrangéncia e a institucio-
nalizagdo da série.

Os seguintes titulos estdo sendo correntemente publicados e tém sido adotados
por diversas Universidades de vérios Estados brasileiros:

®  Volume 1 — Fundamentos da Matemdtica Intervalar, dos Professores Paulo Werlang
de Oliveira, Tiarajd Asmuz Diverio e Dalcidio Moraes Claudio;

e  Volume 3 - Linguagens Formais e Autdmatos, do Professor Paulo Blauth
Menezes (quinta edicdo);

e Volume 4 — Projeto de Banco de Dados, do Professor Carlos Alberto Heuser (quinta
edi¢io); :

®  Volume 5 — Teoria da Computacio: Mdquinas Universais e Computabilidade, dos
Professores Tiaraji Asmuz Diverio e Paulo Blauth Menezes (segunda edi¢éio);

o  Volume 6 — Arquiteturas de Computadores Pessogis, do Professor Raul Fernando
Weber (segunda edigio);

o Volume 7 — Concepgito de Circuitos Integrados, organizado pelo Professor Ricardo
Augusto da Luz Reis (segunda edicéo);

®  Volume 8 — Fundamentos de Arquitetura de Computadores, do Professor Raul
Fernando Weber (terceira edicéio);

o  Volume 9 — Implementacio de Linguagens de Programacio: Compiladores, dos
Professores Ana Maria de Alencar Price e Simdo Sirineo Toscani (segunda
edigdo);




e Volume 10 — Tabelas: Organizacio e Pesquisa, dos Professores Clesio Saraiva dos
Santos e Paulo Alberto de Azeredo;

®  Volume 11 ~ Sistemas Operacionais, dos Professores Rémulo Silva de Oliveira,
Alexandpre Silva Carissimi e Siméo Sirineo Toscani (terceira edigdo);

e Volume 12 — Teoria das Categorias para Ciéncia da Computacio, dos Professores
Paulo Blauth Menezes e Edward Hermann Haeusler;

o Volume 13 — Complexidade de Algoritmos, dos Professores Laira Vieira Toscani e
Paulo A. S. Veloso (segunda edicéo);

e Volume 14 — Sistemas Operacionais e Programacido Concorrente, dos Professores : . . .
Simdo Sirineo Toscani, Romulo Silva de Oliveira e Alexandre Silva ; Este livro é dedicado a:
Carissimi;

®  Volume 15 — Arquiteturas Paralelas, dos Professores César A. F. De Rose e
Philippe O. A. Navaux;

®  Volume 16 — Matemdtica Discreta para Computagio e Informitica, do Professor
Paulo Blauth Menezes (segunda edigio);

o Volume 17 ~ Fundamentos de Circuitos Digitais, dos Professores Fldvio Rech
Wagner, Renato Perez Ribas e André Indcio Reis.

Em breve, um novo titulo serd lan¢ado:

®  Redes de Computadores, dos Professores Alexandre Carissimi, Juergen Rochol
e Lisandro Zambenedetti Granville.

Outros titulos, também compreendendo contetidos de disciplinas de Bachare- Maria Fernanda,
lado em Ciéncia da Computacdo, Bacharelado em Engenharia da Computagio,
Bacharelado em Sistemas de Informacéo e Licenciatura em Informaética, encontram- * Maria Licia e
se em preparagdo. Alguns estdo sendo disponibilizados na forma de apostllas, v
objetivando verificacdo e validagdo dos textos. ] Maria Luiza

Todos os livros tém em comum a preocupacéo em manter nivel compativel com .
a elevada qualidade do ensino e da pesquisa desenvolvidos no dmbito do Instituto
de Informética da UFRGS.

Mais detalhes sobre a Série Livros Didéticos, ou sobre os titulos publicados ou
| em preparacdo, podem ser encontrados na pégina do Instituto de Informaética,
. http:/ /www.inf.ufrgs.br, no link /Publica¢des/Série Livros Didéticos. [ ]

Prof. Paulo Blauth Menezes

Comissio Editorial da Série Livros Diddticos
Instituto de Informitica da UFRGS

Abril de 2005




Prefacio do Autor

"Matemdtica Discreta para Computacdo e Informdtica” objetiva apresentar os
principais conceitos e resultados de Matemética Discreta, usando uma linguagem simples e
acessivel a qualquer aluno de graduacdo, mas sem descuidar do desenvolvimento do
raciocinio, nem dos aspectos matemdtico-formais. Sempre que possivel, as construgBes
apresentadas sfo instanciadas em casos aplicados a Computacdo e Informética, nas mais
variadas matérias e disciplinas, como, por exemplo, Sistemas Operacionais, Bancos de
Dados, Compiladores, Estruturas de Dados, Técnicas Digitais, Algoritmos, Complexidade
de Algoritmos, Teoria da Computagdo, Linguagens Formais e Autématos, Modelos para
Concorréncia, Semédntica Formal, Teoria das Categorias, Programagdo, Paradigmas de
Linguagens de Programagdo, etc. Este € um livro-texto para disciplinas dos cursos de
graduacio em Computacdo e Informadtica, de acordo com as Diretrizes Curriculares do
MEC, bem como um livro de referéncia para diversos aspectos da computacio em geral.

Trata-se de um trabalho baseado em experiéncias letivas desenvolvidas nos cursos de
Bacharelado em Ciéncia da Computacio e de Engenharia da Computaco na Universidade
Federal do Rio Grande do Sul. O livro é auto-contido, possui um texto simples, exemplos
detalhados e exercicios em niveis crescentes de raciocinio.

A abordagem d4 énfase as questes e aos problemas da atualidade, bem como as novas
abordagens dos Fundamentos da Computacio, como as inspiradas em Teoria das
Categorias. O texto é auto-contido e desenvolvido de forma natural e tem como tinico pré-
requisito o conteddo de Matemdtica visto no Ensino Médio.

Assim, o leitor que acompanhar satisfatoriamente o contetido tratado ao longo deste
livro, além de:

a) Desenvolver a sua capacidade de raciocinio abstrato (légico-matemdtico) como um
todo;
b) Obter uma visdo abrangente de uma parte significativa da Computacgo e Informatica;

deverd ser capaz de:

¢) Aplicar os conceitos basicos da Matemética Discreta como uma ferramenta Matemdtica
para investigacGes e aplicacdes precisas em Computagio e Informética;

d) Via Matemética Discreta, abordar problemas aplicados e enfrentar ou propor com
naturalidade novas tecnologias.

Embora esta publicacio seja abrangente e relativamete profunda (considerando o
contexto a que se destina) nfo é objetivo cobrir todos os tépicos de Matemdtica Discreta.
Assim, alguns temas como Andlise Combinatéria e Probabilidade Discreta ndo s&o
desenvolvidos. Adicionalmente, apenas alguns tépicos de Teoria dos Grafos sdo
introduzidos. A carga horéria recomendada € de 60 a 90 horas, dependendo da formacéo
dos alunos, dominio da matematica do Ensino Médio e do detalhamento dos exemplos e
aplicages computacionais. Em particular, alguns temas relacionados com Computagéo e
Informdtica sdo desenvolvidos em seges sugeridas como leitura complementar. Essas
se¢des néo constituem pré-requisito para outras se¢oes, € seu estudo €, portanto, uma opgéo,
facilitando a adequagfio do texto aos objetivos propostos e & carga hordria da disciplina. De
qualquer maneira, recomenda-se fortemente o desenvolvimento dos exercicios de




implementacdo sugeridos. Experiéncias demonstram que o entendimento dos alunos é
significativamente reforcado e ampliado nesse caso.

Cdalculo é barbada...

...eu faco Matemdtica Discreta !

Um dos motivacionais deste trabatho é expresso nessa imagem
estampada nas camisetas de alunos de Matemética Discreta da UFRGS (anos *90)

Entre os motivacionais do desenvolvimento deste trabalho, destacam-se:

a) Disciplina especialmente dificil. A Matemética Discreta é considerada especialmente
dificil para o aluno, sendo muitas vezes classificada como mais dificil do que Célculo
(uma das maiores barreiras para alunos de diversos cursos). De fato, ndo é rara entre 0s
alunos a idéia de que néio & possivel passar na disciplina logo na primeira vez em que é
cursada. Assim, no desenvolvimento deste livro, houve uma grande preocupagfio com
os aspectos didaticos, resultando em um texto simples e acessivel, mas sem descuidar
do desenvolvimento do raciocinio, nem dos aspectos matemético-formais;

b) Expectativa tecnoldgica. Freqiientemente, o aluno de Computacdo e Informadtica possui
uma forte expectativa de estudos tecnolégicos j no inicio do Curso. De fato, até o seu
ingresso no Curso, poucos alunos tém uma nogéo clara da carga de disciplinas com
énfase tedrico-formal. Assim, quando se deparam com um conjunto consideravel de
disciplinas com essa énfase, tendem a considerar os estudos matematicos como algo
secundario ou de menor importincia. Mesmo que o professor enfatize a importincia da
Matemitica para o Curso e para a formacdo profissional, a idéia como um todo fica em
um contexto muito abstrato. Uma conseqiiéncia é que, mesmo que o aluno absorva o
contetido desenvolvido, tende a esquecé-lo com rapidez, muitas vezes antes de aplicd-lo
nas disciplinas subseqiientes. Assim, no desenvolvimento deste livro, o contetido

c)

d)

matemético desenvolvido é constantemente instanciado em diversas matérias da
Computagdo e Informdtica, ndo sé para visualizar e entender como € aplicado, mas
também para ajudar a fixar o contetido desenvolvido;

Familiaridade com o conterido. Muitos tépicos de Matemaética Discreta sfio préximos
do conteddo desenvolvido no Ensino Médio, o qual, provavelmente, foi recém revisado
pelo aluno quando do ingresso no Ensino Superior. Assim, a primeira impressdo € de
que se trata de uma revisfo, com algum aprofundamento, de uma coletanea de tépicos
j4 conhecidos, induzindo o aluno a um estudo relativamente superficial. O fato € que, na
Matemética Discreta, a abrangéncia e a profundidade com que os assuntos sfo tratados
s&0 bem maiores, a abordagem é diferente (Enfase nos aspectos tedrico-formais e no
desenvolvimento do raciocinio), € muitos conceitos conhecidos sio redefinidos para o
contexto da Computagio e Informdtica. Este livro destaca e diferencia o contetido
(provavelmente) conhecido do novo, ressaltando, de forma direta ou indireta, quando
ndo se trata de uma simples revisdo aprofundada de tépicos j4 conhecidos;

Enfase dos estudos no conteiido. O contetido de Matemdtica Discreta é relativamente
extenso e é desenvolvido com abrangéncia e profundidade. Tal fato tende a levar o
aluno a centrar seu estudo no conteddo, dando pouca atencfio aos niveis mais elevados
de raciocinio. A conseqiiéncia é que, no meio do semestre letivo (ou até antes), muitos
alunos se sentem subitamente perdidos, nfo acompanhando mais o desenvolvimento da
disciplina. A questiio fundamental é o entendimento de que, tdo importante quanto o

contetido, é o desenvolvimento da capacidade de raciocinio abstrato (I6gico-’

matemético), o qual é fortemente explorado junto com o contetido. Ou seja, de certa
forma, o contetido € usado como um meio para o desenvolvimento de um raciocinio
abstrato. E importante observar que o desenvolvimento do racioctnio é obtido
gradualmente, ao longo do tempo, como conseqiiéncia de estudos regulares e
sisteméaticos, preferencialmente apés cada aula ou tépico estudado. Conseqlientemente,
estudos intensivos pouco antes de uma prova sfo muito pouco produtivos e, em geral,
resultam na sensacio do tipo: “sabia o contetido, mas ndo consegui resolver as
questdes”. Assim, este livro ai)resenta 0 texto e os exercicios em niveis crescentes de
raciocinio. Em particular, nos exercicios sobre um determinado tdpico, a primeira
metade enfatiza a fixagio do contetido, ao passo que a segunda metade enfatiza o
desenvolvimento do raciocinio.

Com o objetivo de manter o custo do livio acessivel (fator importante para muitos

estudantes), optou-se, para esta segunda edi¢@o, fazer apenas pequenas revisdes, mantendo,
sempre que possivel, as mesmas numeragdes (paginas, secdes, etc.) da primeira ediggo.

Material de apoio ou complementar que eventualmente venha a ser desenvolvido serd

disponibilizado no seguinte endereco da WEB:

hitp:/teia.inf.ufrgs.br

Em particular, se o leitor for professor, sugere-se um contato direto para verificar

eventual material de apoio especifico.

Os autor agradece:
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discreto, a matemdtica discreta (ou também chamada dlgebra abstrata)
é fortemente empregada.

Deve-se observar que ndo é objetivo desta publicagfo cobrir todos os tépicos de Matemética
Discreta. Assim, alguns temas como Andlise Combinatéria ¢ Probabilidade Discreta ndo sio
desenvolvidos. Adicionalmente, apenas alguns topicos de Teoria dos Grafos séo introduzidos.

Uma questfio importante para o entendimento do que segue ¢ a origem do termo Matematica
Discreta. Intuitivamente falando, qualquer sistema computador possui limita¢des finitas em
todos os seus principais aspectos como, por exemplo, tamanho da memdria, niimero de -
instrugdes que pode executar, niimero de simbolos diferentes que pode tratar, etc. Assim, o

estudo dos conjuntos finitos é fundamental. e ;’f
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O fato de um sistema computador possuir limitagdes finitas ndo implica necessariamente uma
limitag#o ou pré-fixagio de tamanhos méximos. Por exemplo, no que se refere a capacidade de
armazenamento, um computador pode possuir unidades auxiliares como discos removiveis, fitas,
ctc. Portanto, para um correto entendimento de diversos aspectos computacionais,
freqiientemente ndo & possivel pré-fixar limites, o que implica tratar tais questdes em um
contexto infinito.

Entretanto, qualquer conjunto de recursos computacionais, finito ou infinito, € contdvel ou
discreto (em oposigio ao termo continuo), no sentido em que seus elementos (recursos) podem
ser enumerados ou seqiienciados (segundo algum critério) de tal forma que néio existe um
elemento entre quaisquer dois elementos consecutivos da enumeraggo. Por exemplo, o conjunto
dos nimeros naturais é obviamente contivel. Um importante contra-exemplo é o conjunto dos
ntmeros reais, o qual é ndo-contdvel ou ndo-discreto. Isso significa que existem conjuntos
infinitos contéveis e conjuntos infinitos ndo-contaveis. '

Assim, a Matemdtica Discreta possui como énfase os estudos matematicos baseados em
conjuntos contiveis, finitos ou infinitos. Em oposi¢do, a Matemdtica do Continuum possui como
énfase os estudos matematicos baseados em conjuntos néo-contéveis. Um importante exemplo de
Matemética do Continuum para Computagio e Informatica é o Cdlculo Diferencial e Integral.

Com o objetivo de manter o leitor de Computagio e Informdtica motivado com o '

desenvolvimento do contetido, sempre que possivel, para cada conceito de Matematica Discreta
introduzido, sdo discutidas aplicagSes tipicas de diversas areas da Computagfio ¢ Informatica.

1.2  Conceitos Basicos de Teoria dos Conjuntos

O texto que segue introduz alguns conceitos bésicos relativos & Teoria dos Conjuntos os
quais, possivelmente, sio do conhecimento do Ieitor. Neste caso, sugere-se uma répida passagem
para verificar as nomenclaturas e convengdes adotadas ao longo do livro, bem como a leitura da
exemplifica¢fo de seu uso em Computagio e Informatica.

1.2.1 Conjuntos

O conceito de conjunto é fundamental, pois praticamente todos os conceitos desenvolvidos
em Computagio e Informatica, bem como os correspondentes resultados, s&o baseados em
conjuntos ou construgdes sobre conjuntos.

Conjunto ¢ uma estrutura que agrupa objetos e constitui uma base para construir estruturas
mais complexas. Assim, informalmente, um conjunto ¢ uma cole¢do, sem repeticBes ¢ sem
qualquer ordenagfo, de objetos denominados elementos. O termo “elemento” ¢ usado de forma
ampla ¢ pode designar um objeto concreto ou abstrato. Neste contexto, um elemento € uma
entidade basica a qual nfio ¢ definida formalmente.

Definicéo 1.1 - Conjunto
Um Conjunto é uma colegfio de zero ou mais objetos distintos, chamados Elementos do conjunto
0s quais ndo possuem qualquer ordem associada. Q
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EXEMPLO 1.1 - Conjuntos

a) Asvogaisa,e,i,oeu;

b) O par de sapatos preferido;

c) Osdigitos0,1,2,3,4,5,6,7,8¢9;

d) Todos os brasileiros;

e) Os numeros pares 0, 2, 4, 6,...

f) O personagem Snoopy, a letra a, a baia da Guanabara ¢ o Pelé. Q

Observe que um conjunto pode ser definido, listando-se todos os seus elementos (como “as
vogais a,e,i, 0 e U”) ou por propriedades declaradas (como “todos os brasileiros™).
Adicionalmente, deve ficar claro que um conjunto nfio necessariamente € constituido por objetos
que compartitham mesmas caracteristicas ou propriedades (como em “o personagem Snoopy, a
letra a, a baia da Guanabara ¢ o Pelé”).

A definigdo de um conjunto listando todos os seus elementos é denominada denotacdo por
extensdo e € dada pela lista de todos os seus elementos, em qualquer ordem (separados por
virgulas) e entre chaves como, por exemplo: :

Vogais={a,e,i,o,u}
Neste caso, Vogais denota o conjunto {a, e,i,0,u}.
A definigdo de um conjunto por propriedades é denominada denotacdo por compreensdo
como, por exemplo:
Pares={n | n € nimero par}
a qual ¢ interpretada como:
o conjunto de todos os elementos n tal que n é nimero par

Assim, a forma geral de defini¢fo de um conjunto por propriedades é como segue:
{x|px)}
¢ ¢ tal que um determinado elemento a ¢ elemento deste conjunto se a propriedade p ¢ verdadeira
para &, ou seja, se p(a) é verdadeira. Por exemplo, para o conjunto:
B={x | x é brasileiro }
tem-se que Pelé ¢ elemento de B ¢ Bill Gates ndo ¢ elemento de B.

Embora seja possivel definir qualquer conjunto por compreensdo, freqiientemente ¢
conveniente especificar conjuntos de outra forma como, por exemplo:

Digitos ={0,1,2,3,...,9}
Pares={0,2,4,6,...}

nos quais os elementos omitidos podem ser facilmente deduzidos do contexto.

EXEMPLO 1.2 - Conjuntos
a) Semana={seg, ter, qua, qui, sex, sab, dom}
b) Duas Vogais={aa, ae, ai, ao, au, ea, ee, €i, €0, ev,...,ua, ue, Ui, uo, uu }
¢) {x | x=y2 sendo que y é nfimero inteiro }
o0 que corresponde ao conjunto {0, 1,4,9,16,...} Qa
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1.2.2 Pertinéncia

Se um determinado elemento a ¢ elemento de um conjunto A, tal fato € denotado por: .
acA
o qual ¢ interpretado como segue:
a pertence ao conjunto A
Caso contrario, afirma-se que a ndo pertence ao conjunto A. Tal fato é denotado por:
agA
EXEMPLO 1.3 - Pertence, Ndo-Pertence
a) Relativamente ao conjunto Vogais={a, &, i, 0, U}, tem-se que:
a&Vogais
he& Vogais
b) Relativamente ao conjunto B={x | X é brasileiro }, tem-se que:

PeléeB
Bill Gates ¢ B Q

1.2.3 Alguns Conjuntos Importantes

Um conjunto especialmente importante € o conjunto vazio, ou seja, 0 conjunto sem elementos
{ }, 0 qual & usualmente representado pelo seguinte simbolo:

]

EXEMPLO 1.4 - Conjunto Vazio
a) o conjunto de todos os brasileiros com mais de 300 anos;
b) o conjunto de todos os niimeros os quais sdo simultaneamente pares e impares. a

Um tipo de conjunto quase tdo importante como o vazio é o conjunto unitdrio, ou seja, um
conjunto constituido por um unico elemento. Portanto, existem infinitos conjuntos unitarios.
Entretanto, para muitas aplicagdes, pode-se usar qualquer conjunto unitirio, ou seja, o fato
importante é que o.conjunto considerado possui um tnico elemento, sendo irrelevante qual & o
elemento que o constitui. Nesse caso, um conjunto unitario fixado ¢ usualmente denotado por 1.

EXEMPLO 1.5 - Conjunto Unitario

a) o conjunto constituido pelo jogador de futebol Pelé;

b) o conjunto de todos os nameros que sdo simultaneamente pares e primos;

) 1={<} a
Os seguintes conjuntos (os quais devem ser do conhecimento do leitor) sfo importantes na

Matematica em geral € na Computagio e Informatica em particular e possuem uma denotagio

universalmente aceita:

Conjunto dos Numeros Naturais
Conjunto dos Niimeros Inteiros
Conjunto dos Nimeros Racionais
Conjunto dos Numeros Irracionais
Conjunto dos Niumeros Reais

RO N2
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1.2.4 Conjuntos Finitos e Infinitos

Um conjunto pode possuir um nimero finito ou infinito de elementos. A definicio formal de
conjunto finito e infinito serd apresentada adiante. Informalmente, um conjunto ¢ dito:

a) Conjunto finito se pode ser denotado por extensdo, ou seja, listando exaustivamente todos os
seus elementos;
b) Conjunto infinito, caso contrario.

EXEMPLO 1.6 - Conjunto Finito, Conjunto Infinito
a) Os seguintes conjuntos sdo finitos:

1%}

{e}

Vogais={a,e,i,o,u}

Digitos={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

{Snoopy, a, baia da Guanabara, Pelé }

A={XEN | x>0ex<4}

B={x | x é brasileiro }
b) Os seguintes conjuntos sdo infinitos:

V4

R

{XEZ|x=0}

Pares={y | y=2xeXEN}
Observe que o conjunto A={XEN | x>0 x<4} ¢ finito, pois poderia ser representado por
extensdo, ou seja, A={1,2,3}. Analogamente para o conjunto B={x | x¢ébrasileiro} (a
representacfio por extensdo € claramente possivel, embora trabalhosa). Também, repare que o
conjunto {XEZ | x=0} corresponde ao conjunto N. a

1.2.5 Alfabetos, Palavras e Linguagens

A nocio de conjunto permite definir linguagem, um dos conceitos mais fundamentais em
Computagio e Informatica. Para a defini¢do de linguagem, € necesséario antes introduzir os
conceitos de alfabeto e de cadeia de caracteres. O estudo detalhado destes e de outros conceitos
correlatos ¢ realizado em algumas disciplinas como Linguagens Formais € Compiladores.

Definiciio 1.2 - Alfabeto
Um Alfabeto ¢ um conjunto finito. Os elementos de um alfabeto sdo usualmente denominados de
simbolos ou caracteres. : a

Portanto, 0 conjunto vazio é um alfabeto, e um conjunto infinito #do é um alfabeto.

Definiciio 1.3 - Palavra, Cadeia de Caracteres, Sentenca
Uma Palavra ou Cadeia de Caracteres ou Sentenga sobre um alfabeto € uma seqiiéncia finita de
simbolos (do alfabeto) justapostos. 2

Portanto, uma cadeia sem simbolos é uma palavra valida, e o simbolo:
€ denota a cadeia vazia, palavra vazia ou sentenca vazia.
Se X representa um alfabeto, ento:

2*  denota o conjunto de todas as palavras possiveis sobre




6 Matemdtica Discreta para Computagdo e Informatica - P. Blauth Menezes

EXEMPLO 1.7 - Alfabeto, Palavra

a) Os conjuntos & e { &, b, ¢} sfo alfabetos;

b) O conjunto N rdo € um alfabeto;

¢) ¢ ¢éuma palavra sobre o alfabeto{a,b,c};

d) ¢ ¢ uma palavra sobre o alfabeto &J;

e) a,e6,i,0,u,al, oi, ui e asiou sdo exemplos de palavras sobre Vogais;

f) 1e001 sdo exemplos de palavras distintas sobre Digitos;

g {a,b}*={e,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,...}

h)y @*={e}

Definicédo 1.4 - Linguagem Formal

Uma Linguagem Formal, ou simplesmente Linguagem, ¢ um conjunto de palavras sobre um
alfabeto. a

EXEMPLO 1.8 - Linguagem Formal
Suponha o alfabeto £={a, b}. Entéo:
a) O conjunto vazio e o conjunto formado pela palavra vazia sfo linguagens sobre X.
Obviamente, I={e};
b) O conjunto de palindromos (palavras que tém a mesma leitura da esquerda para a direita e
vice-versa) sobre X ¢ um exemplo de linguagem (infinita):
Palindromos ={¢, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, aaaa,...} D

EXEMPLO 1.9 - Linguagens de Programacdo
As linguagens de programacio como Pascal, C e Java s3o linguagens sobre o alfabeto constituido
por letras, digitos e alguns simbolos especiais (como espaco, parénteses, pontuagdo, etc.). Nesse
caso, cada programa na linguagem corresponde a uma palavra sobre o alfabeto. Ou seja, uma
linguagem de programagfo ¢ definida por todos os seus programas possiveis. Portanto, Pascal,
Java, C, bem como qualquer linguagem de programacfo de propositos gerais, s&o conjuntos
infinitos. Q
Observagio  1.10 - Compilador x Pertinéncia 4 Linguagem
Um compilador de uma linguagem de programacio é um sofiware que traduz um programa escrito
na linguagem de programacgio (linguagem fonte) para um cddigo executdvel no sistema
computador (/inguagem objeto). Em geral, um compilador ¢ estruturado em duas grandes partes:
andlise (andlise léxica, andlise sintdtica e andlise semdntica) e sintese (geracdo e otimizagdo de
codigo executavel). Resumidamente, a analise verifica se um dado programa fonte p ¢, de fato, um
programa vélido para a linguagem L em questdo, ou seja, verifica se:

peL a

1.2.6 Subconjunto e Igualdade de Conjuntos

Além da nog¢fio de pertinéncia j& introduzida, outra nogfio fundamental da Teoria dos
Conjuntos € a de continéncia, a qual permite introduzir os conceitos de subconjunto ¢ de
igualdade de conjuntos.

Se todos os elementos de um conjunto A também sdio elementos de um conjunto B, entfo se
afirma que A esta contido em B e denota-se por:

ACB
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ou, alternativamente, que B contém A, e denota-se por:
B2oA
Nesse caso (AC B ou B2 A), afirma-se que A é subconjunto de B.
Adicionalmente, se AC B, mas existe b & B tal que b & A, entlio se afirma que A esta
contido propriamente em B, ou que A é subconjunto proprio de B, e denota-se por:
ACB
Ou, alternativamente, que B contém propriamente A e denota-se por:
BDOA
Quando nfo € fato que AC B (respectivamente, A C B), & usual denotar como segue:
A ¢ B (respectivamente, A ¢ B)
Outra terminologia usual, mas que néo sera adotada neste livro, & a seguinte:
¢ contido amplamente significando contido;
*  contido estritamente significando contido propriamente.
EXEMPLO  1.11 - Continéncia, Subconjunto
a) {a,b}C{b,a}
b) {a,b}C{a,b,c},{a,b}C{ab,c}
¢ {1,2,3}CN,{1,2,3}CN
d) NCZ,NCZ
e) ©C{a,b,c},TC{ab,c}
fy JCN,ICN a
Um conjunto especial e importante € o conjunto universo, normalmente denotado por U, o
qual contém todos os conjuntos que estdo sendo considerados. Ou seja, o conjunto universo
define o “contexto de discuss@io” (e portanto, U ndo é um conjunto fixo). Uma vez definido o
conjunto universo U, para qualquer conjunto A, tem-se que:
ACU
Os conjuntos A e B sdo ditos conjuntos iguais, o que é denotado por:
A=B
se e somente se possuem exatamente os mesmos elementos. Formalmente, afirma-se que:
A=B seesomentese ACBeBCA

EXEMPLO  1.12 - Igualdade de Conjuntos
a) {1,2,3}={xEN|x>0ex<4}
b) N={xEZ |x=0}
c) {1,2,3}={3,3,3,2,2,1}
Este tltimo item ilustra claramente a definig@o de igualdade. De fato, é facil verificar que:
{1,2,3}£{3,3,3,2,2,1} e {3,3,3,2,2,1}C{1,2,3}

Observe que este exemplo também ilustra por que as repeticdes de elementos podem ser
desconsideradas (se o leitor tiver alguma diivida, revise a defini¢fio de continéncia). o

E importante distinguir claramente entre pertinéncia e continéncia. Sugere-se ler atentamente o

exemplo que segue.
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EXEMPLO  1.13 - Pertinéncia x Continéncia
Lembre-se de que os elementos de um conjunto podem ser quaisquer objetos. Em particular,
podem ser conjuntos. Considere o conjunto A={1,2, 3, &, {a},{b, ¢} }. Entfio (justifique):
a) {1}¢A{1}CA
b) JEA TCA
c) {a}e=A,{b,c}EA
d) {1,2,3}¢A,{1,2,3}CA a
Observacio  1.14 - Linguagem Formal x Conjunto de Todas as Palavras
Considere a Defini¢8o 1.4 - Linguagem Formal. Uma linguagem formal L sobre um alfabeto =
pode alternativamente ser definida como um subconjunto de Z*, ou seja:
LCE* Q

1.2.7 Conjuntos nas Linguagens de Programacio

Como j4 introduzido, ao longo de todo o livro sdo exemplificadas aplicagdes de Matematica
Discreta em Computacéo e Informatica. Uma aplicac8o constantemente explorada ¢é a relagio
entre os conceitos matematicos desenvolvidos e suas implementagcdes em linguagens de
programacdo. Entretanto, como conhecimentos de linguagem de programacgdo ndo sfo pré-
requisitos deste livro, a exemplificacdo sera ilustrativa e, portanto, ndo é detalhada, nem formal.

Com o objetivo de manter um entendimento crescente e coerente da aplicaciio da Matematica
Discreta em linguagens de programacgo, o texto ¢ centrado na linguagem Pascal, por diversas
razdes, com destaque para as seguintes:

* ¢&uma linguagem desenvolvida objetivando o ensino de programacéo;

» ¢ formalmente bem definida, o que facilita o seu estudo matematico;

+ inspirou diversas linguagens de programagio comerciais;

* ¢ disponivel em diversos tipos de sistemas computadores;

e ¢ freqiientemente adotada como primeira linguagem de programagio em cursos de
Computagdo e Informatica.

Para exemplificar conjuntos em linguagens de programagfo, € necessario antes introduzir o

conceito de tipo de dado. Informalmente e resumidamente, um tipo de dados em Computagio e
Informatica é um conjunto de objetos (dados) e certas operagBes sobre esses objetos.
Considerando as limita¢des usuais dos sistemas computadores e objetivando manter a
portabilidade dos softwares, algumas lingnagens especificam os limites dos valores do tipo de
dados, como os valores devem ser armazenados e como as operagdes devem ser processadas.

A grande maioria das linguagens de programago possui alguns tipos de dados predefinidos

como, por exemplo:
*  Real ou Ponto Flutuante
s Inteiro
*  Caractere
*  Booleano ou Légico

Considerando as limitagdes fisicas de representagdo de conjuntos infinitos ou de precisio de
valores em um sistema computador (esse assunto normalmente € detalhado em disciplinas como
Arquitetura de Computadores e Matemdtica Computacional), os tipos Real e Inteiro
implementam um subconjunto proprio de R e de Z; respectivamente (bem como algumas
operagdes tradicionais como adi¢fo, multiplicagfo, etc.).
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O tipo Caractere implementa os caracteres usuais como letras e digitos, bem como alguns
simbolos especiais (parénteses, pontuagdio, aspas, etc.). O tipo Logico implementa os valores
l6gicos verdadeiro e falso. Para ambos os tipos, sio implementadas operagdes especiais,
algumas das quais s@o discutidas ao longo deste livro.

Pode aparentar uma contradi¢do, mas muitas linguagens de programagfio nfio possuem
facilidades adequadas para definir e operar conjuntos. Em particular, Pascal oferece algum
tratamento de conjuntos. De fato, em Pascal, pode-se definir tipos baseados em conjuntos finizos.
Por exemplo, na tltima linha, o texto ‘a’ ..’z denota o intervalo [a z]):

Adicionalmente, pode-se definir constantes e variaveis de um tipo conjunto. A definigio de
constantes de um tipo conjunto ¢ realizada sempre por extenso, como, por exemplo:

os quais correspondem aos seguintes conjuntos, respectivamente:

{vermelho, amarelo, azui }

1%}

{seg, ter, qua, qui, sex, sab, dom}

{seg, ter, qua, qui, sex }

{a,e,i,o,u}

A defini¢fo de varidveis de um tipo conjunto ¢ realizada listando quais nomes (das varidveis)

correspondem a quais tipos. Por exemplo, no que segue, sfo declaradas (definidas) cinco variaveis
de trés tipos:

Assim, os seguintes trechos de programas em Pascal:

correspondem, na Teoria dos Conjuntos, aos seguintes conjuntos e suas correspondentes i
denotacgdes:

cores_primarias ={ vermelho, amarelo, azul }
feriado=<

semana={segq, ter, qua, qui, sex, sab, dom}
trabatho ={ seg, ter, qua, qui, sex}
vogais={a,e,i,o,u}
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Observe que, no trecho de programa acima, foi usado o simbolo “:=" ¢ néo para associar
a varidvel ao seu valor. De fato, em Pascal, bem como na maioria das linguagens de programacdo,
o simbolo “=" ¢ usado exclusivamente para verificar uma igualdade, e ndo para definir ou atribuir
valores. Essa distingdo objetiva facilitar a construgdo do correspondente compilador. No

desenvolvimento de compiladores, o tratamento de questdes sintaticas ¢ bem mais simples do -

que o tratamento de questdes seménticas. Por essa razfo, o teste da igualdade e a atribuic@io sfo
sintaticamente distinguidos.
As nogdes de igualdade, subconjunto (contido) e pertinéncia também podem ser especificadas
em Pascal, usando-se a seguinte simbologia:
<= (continéncia)
= (igualdade) »
Por exemplo, suponha os trechos de programas acima e considere os seguintes trechos
observe que, no que segue, o simbolo “=" & usado com o sentido de igualdade):

o

os quais correspondem as seguintes proposigdes sobre a Teoria dos Conjuntos:

cores_primarias ={ vermelho, amarelo, azul } (verdadeiro)
feriado =trabalho (falso)
trabalho Csemana (verdadeiro)
{sab,dom}Ctrabalho (falso)
a&vogais (verdadeiro)
dom Etrabalho (falso)

1.3 Exercicios

Exercicio 1.1  Para cada conjunto abaixo:

* descreva de forma alternativa (usando outra forma de notagfo);
* diga se é finito ou infinito.

a) Todos os nimeros inteiros maiores que 10

b) {1,3,5,7,9,11,...}

¢) Todos os paises do mundo

d) A linguagem de programacfio Pascal

Exercicio 1.2 ParaA={1},B={1,2}e C={{1}, 1), marque as afirmac¢des corretas:
a) ACB []

b) ACB [1]

c) A€EB [1]

d A=B []

e ACC [1]
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) ACC [1

g A€eC [1]

n A=C []

) 1€A []

p 1€C []

K {1}€A []

p {1}eC [1]

m DEC []

n YCC [1

Exercicio 1.3 Sejama={x l 2x =6} e b=3. Justifique ou refute a seguinte afirmagio:
a=b

Exercicio 1.4  Quais sdo todos os subconjuntos dos seguintes conjuntos?

a) A={a,b,c}

b) B={a,{b,c},D}dadoque D={1,2}

Exercicio 1.5 O conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto (inclusive nele
proprio)? Justifique a sua resposta.

Exercicio 1.6  Todo conjunto possui um subconjunto proprio? Justifique a sua resposta.
Exercicio 1.7 Sejam A={0,1,2,3,4,5},B={3,4,5,6,7,8},C={1,3,7,8},
D={3,4}, E={1,3}, F={1}e X um conjunto desconhecido. Para cada item abaixo, determine
quais dos conjuntos A, B, C, D, E ou F podem ser iguais a X:

a) XCAeXCB

b) X¢BeXCC

) XZCAeX¢C

d) XCBeX¢C

Exercicio 1.8  Sejam A um subconjunto de B e B um subconjunto de C. Suponha que
aEA bEB,ceC,dEA, e B, f&C. Quais das seguintes afirma¢des sfo verdadeiras?

a) acC
b) bEA
¢) CEA
d) deB
e) eZA
H €A

Exercicio 1.9  Marque os conjuntos que sdo alfabetos:

a)  Conjunto dos nimeros naturais

b)  Conjunto dos nimeros primos

c)  Conjunto das letras do alfabeto brasileiro
d) Conjunto dos algarismos arabicos

e¢)  Conjunto dos algarismos romanos

f)  Conjunto{a,b,c,d}

g)  Conjunto das vogais

h)  Conjunto das letras gregas

[aman B e B e B e B e B e B B e |
b bd o lmd  ed bl bl e
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Exercicio 1.10 Sejam £={a,b,c,...,z}e Digitos={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} alfabetos.
Entio:
a) Para cada um dos alfabetos abaixo, descreva o correspondente conjunto de todas as palavras:
al) X
a.2) Digitos
b) Discuta as seguintes afirmag¢des:
b.1) Portugués é uma linguagem sobre =, ou seja, ¢ um subconjunto de X*
Dica: Quais os simbolos usados para compor um texto em portugués?
b.2) N é uma linguagem sobre Digitos, ou seja, ¢ um subconjunto de Digitos*
b.3) N=Digitos*
Dica: Como fica o caso da palavra vazia?

Exercicio 1.11 Em que condi¢des o conjunto de todos os palindromos sobre um alfabeto
constitui uma linguagem finita?

Exercicio 1.12 Para que o leitor se convenga plenamente da importincia da Matematica
Discreta para a Computag@io ¢ Informatica, sugere-se, como exercicio complementar, duas
pesquisas na infernet, a saber:

a) Uma sobre Curriculos de Cursos de Computagfio e Informatica no mundo, e sua relagio com
Matematica Discreta. Observe que algumas vezes Matemadtica Discreta é denominada de
Algebra;

b) Outra sobre a importidncia da Matemética Discreta para a Computago ¢ Informaética e o
detalhamento do porqué do termo “discreta”.

Exercicio 1.13 Mesmo que o leitor ndo tenha conhecimentos de linguagens de programacgo,
¢ possivel, com um rdpido estudo, desenvolver programas simples em Pascal. Assim, sugere-se
como exercicio complementar de pesquisa, o desenvolvimento de um programa em Pascal que
implemente os trechos de programas exemplificados.

2 Nocoes de Logica e Técnicas de
Demonstracao

Légica Matemdtica é basica para qualquer estudo em Computagdo ¢ Informiética e, em
particular, para o estudo de Matematica Discreta. De fato, para desenvolver qualquer algoritmo e,
conseqiientemente, qualquer sofiware computacional, sfo necessarios conhecimentos basicos de
Légica. Inclusive, existem linguagens de programacio baseadas em Logica, ou seja, desenvolvidas
segundo o paradigma 16gico, como, por exemplo, a linguagem Prolog.

As Diretrizes Curriculares do MEC para Cursos de Computacgio e Informética [MEC 2005]
destacam que:

Légica Matemdtica é uma ferramenta fundamental na defini¢do de conceitos
computacionais

E, para algumas matérias da Area de Formagfo Tecnolégica, como Inteligéncia Artificial, esse
texto destaca, enfaticamente que:

Como base ao estudo da Inteligéncia Artificial sGo imprescindiveis conhecimentos de
Légica Matemdtica, ... ,
Légica permite definir a nogfo de feorema. Em um primeiro momento, pode parecer estranho que
teoremas € suas correspondentes demonstragdes sejam fundamentais para a Computagio €
Informética. Entretanto, em computagfo, um teorema freqiientemente pode ser visto como um
problema a ser implementado computacionalmente, ¢ a sua correspondente demonstra¢do, pode
ser vista como uma solugfio computacional, ou seja, um algoritmo. Adicionalmente, o algoritmo
que soluciona o problema, prova-se, sempre funciona!
Para ilustrar a importincia desse assunto para a Computacgiio e Informatica, David Parnas,
importante pesquisador internacional e um dos pioneiros da Engenharia de Sofiware, afirmou em
uma palestra no XIII SBES - Simpésio Brasileiro de Engenharia de Software que:

o maior avango da Engenharia de Software nos tltimos dez anos
Jforam os provadores de teoremas

O principal objetivo deste capitulo é introduzir, resumidamente, os principais conceitos e a
terminologia de ldgica matemdtica e de técnicas de demonstragdo de teoremas necessérios para o
estudo de Matematica Discreta, portanto, esta nfio é uma abordagem ampla, nem detalhada. Tal
abordagem foge do escopo deste livro e normalmente ¢ desenvolvida em uma disciplina especifica
de Légica. Relacionado  logica, é introduzida a Hipétese de Church a qual é uma premissa bdsica
para toda a Computagfo e Informatica.
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2.1 Ldgica

O texto que segue é centrado em Logica Booleana. Entende-se por Logica Booleana ou Logica
de Boole o estudo dos principios € métodos usados para distinguir sentengas verdadeiras de
falsas. George Boole (inglés, 1815-1864) foi um dos precursores do estudo da Logica.

2.1.1 Proposi¢des

Definicio 2.1 - Proposiciio

Uma Proposi¢éio é uma construgio (sentenca, frase, pensamento) a qual se pode -atribuir juizo.
No caso da Légica Matemdtica, o tipo de juizo é o verdadeiro-falso, ou seja, o interesse € na
“verdade” das proposic¢Ses. Qa

7

Em Légica Matematica, a forma tradicional de tratar com a “verdade” ¢ considerar dois

valores-verdade V e F (verdadeiro ¢ falso, respectivamente) e estipular que as proposi¢des s6

podem assumir esses dois valores. Para uma dada proposi¢éo p, denota-se por:

V(p)
o valor-verdade de p.

EXEMPLO 2.1 - Proposicdo
a) Sdo exemplos de proposi¢des:
Brasil € um pais
Buenos Aires € a capital do Brasil
3+4>5
7-1=5
Para cada uma dessas proposigdes, o valor-verdade ¢ como segue:
V(Brasil é um pais) =V
V(Buenos Aires ¢ a capital do Brasil)=F
V(3+4>5)=V
V(7-1=5)=F
b) Nado sio exemplos de proposi¢des:
V4 tomar banho.
Que horas s&o?
Parabéns! ’ u]

2.1.2 Conetivos

As proposic¢des introduzidas até o momento sdo ditas proposicdes atémicas ou simplesmente
dtomos, no sentido em que nfio podem ser decompostas em proposi¢des mais simples.

Entretanto, é possivel construir proposi¢cdes mais complexas compondo proposigdes, usando
operadores l6gicos, também denominados de conetivos (Iégicos).
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EXEMPLO 2.2 - Proposigbes Compostas

Nas seguintes proposi¢des (compostas), os conetivos 16gicos estdo representados em negrito:

a) Windows € um sistema operacional, e Pascal ¢ uma linguagem de programacéo;

b) Vou comprar um PC ou um MAC;

¢) Linux ndo ¢ um software livre;

d) Se choverem canivetes, entdio todos os alunos estardo aprovados em Matemética Discreta;

¢) A=DB se e somente se ACBeBCA). Q
Claramente, proposi¢des compostas podem ser usadas para construir novas proposicdes

compostas, como no caso do Gltimo item no EXEMPLO 2.2 - Proposi¢des Compostas. O

mesmo exemplo ilustra os cinco conetivos que serdo estudados {e, ou, ndo, se-entao ¢ se-

somente-se).

Negaciio

Ja foi visto que uma dada proposigdo p ou é verdadeira ou é falsa. A negagdo de uma
proposi¢do € construida, introduzindo-se a palavra ndo de forma apropriada ou prefixando-se a
proposigdo por “néo ¢ fato que” (ou expressdo equivalente).

EXEMPLO 2.3 - Negacgdo
Considere as seguintes proposicdes:
Brasil € um pais;
Linux € um software livre;
3+4>5
A negacdo dessas proposigdes € como segue, respectivamente:
Brasil n&o € um pais
Linux ndo é um software livre;
N&o é fato que 3+4>5 a
Se p denota uma proposigdo, entdio a negacio de p é denotada por:
-“p ou -~p
a qual ¢ lida como:
‘6n§.0 p”v
sendo interpretada como segue:

* sep ¢ verdadeira, entdo —p ¢ falsa;

* sepéfalsa, entdo ~p é verdadeira.

Uma tabela-verdade é uma tabela que descreve os valores 16gicos de uma proposigio em
termos das possiveis combinac8es dos valores 16gicos das proposigdes componentes € dos
conetivos usados. Assim, para cada combinagdo de valores-verdade e de conetivos, a tabela-
verdade fornece o valor-verdade da expressdo resultante.

Definicio 2.2 - Negagiio :
Dada uma proposigio légica p, a semantica da Negacdo —p ¢é dada pela tabela-verdade ilustrada
na Figura 2.1. a
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Figura 2.1 Tabela-verdade: negag@o

Conjuncio

A conjungfo de duas proposi¢des p e q, denotada por:
pAqg
a qual é lida:
“veq’
reflete uma nogfo de simultaneidade para ser verdadeira. Assim, a proposi¢do composta p A g €:

+ verdadeira, apenas quando p e q sdo simultaneamente verdadeiras;

e falsa, em qualquer outro caso.
Definicio 2.3 - Conjuncio
Dadas duas proposi¢des logicas p e g, a semintica da Conjungdo p A 4 € dada pela tabela-
verdade ilustrada na Figura 2.2. u]

Figura 2.2 Tabela-verdade: conjuncéo

Relativamente 2 tabela-verdade da conjungfo ilustrada na Figura 2.2, observe que, para
expressar todas as combinac¢Bes possiveis de valores logicos das proposi¢es p ¢ , foram
necessarias quatro linhas (quantas linhas seriam necessarias para expressar a combinacdo de todos
os valores 16gicos possiveis de n proposi¢des?).

EXEMPLO 2.4 - Conjungdo

Sugere-se observar a tabela ilustrada na Figura 2.2, durante a leitura deste exemplo, procurando
justificar por que a proposi¢io composta, em cada um dos itens abaixo, é verdadeira ou falsa:

a) Verdadeira: Windows ¢ um sistema operacional, e Pascal ¢ uma linguagem de programaggo;
b) Falsa: Windows é um sistema operacional, e Pascal é uma planilha eletronica;

¢) Falsa: Windows é um editor de textos, e Pascal é uma linguagem de programagcfo;

d) Falsa: Windows é um editor de textos, e Pascal é uma planilha eletronica. B =
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Disjuncioe
A disjungdo de duas proposi¢des p e g, denotada por:
pvq
aqual € lida:
“p Ou q,’

reflete a nogdo de que pelo menos uma (eventualmente duas) das proposi¢des componentes deve
ocorrer para que a resultante seja verdadeira. Assim, a proposi¢o composta p v g é:

« verdadeira, quando pelo menos uma das proposi¢des & verdadeira;

» falsa, somente quando simultaneamente p e q sio falsas.
Definigdo 2.4 - Disjuncio
Dadas duas proposic¢des logicas p e g, a seméntica da Disjuncdo p v q é dada pela tabela-verdade
ilustrada na Figura 2.3. a

T

n i< |<

Figura 2.3 Tabela-verdade: disjungéo

EXEMPLO 2.5 - Disjungéo

Sugere-se observar a tabela ilustrada na Figura 2.3, durante a leitura deste exemplo, procurando
justificar por que a proposi¢do composta, em cada um dos itens abaixo, € verdadeira ou falsa:

a) Verdadeira: Windows é um sistema operacional ou Pascal é uma linguagem de programagio;
b) Verdadeira: Windows é um sistema operacional ou Pascal é uma planilha eletrénica;

¢) Verdadeira: Windows é um editor de textos ou Pascal é uma linguagem de programagio;

d) Falsa: Windows é um editor de textos ou Pascal é uma planilha eletronica. o

Condicao

A condicdo envolvendo duas proposigdes p e g, denotada por:
P—=q
aqual é lida:
' “se p entdio q”
reflete a no¢do de que, a partir de uma premissa verdadeira (ou seja, p é verdadeira),
obrigatoriamente deve-se chegar a uma conclusdo verdadeira (ou seja, q é verdadeira), para que

a proposi¢do composta p — ( seja verdadeira. Entretanto, partindo de uma premissa falsa,
qualquer conclus@o pode ser considerada. Assim, a proposi¢do composta p—q &:

» falsa, quando p é verdadeira e q ¢ falsa;
* verdadeira, caso contrario.
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Definicio 2.5 - Condicéo
Dadas duas proposi¢des logicas p e q, a semantica da Condigdo p — ( ¢ dada pela tabela-
verdade ilustrada Figura 2.4 o]

T

mnim|I< |I<

Figura 2.4 Tabela-verdade: condi¢éo

EXEMPLO 2.6 - Condigdo
Sugere-se observar a tabela ilustrada na Figura 2.4, durante a leitura deste exemplo, procurando
justificar por que a proposi¢do composta, em cada um dos itens abaixo, ¢ verdadeira ou falsa:

a) Verdadeira: se Windows ¢é um sistema operacional, entfio Pascal é uma linguagem de
programagio; ‘

b) Falsa: se Windows é um sistema operacional, entdo Pascal ¢ uma planilha eletr6nica;

c) Verdadeira: se Windows é um editor de textos, entfio Pascal é uma linguagem de
programacdo;

d) Verdadeira: se Windows é um editor de textos, entdo Pascal é uma planilha eletrénica. Q

Bicondicio

A bicondi¢do envolvendo duas proposi¢Ges p e g, denotada por:
p<dq
aqual é lida:
“p se e somente se q”
reflete a nog#o de condigfio “nos dois sentidos”, ou seja, considera simultaneamente:
» sentido de “ida”: p ¢ premissa e q ¢ concluséo;
« sentido de “volta™: g € premissa e p é conclusgo.
Portanto, considerando a nog3o de condi¢io ja introduzida e considerando que esta ¢ “nos
dois sentidos”, a proposi¢do composta p <> ( é:
» verdadeira, quando p e g sio ambas verdadeiras ou ambas falsas;
e falsa, quando as proposi¢des p e ¢ possuem valor-verdade distintos.
Definicio 2.6 - Bicondicéo
Dadas duas proposices logicas p e q, a seméantica da Bicondi¢do p <> g é dada pela tabela-
verdade ilustrada na Figura 2.5. Qa
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Figura 2.5 Tabela-verdade: bicondigéo ‘

EXEMPLO 2.7 - Bicondicdo

Sugere-se observar a tabela ilustrada na Figura 2.5, durante a leitura deste exemplo, procurando

justificar por que a proposigdo composta, em cada um dos itens abaixo, ¢ verdadeira ou falsa:

a) Verdadeira: Windows ¢ um sistema operacional se e somente se Pascal é uma linguagem de
programacéo;

b) Falsa: Windows é um sistema operacional se e somente se Pascal é uma planilha eletrnica;

c) Falsa: Windows ¢ um editor de textos se e somente se Pascal é uma linguagem de
programacio;

d) Verdadeira: Windows ¢ um editor de textos se e somente se Pascal é uma planitha
eletronica. o

2.1.3 Foérmulas, Linguagem Logica e Tabelas-Verdade

Formulas Légicas ou simplesmente Férmulas sdo as palavras da Linguagem Légica. O
conceito de formula ¢ formalmente introduzido adiante, quando do estudo da Definicdo Indutiva,
mas pode ser facilmente entendido como sendo uma sentenga l0gica corretamente construida
sobre o alfabeto cujos simbolos sfo conetivos (A, v, —>, etc.), parénteses, identificadores (p, g, I,
efc.), constantes, etc. Se uma férmula contém varidveis, entdo esta ndo necessariamente possui
valor-verdade associado. Ou seja, seu valor l6gico depende do valor-verdade das sentengas que
substituem as variaveis na formula.

EXEMPLO 2.8 - Formulas
Suponha que P, q e r sdo sentengas variaveis. Entdo, sdo formulas:

a) Os valores-verdade constantes V e F

b) Qualquer proposi¢do

¢ p.qger

d) -p,pag,pvag,p—~gep<q

¢ pv(-q)

) (pa-q)—F

9 =(prg)<(-pv-q)

h) pv(gan<(pva)a(pvr) a
Com o objetivo de possibilitar a redugfo do nimero de parénteses e, conseqiientemente,

simplificar visualmente as férmulas, a seguinte ordem de precedéncia entre os conetivos ¢é

convencionada. A ordem ¢ a seguinte:

1. Conetivos entre parénteses, dos mais internos para os mais externos;
2. Negagdo (-)
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3. Conjungdo (A) e disjuncdo (v)
4.  Condigdo (—)
5. Bicondigio (<»)
EXEMPLO 2.9 - Precedéncia de Conetivos
a) pv(—q)éequivalenteapv -q
b) (pA-q)—=F éequivalenteapa -q—F
¢) ~(pAQ) <> (-pv-q)éequivalentea ~(pag) < -pv ~q
d) para a férmulapv(gar)< (pva)a(pvr) qualquer omissdo de parénteses resulta em
ambigiiidade (por qué?). u]
As tabelas-verdade foram introduzidas quando da definigio dos conetivos. Entretanto, como
construir uma tabela-verdade de uma dada férmula? Lembre-se de que a tabela-verdade deve
explicitar todas as combinagdes possiveis dos valores logicos das férmulas atdmicas
componentes. Observe que:
* cada férmula atémica ndo-constante pode assumir dois valores logicos: V e F.
Obviamente, uma formula atdmica constante possui um valor-verdade fixo (VouF);

*  portanto, na tabela-verdade da negagfio ilustrada na Figura 2.1 duas linhas sdo suficientes
para expressar os valores logicos possiveis;

* para as tabelas com duas férmulas atdmicas (nfo-constantes), como as da conjungfio
(Figura 2.2) e da condi¢8o (Figura 2.4), sio necessdrias quatro linhas, ou seja, 22
possiveis combinagdes dos valores l6gicos;

» de fato, € fcil verificar que, para n férmulas atdmicas (n8o-constantes), sd0 necessarias
2N linhas na tabela-verdade para expressar todas as cbmbinag(”)es possiveis de valores
logicos.

Tal fato, bem como a técnica de construgio de tabelas-verdade, & ilusirado nos exemplos que

seguem.
EXEMPLO  2.10 - Tabela-Verdade
Os passos de construgdo da tabela-verdade para a férmula p v —q sdo ilustrados na Figura 2.6, da
esquerda para a direita. Observe que:

» atabela possui 4 =22 linhas, pois se trata de duas formulas atdmicas;

*  asduas primeiras colunas expressam as combinacdes possiveisde peq;

¢ aterceira coluna € introduzida e corresponde  negagiio de g, ou seja, a férmula ~0;

* aquartacoluna corresponde & disjungéio de p com —q, ou seja, pv =q, a qual contém o

resultado desejado. a
Y 9 p 9 - p g -q
V V \' Vv F Vv \' F
\ F V F \' Vv F \
F \' F \' F F \' F
F F F F \ F F Vv

Figura 2.6 Passos de construgio de uma tabela-verdade
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EXEMPLO  2.11 - Tabela-Verdade '

A formula p A ~q— F possui 3 proposi¢des atdmicas. Entretanto, como a férmula atémica F §
constante, ndo € considerada no célculo do niimero de linhas. Assim, a tabela-verdade possui
4=22 ¢ ¢ ilustrada na Figura 2.7. Observe que nfo foi introduzida uma coluna para o valor
constante F, pois a sua introdugfio seria redundante (a coluna contetia somente F).

plal-q|pr-q
v| v |F F
VIF| vV v
FlV]|F F
Fl F| vV F

Figura 2.7 Tabela-verdade

EXEMPLO  2.12 - Tabela-Verdade .
A formulapv (gar)<>(pvq)a(pvr) possui 3 formulas atbmicas ndo-constantes. Portanto, a

tabela-verdade possui 8 =23 linhas e ¢ ilustrada na Figura 2.8. Observe que a construgdo da

tabela respeitou a ordem de precedéncia definida. a
plalrigarlpv@anipvalpvri(pvaalpvr

ViV]VvV] V \' \'/ \'/ V

VI VI]F F \' \' V \'

VIF|V F \' V \' \'

v|F|F| F v vV |V Vv

FlV]|V]|] V \" \'/ \' \'

F|V]|F F F \' F F

FIF|V]| F F Flv F

FIF|F| F F F | F F

Figura 2.8 Tabela-verdade

2.1.4 Légica nas Linguagens de Programacio

Ja foi comentado que, em geral, as linguagens de programagcgo possuem o tipo de dado logico
ou booleano predefinido. ’

No caso da linguagem Pascal, o tipo de dado é denominado boolean, ¢ os correspondentes
valores légicos V e F sdo denotados por true ¢ false, respectivamente. Assim, por exemplo, a
declaragio (definigdo) das varidveis p, g e r deste tipo € como segue

SRR

Também j4 foi comentado que as nogdes de igualdade e continéncia (entre conjurlltc?s) e de
pertinéncia (de um elemento a um conjunto) sdo expressdes que resultam em valores logicos. Da
mesma forma, as seguintes relacdes entre expressdes aritméticas também resultam em valores
logicos:




| gl
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= (igual)

< (menor)

<= (menor ou igual)
> (maior)

>= (maior ou igual)

Por exemplo, os seguintes trechos de programas em Pascal resultam em valores 16gicos (qual o
valor 16gico resultante?):

A linguagem Pascal (assim como a maioria das linguagens de programacio) possui os

seguintes conetivos logicos: '

not (negacio)

and -(conjungio)

or (disjuncio)

<= (condi¢#o)

=  (bicondi¢do)
EXEMPLO  2.13 - Programa em Pascal
Suponha que ¢ desejado desenvolver um programa em Pascal capaz de calcular e informar o valor
l6gico da férmula p v (q A 1) para quaisquer valores de p, q e r fornecidos. Assim, o programa
necessita ler os valores de p, q e r, calcular o valor 16gico da formula para os valores lidos e
imprimir o resultado.

Um programa para o problema € apresentado na Figura 2.9. Observe o seguinte:

¢ a primeira linha define o nome do programa (valor_logico) ¢ informa que os
procedimentos predefinidos input e output do sistema serfio usados para entradas
(leituras) e saidas (impressdes), respectivamente;

¢ asegunda linha define as varidveis p, g ¢ r as quais s3o do tipo boolean;

* enfre as palavras begin e end sfo especificados os comandos (deﬁném as acgdes);

e o comando de leitura (read) 1€ os valores 16gicos de p, g e r a serem considerados;

e ocomando if-then-else tem a seguinte seméntica: se a expressdo logica apos a
palavra if for verdadeira, entfo o comando apds a palavra then ¢é executado; senfo, o
comando apos a palavra else ¢ executado;

s portanto, para os valores de p, g ¢ r lidos, se o valor-verdade de pv (qar) for
verdadeiro, o texto verdadeiro ¢ impresso; sendo, o texto falso é impresso. o

Figura 2.9 Programa em Pascal para calcular o valor légicode p v (q aT)

1
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2.1.5 Tautologia e Contradicio

Definicio 2.7 - Tautologia, Contradiciio

Seja W uma foérmula. Ent3o:

a) w ¢ dita uma Tautologia se w ¢ verdadeira, ou seja, se for verdadeira para todas as
combinacdes possiveis de valores de sentencas varidveis;

b) w é dita uma Contradicdo se W & falsa, ou seja, se for falsa para todas as combinacGes
possiveis de valores de sentengas varidveis. Q

EXEMPLO  2.14 - Tautologia, Contradi¢do

Suponha p uma férmula. Considere a tabela-verdade ilustrada na Figura 2.10. Entfo:

a) A férmula p v -p € uma tautologia;

b) A férmula p A —=p é uma contradigfo. . a

Figura 2.10 Tabela-verdade: tautologia ¢ contradigio

2.1.6 Implicacfio e Equivaléncia
Os conetivos de condigio e bicondigo induzem as relagGes de implicacdo e de equivaléncia
entre formulas, respectivamente. A importincia destas relagdes pode ser resumida como segue:

a) Relagfo de implicacfio: esta diretamente relacionada com o conceito de feorema, como serd
visto adiante;

b) Relagio de equivaléncia: permite definir a nogfo de “mesmo significado” entre duas formulas
(sintaticamente) diferentes.

Definicio 2.8 - Relacéio de Implicacéo
Sejam p e q duas formulas. Ento p implica ¢, denotado por:
p=q ou pkq
se e somente se:
p —q ¢ uma tautologia. a
EXEMPLO  2.15 - Relagdo de Implicagdo

Considere a tabela-verdade ilustrada na Figura 2.11. Entfio, valem as seguintes implicagSes
(procure interpretar os nomes dados a cada uma das implicac¢des):

a) Adigdo
p=pvq

by Simplificacdo
prg=p
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mim < I< o
i< [mi< |e

Figura 2.11 Tabela-verdade: adigdo e simplificagio

Defini¢io 2.9 - Relacdo de Equivaléncia
Sejam p e g duas formulas. Entéio p é equivalente a q, denotado por:
p<q

se ¢ somente se:

P <> g € uma tautologia. a
EXEMPLO  2.16 - Relagdo de Equivaléncia
Considere a fér.mula pv(g A r) <> (pva)a(pvr) apresentada anteriormente € a correspondente
tabela-verdade ilustrada na Figura 2.8. Ento, vale (observe a relaggo de equivaléncia):

pvi@an<(pva)a(pvr)

Este exemplo mostra que a distributividade do conetivo ou sobre o conetivo € é verdadeira
sempre (sugere-se como exercicio verificar se o conetivo e distribui-se sobre o conetivo ou). O

Os exemplos de equivaléncia que seguem sdio importantes para o estudo das Técnicas de
Demorfstragao as quais sdo tratadas adiante. Assim, sugere-se uma especial atengfo e um correto
entendimento destes exemplos.

EXEMPLO  2.17 - Bicondigdo x Condicdo
Considere a tabela-verdade ilustrada na Figura 2.12. Entdo, vale: -
P<qge(P—=aq)r(q—p)

?Zte”ex?mlilo’ mostra formalmente por que a bicondi¢o pode ser expressa por duas condigGes:
‘ida” e “volta”. .

=
Plalp<glp—=qglg—p| (P—~qr(g—p)
v|iv]| v v | v v
V|F| F F | Vv F
Flv]| F v F F
FIF| v v | v v

e

Figura 2.12 Tabela-verdade: Bicondigio x Condigio

EXEMPLO  2.18 - Contraposicdo

Considere a tabela-verdade ilustrada na Figura 2.13. Entfo, vale a seguinte equivaléncia, conhecida
por contraposicdo: ,

pP—=qe-q—=>-p a
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p q -p -9 | P9
) \' F F \Y
\Y/ F F Vv F
F \Y \ F \Y
F F \ \ A

Figura 2.13 Tabela-verdade: contraposi¢io

EXEMPLO  2.19 - Redugdo ao Absurdo

Considere a tabela-verdade ilustrada na Figura 2.14. Entdo, vale a seguinte equivaléncia, conhecida

por redu¢do ao absurdo:

p—>q«pa-q—>F -
plagl-qg|lp—>glpr-q| pr-gq—>F
v| V]| F \ F v
V| F{V F \ F
F|lV ]| F v F v
FI F| vV Vv F Vv

Figura 2.14 Tabela-verdade: redugo ao absurdo

2.1.7 Quantificadores
Considere a seguinte sentenga:
n>1

Claramente, dependendo do valor de n considerado, esta sentenga pode assumir o valor
verdadeiro ou faiso. Ou seja, para cada valor de n considerado, esta sentenca ¢ uma proposic¢do
diferente. Tal idéia induz a defini¢io de proposigdo sobre um conjunto de valores.
Adicionalmente, para uma dada proposi¢do sobre um conjunto de valores, freqilentemente é
desejavel quantificar os valores a serem considerados.

Proposicio Sobre um Conjunto
Definicio 2.10 - Proposicio sobre um Conjunto
Uma Proposicdo Sobre A é uma proposigiio cujo valor 16gico depende do elemento X € A
considerado. a
EXEMPLO  2.20 - Proposigdo sobre um Conjunto
Sdo proposicdes sobre o conjunto N:
a) n>1
b) n!<10
¢) n+i1>n
d) 2n ¢ impar
Quais proposigdes sdo verdadeiras para qualquer nE€N?
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Uma proposicgo P a qual descreve alguma propriedade de um elemento X € A & usualmente
denotada por:

p(x)
Toda proposigio p sobre A determina dois conjuntos, como segue:
a) Conjunto verdade de p
{xE€A | p(x) é verdadeira}
b) Conjunto falsidade de p
{XEA | p(x) éfalsa}

EXEMPLO  2.2] - Conjuntos Verdade e Falsidade

Suponha o conjunto N. Entdo:

a) Para a proposi¢io n>1:
{2, 3, 4,...} ¢ o conjunto verdade;
{0, 1} ¢ o conjunto falsidade;
b) Para a proposi¢io n! <10:
{0, 1, 2, 3} ¢ o conjunto verdade;
{nEN | n > 3}é o conjunto falsidade;
¢) Para a proposicion+1>n:

N € o conjunto verdade (& o proprio conjunto universo);
& ¢ o conjunto falsidade;

d) Para a proposi¢do "2n ¢ impar":
& ¢ o conjunto verdade;
N ¢ o conjunto falsidade (é o préprio conjunto universo). Q
Assim, uma proposic¢do p sobre A € uma:
a) Tautologia se p(X) ¢ verdadeira para qualquer X € A, ou seja, o conjunto verdade & A,
b) Contradicdo se p(x) é falsa para qualquer X E A, ou seja, o conjunto falsidade é A. =]
EXEMPLO  2.22 - Tautologia, Contradicdo
Suponha o conjunto universo N. Entfio:
a) A formula n! <10 néo é tautologia nem contradigio. De fato, por exemplo:
para n=0, a formula é verdadeira
para n=4, a formula é falsa
b) A férmulan+1>n é uma tautologia. De fato, o conjunto verdade é o conjunto universo N;

©) A formula "2n ¢ fmpar" ¢ uma contradi¢ho. De fato, o conjunto falsidade é o proprio
conjunto universo N. o

Quantificador

Com freqiiéncia, para uma determinada proposi¢do p(x), é desejavel quantificar os valores de
X que devem ser considerados. Assim, os seguintes quantificadores sio usados em Légica
(supontha uma proposi¢do p(x)):
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a) Quantificador universal, simbolizado por ¥, o qual, quando associado a uma proposicio

p(x), é denotado alternativamente como segue:

(YxEA)(p(x) (YxEA)P(X) VXEA, p(x)
b) Quantificador existencial, simbolizado por 3, o qual, quando associado a uma proposigéo

p(x), é denotado alternativamente como segue:

@AxeA)(p(x)) @AxeA)p(x) IXEA, px)

Quando é claro sobre qual conjunto de valores a proposicdo estd definida, uma expressdo
quantificada (VX E A) p(x) (respectivamente, (Ix € A) p(x)) pode ser simplesmente denotada
como segue, respectivamente:

(Vx)(p(x)) (YX)p(x) VX p(x)
@) @) px)  3x, p(x)

Uma leitura de uma proposicdo quantificada (VX € A) p(x) (respectivamente, (Ix € A) p(x))

é como segue, respectivamente:
“qualquer X, p(X)” ou “paratodo X, p(x)”
“existe pelo menos um X tal que p(X)” ou  “existe X tal que p(x)”

Como a leitura induz, o valor-verdade de uma proposi¢io quantificada € como segue:
a) (YXEA)p(x) ¢ verdadeira, se p(x) for verdadeira para fodos os elementos de A;
b) (AxEA) p(x) ¢ verdadeira, se p(x) for verdadeira para pelo menos um elemento de A.
Definicio 2.11 - Quantificador Universal, Quantificador Existencial
Seja p(x) uma proposigio l6gica sobre um conjunto A. Entdo:

a) Quantificador Universal: a proposicio (VX EA) p(x) é:
» verdadeira, se o conjunto verdade for igual ao conjunto A;
» falsa, caso contréario;

b) Quantificador Existencial: a proposigio (3x) p(x)é:

e verdadeira, se o conjunto verdade for nfo-vazio;

« falsa, caso contrario. o
EXEMPLO  2.23 - Quantificador Universal, Quantificador Existencial
Procure justificar o valor-verdade de cada uma das seguintes proposigdes quantificadas:

a) (YnEN)(n<1)éfalsa

(3nEN)(n < 1) é verdadeira
b) (Vn&N)(n!<10) ¢ falsa

(InEN)(n! < 10) é verdadeira
¢) (VneN)(n+1>n)é verdadeira

(AnEN)(n +1>n) é verdadeira
d) (YnEN)(2n é par) é verdadeira

(3n €N)(2n ¢é par) é verdadeira

Observe que, nos itens .acima, sempre que uma proposi¢do quantificada universalmente €

verdadeira, a mesma proposigio, mas quantificada existencialmente, também & verdadeira. Esta

5 u]
observag#o vale sempre?
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Claramente, a nogéo de uma proposigdo p(X) sobre um conjunto pode ser generalizada,
resultando em uma proposi¢éo p a qual descreve alguma propriedade de elementos x1 € A1,
X2 € Ag,..., Xn € Ap. Tal proposicio é usualmente denotada por:

p(X1, X2,..., Xn)

Portanto, cada um dos elementos X1, X2,..., Xn pode ser individualmente quantificado. Neste
caso, a ordem dos quantificadores existencial e universal pode alterar o valor-verdade da
proposigdo. Por exemplo, para o conjunto universo N, vale:

(¥n)(Im)(n <m) é verdadeira-
(AM)(Vn)(n<m) é falsa

De fato:

a) Para (Yn)(3m)(n <m), dado qualguer valor n, é possivel encontrar (existe) pelo menos um m
que satisfaz a desigualdade. Por exemplo, basta tomar m=n+ 1. Assim, claramente, para
qualquer ntimero natural n, vale a proposi¢do n<n+ 1, que é trivialmente verdadeira,

b) A proposigdo (Im)(Vn)(n<m) afirma que existe um nimero natural maior que qualquer
outro. Sabe-se que tal nimero natural nfo existe. Portanto, a proposicio é falsa.

Observacio  2.12 - Existe pelo menos um x Existe um dnico

E muito comum quantificar existencialmente de forma tinica, ou seja, de tal forma que existe um

elemento e este € #nico. Portanto, nfio é uma quantificagio existencial usual na qual pode existir

mais de um. Tal quantificador é usualmente simbolizado por 3!. Assim, por exemplo (compare
com o EXEMPLO 2.23 - Quantificador Universal, Quantificador Existencial):

(A'nEN)(n < 1) é verdadeira
(I'nEN)(n!<10) é falsa
('nEN)(n+1>n) éfalsa
(I'nEN)(2n ¢ par) é falsa

Prova-se que o quantificador 3! pode equivalentemente ser representado usando os
quantificadores universal e existencial e os conetivos usuais, como abaixo (o primeiro e o segundo

termos da conjungdo significam existe ¢ é wnico, respectivamente). A equivaléncia ndio serd
provada:

(31%) p(x) < (3x) p(x) A (VX)(YY)( (P(x)AP(y) =X =Y)) Q

Negaciio de Proposi¢des Quantificadas
A negagio de uma proposigdo quantificada & intuitiva. De fato, suponha a seguinte
proposi¢do quantificada:
(VxE A) p(x)
cujo valor-verdade (j4 foi visto) é como segue:
(VxE€A) p(x) é verdadeira, se p(x) for verdadeira para rodos os elementos de A

Assim, a negaco significa que ndo é verdadeira para fodos os elementos de A, ou seja, que existe
pelo menos um X tal que nfo ¢ fato que p(x), ¢ portanto:

(AxeA) -p(x)
Logo:
=((VxEA)p(x}) < (IxEA) ~p(x)
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Fazendo um raciocinio andlogo, conclui-se que:
~((@AxEA) p(x)) = (VXEA) =p(X)

EXEMPLO  2.24 - Negagdo de Proposigbes Quantificadas
Considere 0 EXEMPLO 2.23 - Quantificador Universal, Quantificador Existencial. Procure
justificar cada uma das seguintes equivaléncias:
a) ~((VnEN)(n<1)) = @nEN)(n=1)=V

-(@AneN)(n<1)) <= (YnEN)(nz1)=F
b) ~((VnEN)(n'<10)) < @AnEN)(n!=10) =V

~((AnEN)(n!<10)) < (VnEN)(n!=10) = F
¢ ~((YneEN)(n+1>n))< @AneEN)(n+1=n)<F

~(@ANEN)n+1>n)) <« (VnEN)(n+1=n)<=F
d) ~((VnEN)(2n ¢ par) ) < (In EN)(2n ndo ¢ par) = F

-((@nEN)(2n & par) ) < (Yn EN)(2n nio & par) < F Qa

Claramente, a nocdo de negagiio pode ser estendida para proposicdes que dependem de n
elementos, os quais podem ser individualmente quantificados, como ilustrado no exemplo a
seguir.
EXEMPLO  2.25 - Negacdo de Proposi¢Bes Quantificadas
Considere as seguintes proposi¢Ses quantificadas:

(Yn)(@m)(n <m) é verdadeira
(Am)(Yn)(n<m) é falsa

A negagdo dessas proposicdes €, respectivamente:

(An)(Ym)(n=m) é falsa
(Vm)(3@n)(n=m) é verdadeira Q

2.2  Técnicas de Demonstracio

Um feorema é uma proposicéo do tipo:

P—4q
a qual prova-se ser verdadeira sempre (tautologia), ou seja, que:

p=q
As proposigdes p e q sdo denominadas hipdtese e tese, respectivamente. E usual denomm.ar
coroldrio um teorema que & uma conseqiiéncia quase direta de um outro ja demonstrado (ou seja,
cuja prova ¢ trivial ou imediata). Adicionalmente, um teorema auxiliar que possui um resultado
importante para a prova de um outro ¢ usualmente denominado lema.

Teoremas sdo fundamentais em Computagdo e Informdtica e, em particular, no estu(?o de
Matemiatica Discreta. Por exemplo, um teorema permite verificar se uma determ1r}ada
implementagfo é correta. Sob este ponto de vista, um teorema pode ser visto como um algon@o
que, prova-se, sempre funciona. De fato, muitos dos teoremas apresentados ao longo do livro
refletem essa idéia.
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Antes de iniciar uma demonstracfo, é fundamental identificar claramente a hipétese e a tese.
Por exemplo, considere o seguinte teorema:

0 é o unico elemento neutro da adicdo em N
Uma reescrita, identificando claramente a hipétese e a tese, ¢ como segue:

se 0 ¢ elemento neutro da adicdo em N,
entdo 0 é o unico elemento neutro da adicdo em N

E importante observar que, na demonstragio de que, de fato, p = ¢, a hip6tese p € suposta
verdadeira. Consegiientemente, a hipétese ndo deve ser demonstrada. De fato, todas as teorias
possuem um conjunto de premissas (hipéteses) que so supostas verdadeiras e sobre as quais
todo o raciocinio ¢ construido. A Teoria dos Conjuntos, como introduzida neste livro, é baseada
em uma premissa que € a nogdo de elemento, a qual € simplesmente suposta. Algumas abordagens
também consideram a nogdo de conjunto como sendo uma premissa. A propria Computacdo e
Informética € construida sobre uma importante premissa, conhecida como Hipétese de Church.

Observaciio  2.13 - Hipétese de Church x Computacio e Informstica
Um dos conceitos mais fundamentais da Computagdo e Informatica é o de algoritmo, também
denominado procedimento efetivo ou fungdo computavel. Intuitivamente, um algoritmo é:

uma seqiiéncia finita de instrucbes, as quais podem ser realizadas mecanicamente,
em um tempo finito

Claramente, tal intuig8o ndo pode corresponder a um conceito formal de algoritmo. De fato, no
inicio do século XX, muitos pesquisadores dedicaram-se a- formalizar tal conceito. Assim,
diversas formalizages matemticas foram desenvolvidas. Em particular, em 1936, Alan Turing
propds um modelo conhecido como Mdquina de Turing, o qual é apresentado no Capitulo 7 -
Cardinalidade de Conjuntos.

Ainda em 1936, Alonzo Church apresentou a Hipdtese de Church, a qual afirma que:

qualguer fingdo computdvel pode ser processada por uma Mdquina de Turing, ou seja,
existe um procedimento expresso na forma de uma Méquina de Turing capaz de
processar a fungdo

I3

Contudo, como a nogdo intuitiva de algoritmo n3o é matematicamente precisa, & impossivel
demonstrar formalmente se a Maquina de Turing &, efetivamente, o mais genérico dispositivo de
computagfo. Entretanto, foi mostrado que todos os demais modelos propostos possuem, no
méximo, a mesma capacidade computacional dessa méquina, o que reforca a Hipétese de Church.

Desde entéo, para todo o desenvolvimento subseqiiente, a Hipétese de Church é suposta e,
conseqiientemente, ¢ uma premissa bdsica para toda a Computagdo e Informdtica. Observe que,
se algum dia for encontrado algum formalismo mais geral do que a Maquina de Turing, pela
seméntica do conetivo —, os estudos desenvolvidos sobre a Hipdtese de Church continuam
validos (por qué?). O estudo da Méquina de Turing, da Hip6tese de Church e dos conceitos
correlatos € desenvolvido pela Teoria da Computagdo. 0

E usual que um teorema seja apresentado na forma p <> q. Entretanto, no EXEMPLO 2.17 -
Bicondig#o x Condigfo, foi visto que:

pP<qe(Pp—a)a(g—=p)
Assim, uma técnica usual para demonstrar que p <> q é provar em separado a "ida" p—~+Q e a
"volta" q —p.
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Para um determinado teorema p ~> g, existem diversas técnicas para provar (demonstrar) que,
de fato, p=>q. Destacam-se as seguintes técnicas de demonstragdo:
a) Prova Direta,
b) Prova por Contraposicdo;
¢) Provapor Reducdo ao Absurdo ou simplesmente Prova por Absurdo;
d) Prova por Inducdo. N

A prova por indugio ¢ uma aplicagdo particular do Principio da Indu'gdo Maten?atzca, a qual
sera estudada em capitulo especifico. Os demais tipos de prova sdo descritos a seguir. Destaque-

se que, ao longo de todo o livro, cada demonstragdo é um exemplo de uso de tais técnicas.
Seguindo este raciocinio, os exercicios de demonstrago também estfio distribuidos ao longo de

todo o livro. . )
De qualquer forma, para qualquer técnica de demonstragdo, especial atengéo deve ser dada aos

quantificadores. Por exemplo, para provar a proposigdo:

(VxEA) p(x)
¢ necessério provar p(x) para todo x € A. Portanto, mostrar um determinado elemerﬁo acA
nio é uma prova, mas sim um exemplo, 0 que, neste caso, ndo constitui uma prova valida para
todos os elementos de A. J4 no seguinte caso:

(AxEA) p(x)
basta provar que existe pelo menos um a € A tal que p(a) ¢ verdadeira. Ou seja, contrariamente
ao caso acima (quantificador universal), neste caso um exemplo é uma prova.

2.2.1 Prova Direta

Definicio 2.14 - Prova Direta i .
Uma prova ¢ dita Prova Direta ou Demonstracdo Direta quando pressupde verdadeira a

hipétese e, a partir desta, prova ser verdadeira a tese. 0
EXEMPLO  2.26 - Prova Direta
Considere o teorema:

a soma de dois nimeros pares é um numero par

ou seja, reescrevendo na forma de p—Q:

se N e m sdo dois nmimeros pares quaisquer,
entdo N+ M é um numero par

Inicialmente, lembre-se de que qualquer ntimero par N pode ser definido como n=2r, para algum
natural I
Suponha que n ¢ M sdo dois niimeros pares. Entfio existem I, € N tais que:
n=2r e m=2s
Ento:
n+m=2r+2s=2(r+s)
Como a soma de dois nuimeros naturais r + S é um nimero natural, vale n+m=2(r +s).

Logo, n+m é um nimero par.
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2.2.2 Prova por Contraposicéio

A prova por contraposigéo baseia-se no seguinte resultado (denominado de contraposi¢io), o
qual foi verificado no EXEMPLO 2.18 - Contraposic&o: '

p=q<«-q—=>-p
2.15 - Prova por Contraposicio
Uma prova € dita Prova por Contraposi¢do ou Demonstragdo por Contraposigdo quando, para
provar p — Q, prova-se =g —> =P, pois sdo formas equivalentes. Para provar ~q— -p basta, a
partir de —q, obter —p (prova direta). o
EXEMPLO  2.27 - Prova por Contraposi¢do
Para demonstrar o seguinte teorema (suponha n €N):

Definicéo

ni>(n+1)—»n>2
pode-se, equivalentemente, demonstrar por contraposi¢éo que:
ns2—-nlsn+1

Observe que é muito simples provar que n=2 —n!=n+1, pois basta testar a proposi¢cio para
os casos N=0,n=1 e n=2, o que se sugere como exercicio. Q

2.2.3 Prova por Reducio ao Absurdo

A prova por redugio ao absurdo baseia-se no seguinte resultado (denominado de reducdo ao

absurdo), o qual foi verificado no EXEMPLO 2.19 - Redugéo ao Absurdo: l
p—=>qe(pr-q—F
Defini¢io 2.16 - Prova por Redugfio ao Absurdo

Uma prova € dita Prova (Demonstragdo) por Redugdo ao Absurdo ou simplesmente Prova
(Demonstracdo) por Absurdo quando a prova de p — ( consiste em supor a hipdtese p, supor a
negacfo da tese —q e concluir uma contradi¢iio (em geral, g A Q). a

Observe que a técnica de demonstragdo conhecida como prova por contra-exemplo, é uma
demonstragfio por absurdo. De fato, em uma demonstragio por absurdo, a construgio da
contradigiio q A —q é, em geral, a apresentagio de um contra-exemplo.

EXEMPLO  2.28 - Prova por Reducdo ao Absurdo
Considere o seguinte teorema:
0 ¢é o unico elemento neutro da adigdo em N
ou seja, reescrevendo na forma de p—Q:
se 0 é elemento neutro da adi¢do em N,
entdo 0 ¢ o unico elemento neutro da adigéo em N
Uma prova por reducfio ao absurdo é como segue:
a) Suponha que (hipdtese) O é elemento neutro da adicdo em N e que (negagio da tese) 0 ndo é

o0 tnico elemento neutro da adi¢fio em N. Seja € um elemento neutro da adi¢iio em N tal que
e =0 (se 0 nfo ¢ o tnico, entdo existe um outro, diferente de 0);
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b) Entdo:
e como O é elemento neutro, para qualquer N €N, vale N=0+n=n+0. Em particular, para
n=e,valee=0+e=e+0
o como e é elemento neutro, para qualquer nEN, vale n=n+e =€ +n. Em particular, para
n=0,vale0=0+e=e+0 :
e portanto, como e=0+e=e+0e0=0+e=e+ 0, pela transitividade da igualdade, vale
e =0, o que ¢ uma contradi¢fo, pois foi suposto que € =0
Logo, € absurdo supor que o elemento neutro da adi¢do em N néo ¢ tmico. Portanto, O ¢ o tinico
elemento neutro da adicdio em N. ]

2.3 Exercicios

Exercicio 2.1  Sabendo que os valores-verdade das proposi¢des p e q sdo respectivamente
V e F, determine o valor légico (V ou F) de cada uma das seguintes proposiges:

a) pr—q

b) pv-q

9 ~paq

d -pa-q

e) =pv-—q

f) pa(-pva)

Exercicio 2.2  Determine V(p) em cada um dos seguintes casos, sabendo que:
a) V(@=VeV(parqg)=F

b) V(@)=FeV(pvq)=F

o V(@=FeV(p—a)=F

d) V(@)=FeV(q —p)=V

e) V(@=VeV(p<q)=F

fy V(@)=FeV(Qep)=V

Exercicio 2.3  Determine V(p) e V(q) em cada um dos seguintes casos, sabendo que:
a) Vp—~a)=VeV(prqg)=F

b) V(p—=q)=VeV(pvaq)=F

o Vlp<g=VeV(paq)=V

d Vlp<a)=VeV(pva=V

¢) Vp<qg)=FeV(-pvq)=V

Exercicio 2.4  Construa as tabelas-verdade das seguintes formulas e identifique as que s&o
tautologias ou contradigdes:

a) ~(pv-q)

b) -(p—-q)

¢ paq—>pvq

d) -p—=(g—>p)

e) (p—>Qq) =>pAqg
f) q<-qap

9 p—~(a—(q—p))
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h) -(p—(-p—=0q)
) pag—=(p<qvr)
) -~par—=qv-r
k) p—=reqv-r
D p=(p—-neqvr
m) (PAq—=1)v(-p<>qv-r)
Exercicio 2.5 Sabendo que as proposi¢des X =0 e X =y sdo verdadeiras ¢ que as
proposi¢bes y =7 e y =t sdo falsas, determinar o valor-verdade (V ou F) de cada uma das
seguintes proposicoes:
a) Xx=0AaX=y—>y=z
b) x=0vy=t—y=z
C) X=yvy=z—>y=t
d) x=0vx=y—>y=z
e) X=0—=(X=yvy=t)
Exeljcicio 2.6 Considere a tabela-verdade ilustrada na Figura 2.11. Para cada uma das
seguintes implicagdes, procure justificar os nomes associados:
a) Adigdo.
p=pvq
b) Simplificagdo.
praq=p
Exercicio 2.7  Prove, usando tabela-verdade, as seguintes equivaléncias:
a) Idempoténcia.
PAp<p
pPvp<p
b) Comutativa.
PAgQeQqaAp
pvgsqvp
¢) Associativa.
PA(@An) < (pag)ar
pv(@vne(pvajvr
d) Distributiva. A prova da distributividade do conetivo ou sobre o conetivo €, ou seja:
pv@an<(pva)a(pvr)
foi apresentada na tabela-verdade ilustrada na Figura 2.8. Prove a distributividade do conetivo
€ se sobre 0 conetivo 0U, ou seja:
pa(@vn<(pag)v(par)
€) Dupla negagdo.

“~Pp<ep
) DeMorgan (Augustus DeMorgan, nascido na India, de familia/educacdo inglesa, 1806-1871).

-(prg)=-pv-q
~(pva)e-pa-q
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9 Absorgdo.
pa(pva)<p
pv(prg)ep
Exercicio 2.8  Prove, usando tabela-verdade, as seguintes equivaléncias:

a) p<spragqep—g

b) q<>pvd<=p—4

0 (P~qArp—=rep—>qgar

d (p=qvp—=rep—>qvr

Exercicio 2.9  Prove, usando tabela-verdade, que qualquer dos conetivos estudados pode

ser expresso usando somente os conetivos — € A.

Observagdo: este exercicio é mais importante do que pode aparentar em um primeiro momento.
De fato, esse resultado € usado ao longo do livro ¢ é fundamental para estudos desenvolvidos
em Técnicas Digitais, onde as diversas portas logicas sdo expressas em termos de - e A.

Exercicio 2.10 Prove, usando tabela-verdade, que os seguintes conetivos podem ser

expressos usando os conetivos ja estudados:

a) Conetivo EXOR (abreviatura dos termos em inglés exclusive e or) cuja seméantica ¢ dada pela
tabela ilustrada na Figura 2.15;

b) Conetivo NAND (abreviatura dos termos em inglés not e and) cuja seméntica ¢ dada pela
tabela ilustrada na Figura 2.15.

xly
Viv]
_V]|F
_Flv
F|F

Figura 2.15 Tabela-verdade: EXOR e NAND

Exercicio 2.11  Suponha o conjunto universo R.
a) Determine o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposi¢des:

al) (Yx){(|x]=x)

a2) (@x)(E=x)

a3) (@x)(|x]|=0)

ad) (Ax)(x+2=x)

a.5) (VX)(x+1>x)
a.6) (Vx)(x2=x)

a7) (@x)(2x=x)

a.8) (Ix)(x2+3x="2)
a9) (@x){x2+5=2x)
a.10) (VX)(2x + 3x =5x)

b) Negue cada uma das proposi¢des do item acima.
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Exercicio  2.12  Para ilustrar este exercicio, considere 0 EXEMPLO 2.23 - Quantificador
Universal, Quantificador Existencial. Observe que, no exemplo em questdo, sempre que uma
proposi¢do quantificada universalmente é verdadeira, a mesma proposicéo, mas quantificada
existencialmente, também ¢ verdadeira. Esta observagio vale para qualquer proposi¢io
(trocando o quantificador universal pelo existencial)? Justifique a sua resposta,

Exercicio 2.13  Suponha o conjunto universo {1,2,3,4,5,6, 7,8, 9}. Apresente um
contra-exemplo para cada uma das seguintes proposigdes:

a) (VX)(x+5<12)

b) (Vx)(x ¢ primo)

o) (Yx}(x2>1)

d) (Vx)(x € par)

Exercicio  2.14  Suponha o conjunto universo {2,3,4,5,6,7,8,9}.
a) Determine o valor-verdade (V ou F) de cada uma das seguintes proposi¢Ses:

al) (VX)(Vy)(x+5<y+1 2)
a.2) (¥Yx)(3y)(x ~y ndo & primo)
a.3) (y)(Vx)(x +y ndo é primo)
a4) (Ax)3Fy)(x2>vy)

a.5) (Vx)Ay)(x2>y)

a.6) (Ix)(Vy)(x2>y)

a7) (Yx}(Vy)(Vz)(x + y>z)
a8) (Ix)Vy)(Vz)(x+y> z)
a.9) (Yx)Ay)(Vz)(x + y>z)
a.10) (Vx)(Vy)(3z)(x +y > 2)
a.11) (Yx)(Fy)(3z) (x + y>2z)
a.12) @x)(Vy)(3z)(x + y>2)
a13) @x)Ay)(Vz)(x + y>z)

b) Negue cada uma das proposi¢des do item acima.
Exercicio 2,15 Para demonstrar o seguinte teorema:
' nl>(n+1) -n>2
pode-se, equivalentemente, demonstrar por contraposi¢io que:
n=s2—-nlsn+1

Observe que ¢ muito simples provar quen=2—>nl<n+1, pois & suficiente testar a proposigio
para os casos N=0,n=1 e n=2. Detalhe esta prova.

3 Algebra de Conjuntos

Algebra, desde a sua origem até a sua forma atual, refere-se a célculos. Com limitacdes, &
desenvolvida de maneira informal ou formal, em praticamente todos os niveis de escolaridade. Por
exemplo, as operagSes aritméticas basicas (adigfo, multiplicagdo etc.) sobre o conjunto dos
nimeros reais constituem uma dlgebra.

Historicamente, o estudo das 4lgebras em Computagio e Informatica destaca-se a partir de
1950, com o desenvolvimento da Teoria dos Autématos e Linguagens Formais. De certa forma,
toda a Computaco e Informatica é baseada, direta ou indiretamente, sobre algebras. Como
comentado anteriormente, as Diretrizes Curriculares do MEC para Cursos de Computagio e
Informética [MEC 2005] referem-se 4 Algebra como sendo uma denominagfo alternativa para a
Matematica Discreta.

Um conceito mais formal de 4lgebra € introduzido ao longo do livo. Em um primeiro
momento, considere (informalmente) que uma 4lgebra & constituida de operagdes definidas sobre
uma colegdo de objetos. Nesse contexto, Algebra de Conjuntos corresponderia as operacbes
definidas sobre todos os conjuntos.

Antes de introduzir as operagdes sobre conjuntos, o seguinte é tratado:

a) Diagramas de Venn, os quais, usando uma representacio diagramdtica, auxiliam o
entendimento dos conceitos e raciocinios relacionados com conjuntos;
b) Paradoxo de Russell, o qual estabelece um importante resultado relativamente a Teoria dos

Conjuntos.

As operagBes sobre conjuntos sdo classificadas em reversiveis e ndo-reversiveis. Embora as
nio-reversiveis sejam as mais usuais, as reversiveis sdo especialmente importantes para
Computagéo e Informatica, como sera destacado adiante. As seguintes operagdes sio definidas
sobre conjuntos:

a) Ndo-Reversiveis.
e Unido;
*  Intersecgdo;
b) Reversiveis.

*  Complemento,

s Conjunto das Partes,

e Produto Cartesiano;

*  Unido Disjunta.

Adicionalmente, ¢ introduzida a operagio de diferenca, do tipo néo-reversivel, a qual €
derivada a partir da composigfio das operagdes complemento e intersecggo.

O estudo da Algebra de Conjuntos fica sobremaneira facilitado considerando a seguinte
observac#o.

Observagio 3.1 - Légica x Algebra dos Conjuntos

No estudo da Algebra de Conjuntos, o leitor atento podera observar uma relagio direta entre os
conetivos légicos introduzidos e as operagdes sobre conjuntos, como segue:
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negacéo complemento
disjungdo unido
conjuncao intersecgéo

Adicionalmente, as relagdes lgicas introduzidas também podem ser associadas com as relacdes
sobre conjuntos, como segue:

implicacdo continéncia
equivaléncia igualdade

Para reforgar esse relacionamento entre Légica e Teoria dos Conjuntos, observe que a
equivaléncia (respectivamente, igualdade de conjuntos) pode ser definida em termos de uma dupla
implicagdo (respectivamente, dupla continéncia, ou seja, a “ida” e a “volta™)

Da mesma forma, as propriedades introduzidas sobre os conetivos logicos na Légica sio validas
na Teoria dos Conjuntos, substituindo cada conetivo pela correspondente operacio sobre

conjuntos, com destaque para as seguintes, as quais foram sugeridas como exercicios no Capitulo
2 - Légica e Técnicas de Demonstragio:

idempoténcia: n e v idempoténcia: intersecgdio e unifio
comutativa: A e v comutativa: intersecgdo e unido
associativa: A e v associativa: intersecgdo e unido
distributiva: distributiva:
A sobre v intersecgdo sobre unido
Vv sobre A unifo sobre interseccio
dupla negacdo duplo complemento
DeMorgan DeMorgan
Absorcao Absorcdo

Baseando-se nesses fatos, é facil intuir que as provas, na Teoria dos Conjuntos, sdo; em grande
parte, baseadas em resultados da l6gica. Q

Excetuando-se o Paradoxo de Russell, provavelmente a grande maioria dos assuntos deste
capitulo € do conhecimento do leitor, pois sdo desenvolvidos no Ensino Médio. Neste caso,
sugere-se uma atenta passagem para verificar as nomenclaturas e convencdes adotadas ao longo
do livro, a relago com a Légica, bem como a leitura da exemplifica¢do de seu uso em Computagio
¢ Informética. Em particular, s&o introduzidos importantes tépicos da Teoria da Computagéo.

3.1 Diagramas de Venn

O tratamento dado aos conjuntos e conceitos correlatos até o momento usou uma linguagem
textual. Entretanto, na medida em que oufros conceitos sdo desenvolvidos, como as operagles
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sobre conjuntos, uma linguagem diagramatica auxilia o entendimento de c{eﬁr}igﬁes, ,faFilita 0
desenvolvimento de raciocinios e permite uma identificagio e uma compreensdo facil e rapida dos
componentes € dos relacionamentos em discuss@o. o .

Os Diagramas de Venn (John Venn (1834-1923), rflatematlco '1ngles) sdo 1.1mversalmente
conhecidos e sdio largamente usados nos estudos da Teona dos Conjuntos. Os dlactlgr?rmas' uscailm
figuras geométricas, em geral representadas no plano, para expressar as estrultura~s 'j :or(xlzs Zz
Conjuntos. O conceito ¢ introduzido Via.e>femplos. Assim, na Figura 3.1, sdo ilustra
seguintes construgdes (da esquerda para a direita):

um dado conjunto A
um determinado elemento bEB
o conjunto C={1,2,3}

0.0.€

Figura 3.1 Diagramas de Venn

Da mesma forma, na Figura 3.2, sfo ilustradas as seguintes construgdes (da esquerda para a
direita):
{a,b}C{a,b,c}
ACB .
para um dado conjunto universo U, um conjunto CCU.

As figuras usadas em um Diagrama de Venn podem ser diver,sas. Em geral, o conjunto universo ¢
representado por um retdngulo e os demais conjuntos. por circulos, elipses, etc_. Observe que, ;1(;
caso CCU, o conjunto C é destacado, para auxiliar visualmente o que se desga repr.esentar. . d:
tipo de destaque ¢ importante na interpretagfo das operagdes sobre conjuntos introduzidas

adiante. ‘
B
A
c

Figura 3.2 Diagramas de Venn

U

Para ilustrar uma aplicagfio dos Diagramas de Venn, considere a Figura. 33 Claramente., pode-
se intuir que a no¢do de subconjunto satisfaz a propriedade de transitividade, ou seja, para

quaisquer conjuntos A, B e C, vale:
ACBABCC=ACC
De fato, tal implicagio pode ser comprovada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.2 - Transitividade da Continéncia .
Suponha que A, B ¢ C sio conjuntos quaisquer. Se ACBe BCC, entio ACC
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-

Figura 3.3 Transitividade da continéncia

Prova: (direta)
Lembre-se de que X CY se e somente se todos os elementos de X também sdo elementos de Y.

Suponha que A, B ¢ C sdo conjuntos quaisquer e que ACBe BCC

Seja aEA. Entfio (na coluna da direita é apresentada uma breve justificativa da implicagdo):

acA= pela definigio de subconjunto, considerando que ACB
aEB= pela defini¢io de subconjunto, considerando queBCC
acC

Portanto, para qualquer elemento a € A, valeaEC

Logo, pela definicio de subconjunto, vale AC C (como fica a demonstragio se A for vazio?
Observe que, neste caso, nio existe elemento a EA). a

3.2  Paradoxo de Russell

Lembre-se de que a definiciio de conjunto é:
uma colegdo de zero ou mais elementos distintos
08 quais ndo possuem qualquer ordem associada
Considerando que conjuntos podem possuir conjuntos como elementos, surge a seguinte
davida:
um conjunio pode ser elemento de si mesmo?

Com o objetivo de excluir essa divida, introduz-se a no¢éo de conjunto ordindrio, ou seja, um
conjunto que ndo pertence a si mesmo. Nesse contexto, considere a seguinte defini¢do por
compreensio:

S={A | A ¢éum conjunto ordin4rio }
ou sgja:

0 conjunto de todos os conjuntos que néo séo elementos de si mesmos

Entretanto, como & verificada a seguir, tal defini¢fio determina uma contradi¢o, denominada

de Paradoxo de Russell (enunciada pelo matemético e filésofo Bertrand Russell (1872-1970) em
1901).

Teorema 3.3 - Paradoxo de Russell
A seguinte defini¢o ndo é um conjunto:

S={A | A ¢ um conjunto ordinério }
Prova: (por absurdo)

Lembre-se de que uma demonstragfio por absurdo consiste em supor a hipdtese, supor a negacio
da tese e concluir uma contradico.
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Negagdo da tese. Suponha que S é um conjunto. o
Construgdo da contradigdo. Como S € um conjunto de conjuntos, uma questiio natural é verificar
se S é um elemento de si mesmo. Assim:

Caso 1. Suponha que S €S. Entio (na coluna da direita é apresentada uma breve justificativa da

implicagfo): o
Se8S= pela defini¢cfio de conjunto ordinario
S nfo ¢ um conjunto ordinario = pela definicio de S
S $ S . . «
Caso 2. Suponha que S & S. Entdo (na coluna da direita é apresentada uma breve justificativa da
implicagfo): o
S&S = pela defini¢do de conjunto ordinario

S é um conjunto ordinario = pela defini¢do de S
SES

Claramente, em qualquer dos dois casos, existe uma contradi¢io.
Logo, ¢ absurdo supor que S é um conjunto; portanto, S ndo ¢ um conjunto. . u]

Portanto, a notago por compreensdo permite definir algo que nfio & um conjunto.
Adicionalmente, observe que S seria um subconjunto do conjunto de todos os conjuntos. Como,
pelo Paradoxo de Russell, S ndo é conjunto, entdo se pode afirmar que:

ndo existe o conjunto de todos os conjuntos
ou seja:
nem toda cole¢do de elementos conmstitui um conjunto

Uma forma simples de evitar esse paradoxo (quando o objetivo é deﬁnir'um conjl.mto por
compreensdo) é restringir que a, em {a | p(a) }, assuma valores em um determinado conjunto A,
ou seja, sempre especificar na forma:

{a€A|p@)}

O Paradoxo de Russell possui uma importante conseqiiéncia na definicio de uma estrutura
matematica sobre uma cole¢do de elementos. Convenciona-se denominar tal estrutura de:

*  pequena, se a colegdo de elementos considerada é um conjunFo;

*  grande, se a colegiio de elementos considerada ndo é um conjunto.

Portanto, a Algebra de Conjuntos é uma dlgebra grande, pois‘ € constituida de operagdes
definidas sobre a colegdo (a qual nfio & um conjunto) de todos os conjuntos.

Quando se deseja trabalhar sobre uma digebra pequena, é usual considerar um da(.io conjuyto
universo U. Nesse caso, qualquer operando A ¢ tal que ACU. Esse tipo de 4lgebra ¢ introduzido

adiante, quando do estudo da operacgéo conjunto das partes.

3.3  Operacdes Nao-Reversiveis

As opera¢Bes ndo-reversiveis sfio as mais comuns nos estudos usualmente desenvolvidos
sobre Algebra de Conjuntos.
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3.3.1 Unido

Considere o diagrama ilustrado na Figura 3.10. A operacio de unifio é uma operagdo bindria, a
qual, quando aplicada a dois conjuntos A e B, resulta em um conjunto constituido pelos
elementos que pertencem a pelo menos um dos dois conjuntos, ou seja, que pertencem ao

conjunto A ou ao conjunto B.

Figura 3.4 Unifo

Definicio 3.4 - Unido, Reunido
Sejam A e B conjuntos. A Unido ou Reunido dos conjuntos A e B, denotada por:
AUB

¢ como segue:

AUB={x|xEAvxEB} a
Relacionando com a Légica, a unifio corresponde 4 nogdo de disjungfio. Ou seja, AUB
considera todos os elementos que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B. Observe que o
simbolo de unido U lembra simbolo de disjuncso v.
EXEMPLO 3.1 - Unido
a) Suponha os conjuntos:
Digitos={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Vogais={a,e,i,o,u}
Pares={0,2,4,86,...}
Considere a Figura 3.5. Entdo:
Digitos U Vogais={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9, a,e,i,o,u}
Digitos U Pares ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12, 14, 16,...}
b) Suponha os conjuntos A={XEN | x>2}e B={xEN | X2 =x}. Entfio:
AUB={0,1,3,4,5,6,...}

¢) Considere os conjuntos R (reais ), Q (racionais) e I (irracionais). Entdo:
RUQ=R
RUI=R
QUI=R

d) Para qualquer conjunto universo U e qualquer ACU, vale:

BUDT=g

vug=u

UUA=U

uuu=U
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Figura 3.5 Unifo
As seguintes propriedades da operagfio unidio podem ser facilmente verificadas (suponha os

conjuntos A, B e C):
a) Elemento Neutro.

AUG=UA=A
b) Idempoténcia.

AUA=A
¢) Comutativa.

AUB=BUA
d) Associativa. Na Figura 3.6 ¢ ilustrada a associatividade usando Diagramas de Venn.

AUBUC)=(AUB)UC

BUC AUB

AUBUC) = (AUB)UC

Figura 3.6 Associatividade da unidio

A prova de que, de fato, as propriedades elemento neutro, idempoténcia e comutativa sdo
validas para a unido sdo sugeridas como exercicio. Segue a prova da associatividade. Observe que,
para demonstrar a associatividade da unifio, ¢ suposta a associatividade da disjunc¢dio. Essa prova
ilustra o fato j4 comentado de que cada propriedade da disjungdo corresponde a uma propriedade
da unifio e vice-versa (portanto, qual o elemento neutro da disjungdo?).

Teorema 3.5 - Associatividade da Unido
Suponha que A, B e C s3o conjuntos quaisquer. Entfo:
AUBUC)=(AUB)UC
Prova: (direta)
Lembre-se de que, para dois conjuntos X e Y, para provar que X =Y, pode-se, equivalentemente,
provar que XCY e YCX.
Suponha que A, B ¢ C so conjuntos quaisquer. A prova ¢ dividida em dois casos:

AUBUC)C(AUB)UC caso 1
(AUB)UCCAUBUCQC) caso 2
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Caso 1. Suponha xE€ AU (BU C). Entdo (na coluna da direita & apresentada uma breve
Jjustificativa da implicagfo):
xXEAUBUC)=
xEAvxe(BUC)=
XEAV(XEBVvXEC)=
(xeAvxeEB)vxeC=
XE(AUB)vxeC=
XE(AUB)UC
Portanto, AU(BUC)C(AUB)UC
Caso 2. Suponha X € (AUB) U C. Entdio (na coluna da direita & apresentada uma breve
Justificativa da implicago):
XEAUB)UC=
XE(AUB)vxeC=
(xeAvxeEB)vxeC=
XEAvV(XEBvXEC)=>
XEAvXE(BUC)=
XEAUBUC)

Portanto, (AUB) UCCA U (BUC)

Observe que 0 caso 1 e o caso 2 sio andlogos, trocando o sentido da implicagdo. Seria possivel
reduzir essa prova a um {inico caso, usando equivaléncias?
Logo, AU(BUC)=(AUB)UC ]

Assim, ndo existe precedéncia entre operacdes de unifio e, portanto, os parénteses podem ser
omitidos, ou seja, AU (BU C) ou (AU B) U C pode, equivalentemente, ser denotado sem
parénteses (esse € o significado da propriedade associativa) como segue:

AUBUC

defini¢do de unifio
defini¢do de unifio
associatividade do conetivo v
defini¢fo de unifio
defini¢do de unifio

defini¢do de unifio
defini¢do de unidio
associatividade do conetivo v
defini¢do de unidio
definicdo de unido

3.3.2 Intersec¢iio

Considere o diagrama ilustrado na Figura 3.7. A operago de intersec¢do é uma operagéo
bindria a qual, quando aplicada a dois conjuntos A e B, resulta em um conjunto constituido pelos
elementos que pertencem simultaneamente aos dois conjuntos, ou seja, que pertencem ao
conjunto A ¢ ao conjunto B.

Defini¢io 3.6 - Intersecedio

Sejam A e B conjuntos. A Interseccdo dos conjuntos A e B, denotada por:
ANB

€ como segue:

ANB={x|xEAArXEB} a

Figura 3.7 Intersecgio
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Relacionando com a Logica, a intersec¢io corresponde d nogéo de co'njungao. Ou seja, ANB
considera todos os elementos que pertencem ao conjunto A e ao conjunto B. Observe que o
simbolo de intersec¢do M lembra o simbolo de conjungéo A. ) o

Dados dois conjuntos A e B, sendo ambos nfo-vazios, sc ANB=(, entgo A e B sio ditos
conjunios disjuntos, conjuntos independentes ou conjuntos mutuamente exclusivos.

EXEMPLO 3.2 - Intersec¢do, Conjuntos Disjuntos
a) Suponha os conjuntos:
Digitos={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Vogais={a,e,i,o,u}
Pares={0,2,4,6,...}
Considere a Figura 3.8. Entfo:
Digitos N Vogais =&
Digitos N Pares={0, 2, 4,6, 8}
b) Suponha os conjuntos A={XEN | x>2}eB={XxEN | x2=x}. Entdo: -
ANB=yY conjuntos disjuntos

conjuntos disjuntos

¢) Considere os conjuntos R (reais ), Q (racionais) e I (irracionais). Entfo:

RNQ=Q

I(; p\iiIQ conjuntos disjuntos
d) Para qualquer conjunto universo U ¢ qualquer ACU, vale: '

oNB=Y por que o vazio ndo ¢ disjunto de si proprio?

UNg=y

UNA=A |

uNnu=uU

Digitos Vogais

cCOo oo

Figura 3.8 Intersec¢do
As seguintes propriedades da operagdo interseccdo podem ser facilmente verificadas

(suponha o conjunto universo U e os conjuntos A, B e C):
a) FElemento Neutro.

ANU=UNA=A
b) Idempoténcia.

ANA=A
¢) Comutativa.

ANB=BNA

d) Associativa.

ANBNC)=(ANB)NC
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A prova de que, de fato, as propriedades acima sfo validas para a intersecgio sdo sugeridas
como exercicio.

. Adicionalmente as propriedades da unido e da intersec¢dio ja apresentadas, existem
importantes propriedades que envolvem as duas operages, como segue (suponha os conjuntos
A,BeC):
a) Distributividade da intersec¢do sobre a unido. A propriedade ¢ ilustrada na Figura 3.9,
usando Diagramas de Venn;

ANBUC)=(ANB)U(ANC)
b) Distributividade da unido sobre a intersecgdo.

AUBNC)=(AUB)N(AUC)
¢) Absorcdo.

AN(AUB)=A

AU(ANB)=A

AN(BUC)=
(ANB)U(ANC)

BUC ANB ANGC

Figura 3.9 Distributividade da intersecgdio sobre a unifio

Segue a prova da distributividade da intersec¢@o sobre a unifio. Observe que, para demonstrar
estait propriedade, € suposta a distributividade da conjungio sobre a disjun¢fo. Esta prova ilustra,
mais uma vez, a correlago entre as propriedades da Logica e a Teoria dos Conjuntos e vice-versa
(portanto, qual o elemento neutro da conjungdo?).

Teorema 3.7 - Distributividade da interseccio sobre a unifio

Suponha que A, B e C sio conjuntos quaisquer. Entdo:

Aﬂ(BUC):(AﬂB)U(AﬂC)

Prova: (direta)

Suponha que A, B e C sio conjuntos quaisquer. Entfo (na coluna da direita é apresentada uma

breve justificativa da equivaléncia):
XEAN(BUC) =
XEAAXE(BUC)
XEAA(XEBVXEC)
(xEAAXEB) v XEAAXEC) =
XEANB)vXE(ANC) «
XS(ANB)U(ANC)

C.or.npare com a prova do Teorema 3.5 - Associatividade da Unido, Observe que essa nio foi'

dividida em dois casos. Por qué?

Logo AN(BUC)=(ANB)U(ANC) Q

definicio de intersecgiio
definigfo de unifio
distributividade do A sobre o v
defini¢do de intersecgiio
defini¢do de unido
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3.4 Operacdes Reversiveis

Entende-se por operagio reversivel uma operagfio a partir de cujo resultado pode-se recuperar
os operandos originais. A reversibilidade de uma operagio é importante em muitas aplicac3es na
Computagio e Informatica. Para efeitos ilustrativos, considere os seguintes casos:

a) Back Tracking. Entende-se por back tracking como o processo de recuperagdo dos
operandos originais a partir do resultado da operagéo realizada. Por exemplo, considere uma
simples operagio de. débito e crédito em um terminal bancdrio informatizado. Claramente, ¢
uma opera¢do resultante da composigio de diversas pequenas operagdes componentes.
Suponha que ocorre uma queda de sistema (como a ocasionada por uma falta de luz) entre
duas operagSes componentes. Nesse caso, o sistema poderia ficar inconsistente (por
exemplo, o débito foi realizado, mas o correspondente crédito, nfio). Portanto, quando o
sistema volta a operar, ¢ fundamental desfazer o que foi parcialmente feito (no caso, o
débito). Obviamente, a recuperagdo fica facilitada se a operagdo a ser recuperada for
reversivel;

b) Construcdo de Estruturas Complexas. Bstruturas computacionais complexas sdo usualmente
construidas compondo estruturas elementares ja conhecidas. Na maioria dos casos, ¢
desejavel que qualquer alteragiio realizada em alguma estrutura elementar seja refletida na
estrutura composta. Tal reflexéo s6 € possivel se forem conhecidos os elementos originais da
estrutura resuitante. Obviamente, a recuperagio dessa informagdo fica facilitada se as
operagOes usadas para construir a estrutura complexa forem reversiveis.

De fato, existem diversas outras aplicages em Computagio e Informatica para as quais a
reversibilidade de uma operagdo é importante.

3.4.1 Complemento

Considere os diagramas ilustrados na Figura 3.10. A operagdo de complemento é uma
operagdo undria a qual ¢ definida em relagfio a um conjunto universo U. Assim, a operagéio de
complemento, aplicada a um conjunto A (diagrama a esquerda), resulta, como o préprio nome
indica, no conjunto complemento do conjunto A em relagfio ao U, ou seja, a regido do diagrama a
direita destacada e identificada por ~A.

Figura 3.10 Um conjunto (esquerda) e o seu complemento (direita)
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Definicdo 3.8 - Complemento
Suponha o conjunto universo U. O Complemento de um conjunto A C U, denotado por:
A" ou ~A
€ como segue:
~A={x€U | x¢A} Q

Relacionando com a Légica, o complemento corresponde 4 nogdo de negacdo. Ou seja,
considera todos os elementos do universo que ndo pertencem ao conjunto original. Observe que o
simbolo de complemento ~ & um dos simbolos usados para a negacfo na Légica.

EXEMPLO 3.3 - Complemento

a) Considere a Figura 3.11. Suponha o conjunto universo Digitos={0, 1,2,...,9}. Seja
A={0,1,2} Entio:

~A={3,4,56,7,8,9}
b) Suponha o conjunto universo N. Seja A ={0, 1,2}. Entdo:
~A={XEN | x>2}

¢) Para qualquer conjunto universo U, vale:

~3=U
~U=g
d) Suponha o conjunto R como conjunto universo. Entio:
~Q=1X
~I[=Q R]
Digitos
6
7
8

Figura 3.11 Um conjunto (esquerda) e o seu complemento (direita)

EXEMPLO 3.4 - Complemento, Unidio e Intersecgéio
Suponha que U ¢ o conjunto universo. Entfo, para qualquer conjunto A CU, vale (por qué?):

AU~A=U
AN~A=0
Observe que:

* aunifo de um conjunto com o seu complemento sempre resulta no’ conjunto universo
(compare com o fato de que P v ~p € uma tautologia);

* aintersec¢fio de um conjunto com o seu complemento sempre resulta no conjunto vazio
(compare com o fato de que p A =P € uma contradi¢fio). o

Uma importante propriedade da operagfio de complemento, decorrente da sua propria

defini¢do, denominada de duplo complemento, é o fato de que, para um dado conjunto ACU,
vale:

~~A=A

3 - Aigebra de Conjuntos "

Essa concluso pode ser facilmente intuida simplesmente observando os diagramas na Figura
3.10. Observe que tal conclusdo estd diretamente relacionada com a dupla negagio da Légica. De
fato:
« para um conjunto A, considera-se todos os elementos X tais que X EA;
e parao~A, considera-se todos os elementos X tais que X & A, ou seja, tais que = (X EA)
» conseqiientemente, para ~~A, considera-se todos os clementos X tais que —=(XE A), ou
seja, tais que XEA

Considerando a propriedade da dupla negagfio, conclui-se que a operagio de complemento é
reversivel. De fato, a partir do resultado ~A, & possivel recuperar o operando original aplicando a
propria operagdo de complemento ao resultado, ou seja, ~(~A)=A '

Existe uma outra importante propriedade, denominada de DeMorgan, relacionada com a
operagdo de complemento, e que envolve as operagSes de unido e de inte.rsecgéf), como aba1x9 (na
coluna da direita ¢ apresentada a correspondente propriedade da Logica) e ilustrada na Figura
3.12:

~(AUB)=~AN~B
~(ANB)=~AU~B

~(pvQg) = ~par-q
=(prQ) < -pv-q

U

AUB ~A ~B ~(AUB)=~AN~B
Figura 3.12 DeMorgan: complemento da unifio é a intersecgfio dos complementos

Essa propriedade permite concluir que a intersecgfio (respectivamente, a uniﬁg) pode ser
calculada em termos das operacdes de complemento e de unifio (respectivamente, de interseccfio),
ou seja, que (por qué?):

ANB=~(~AU~B)

AUB=~(~AN~B)

Considere o diagrama ilustrado na Figura 3.13. Uma operagiio derivada das operag:c”).es ja

estudadas € a diferenga a qual, quando aplicada a dois conjuntos A e B, resulta em um conjunto
constituido pelos elementos que pertencem ao conjunto A e nfio pertencem ao conjunto B.

Figura 3.13 Diferenga: A-B

Definicdo 3.9 - Diferenca
Sejam A e B conjuntos. A Diferenca dos conjuntos A e B, denotada por:
A-B
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€ como segue:
A-B=AN-~B
ou seja: ‘
A-B={x|xEAArx¢&B} a
EXEMPLO 3.5 - Diferenca
a) Suponha os conjuntos:
Digitos={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Vogais={a,e,i,o,u}
Pares={0,2,4,6,...}
Considere a Figura 3.14. Entdo:
Digitos - Vogais = Digitos
Digitos - Pares={1,3,5,7,9}
b) Suponha os conjuntos A={XEN | x>2}eB={xEN | X2=x}. Entdo:
A-B={3,4,5,6,...}
B-A={0,1}
¢) Considere os conjuntos R (reais ), Q (racionais) e I (irracionais). Entfio:
R-Q=1
R-1=0Q
Q-1=Q

d) Para qualquer conjunto universo U ¢ qualquer A CU, vale:

Vogais

S0 oo

Figura 3.14 Diferenga: Digitos - Vogais (esquerda) e Digitos - Pares (direita)

Por que a operagdo de diferenga & nfo-reversivel?

3.4.2 Conjunto das Partes

Para um dado conjunto A, sabe-se que:
ACA
DCA
Adicionalmente, para qualquer elemento a €A & claro que:
{a}CcA
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Seguindo esse raciocinio, pode-se definir uma operacfio undria, denominada de conjunto das
partes a qual, quando aplicada a um conjunto A, resulta no conjunto de todos os subconjuntos de
A. :
Defini¢do  3.10 - Conjunto das Partes, Conjunto Poténcia
Suponha um conjunto A. O Conjunto das Partes de A ou Conjunto Poténcia de A, denotado por:
P(A) ou 2A
é como segue:
P(A)={X | XCA} ]

EXEMPLO 3.6 - Conjunto das Partes
Sejam A={a},B={a,b},C={a,b,c}e D={a,J,{a,b}}. Entio:

P(0)={D}

P(A)={@.{a}}

P(B)={J,{a}{b}{a b}}

P(C)={@.{a}{b}{c}{a b}{ac}{b,c}{ab,c}}

Sugere-se especial aten¢do ao seguinte caso:

P(D)={w,{a}{T}{{a,b}}{a,T}{a{a b}}{T.{a,b}}{a,@,{a,b}}} Q

Supondo que o nimero de elementos de X € n, pode-se provar que o ntimero de elementos de
P(X) € 2" (comprove tal fato no EXEMPLO 3.6 - Conjunto das Partes), justificando a notagdo
alternativa 2X. A prova desse resultado €, em geral, realizada usando a técnica de demonstragio
denominada prova por indugdo, a qual sera introduzida ao longo deste livro.

Como, a partir do resultado da operagiio P(X), pode-se recuperar o operando original? Uma
forma (existem outras) é realizar a unifio de todos os elementos (conjuntos) de P(X). Uma
questfio delicada que nfio serd discutida ao longo deste livro é como ficaria o célculo dessa unifio
se o niimero de elementos do conjunto das partes for infinito (resultando em uma composigio
infinita de unides). '

EXEMPLO 3.7 - Reversibilidade do Conjunto das Partes
Para cada um dos itens abaixo, ¢ apresentado o conjunto resultante de um conjunto das partes e
os correspondentes operandos originais: ’

a) Resultante: {J,{a}}

Operando: dU{a}={a}
b) Resultante: {J,{a},{b},{a,b}}

Operando: JU{a}U{b}U {a,b}={a,b}
¢) Resultante: {&,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}{b,c},{a,b,c}}

Operando: @ U{a}U{b}U {c}U{a,b}U {a,c}U{b,c}U {a,b,c}={a,b,c} a
Observaciio  3.11 - Algebra de Conjuntos Pequena
Ja foi introduzido que a Algebra de Conjuntos é uma lgebra grande, pois € constituida de
operagdes definidas sobre a cole¢do (a qual nfo é um conjunto) de todos os conjuntos.
Entretanto, quando ¢ desejado trabalhar sobre uma Algebra de Conjuntos pequena, basta
considerar um dado conjunto U e definir a algebra em questdo sobre P(U), originando, para cada
U considerado, uma dlgebra diferente.

Nesse caso, qualquer operando A & tal que A € P(U). Portanto, operagdes como unido,
intersecgdo, diferenca ¢ complemento (em relagiio ao U) sio operacdes fechadas sobre P(U), ou
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seja, sd0 operacdes tais que, para quaisquer operandos de P(U), o resultado também ¢ um
elemento de P(U).

Entretanto, a operacéo de conjunto das partes nfo necessariamente ¢ fechada sobre P(U) (por
qué?). 0

3.4.3 Produto Cartesiano

A operagdo produto cartesiano ¢ uma opera¢do bindria a qual, quando aplicada a dois
conjuntos A e B, resulta em um conjunto constituido de seqiiéncias de duas componentes, sendo
que a primeira componente de cada seqiiéncia ¢ um elemento de A, ¢ a segunda componente, um
elemento de B.

Assim, para definir produto cartesiano, é necessério antes introduzir a noglo de segiiéncia
finita e, em particular, de seqiidncia de dois elementos. Uma seqiiéncia de n componentes,
denominada de n-upla ordenada consiste de n objetos (nfio necessariamente distintos) em uma
ordem fixa. Em particular, uma 2-upla ordenada & denominada de par ordenado. Um par
ordenado no qual a primeira componente ¢ X e a segunda é y ¢ denotado como segue:

xy) ou (xy)
Analogamente, uma N-upla ordenada é denotada como segue:
<X1,X2,X3,----Xn> ou (X1,X2,X37--~,Xn)

Uma n-upla ordenada {x1, Xo, X3,....Xn) nfio deve ser confundida com o conjunto
{x1,X2,X3,....%n ¥ em uma N-upla ordenada, a ordem & importante, pois sdo distinguidas as
componentes. Por exemplo, para X e y distintos:

% ¥) =y, x)
Definicio  3.12 - Produto Cartesiano
Sejam A e B conjuntos. O Produto Cartesiano dos conjuntos A e B, denotado por:

AxB
€ como segue:
AxB={(a,b)|acAcbeB} ]

E usual denotar um produto cartesiano de um conjunto com ele mesmo como um expoente,
Por exemplo:
AxA=A2
EXEMPLO 3.8 - Produto Cartesiano
Sejam A={a}, B={a, b}eC={0,1,2}. Entio:
AxB={(a,a),(a,b)}
BxC={(a,0),(a,1),(a, 2),(b,0),(b, 1), (b, 2)}
CxB={{0, a),(0,b), (1, a),(1,b), (2, a), (2,b)}
A2={(a,a)}
B2={(a,a),(a,b), (b, a), (b, b)}
T A
xB)xC={({a,a),0), a,a),1),((a, a), 2), {(a, b), 0), ((a, b . 1),{(a,b), 2 :
Ax(BxC)={(a,(a, 0)).(a (a, 1)), (a (a, 2)), (a, <b,>0>§, gl (b,> 1 )i, gl (b,)2>§ i a
Relativamente ao EXEMPLO 3.8 - Produto Cartesiano, observe que:
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a) Ndo-Comutativa. Os conjuntos resultantes B x C ¢ C x B sdo diferentes. De fato, neste caso,
sdo disjuntos, ou seja, (BxC) N (CxB)=. Portanto, a operagdo produto cartesiano &
ndo-comutativa,

b} Ndo-dssociativa. Analogamente, (AxB) xC ¢ A x (BxC) so conjuntos diferentes, pois as
componentes de cada par ordenado sfo distintas. Logo, a operago produto cartesiano ¢ ndo-
associativa.

EXEMPLO 3.9 - Produto Cartesiano

Seja A={0,1,2}. Entéio (por qué?):

AxT=0
DxA=
=0 Q

O produto cartesiano se distribui sobre a unidio e sobre a intersecgdo. De fato, sugere-se
provar como exercicio que (suponha os conjuntos A, B ¢ C):

a) Distributividade do produto cartesiano sobre a unido.

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)
b) Distributividade do produto cartesiano sobre a intersecgdo.
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)

A reversibilidade do produto cartesiano pode ser facilmente obtida como segue: o primeiro
operando (respectivamente, o segundo operando) ¢ o conjunto constituido por todos os
elementos da primeira (respectivamente, da segunda) componente dos pares do produto
cartesiano. Entretanto, a reversibilidade nem sempre € vélida quando o produto cartesiano resulta
no conjunto vazio (por qué? Dica: observe 0 EXEMPLO 3.0 - Produto Cartesiano).

EXEMPLO  3.10 - Reversibilidade do Produto Cartesiano

Para cada um dos itens abaixo, & apresentado o conjunto resultante de um produto cartesiano e os

correspondentes operandos originais:

a) Resultante: {(a, a), (a, b)}

Operandos: {a}e{a,b}

b) Resultante: {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b} }

Operandos: {a,b}e{a,b}
¢) Resultante: {(a,0), (a, 1),(a, 2),(a, 3),...}

Operandos: {a}e N
d) Resultante: {((a, a), 0), {(a, a),1),((a, a), 2), {(a, b), 0), {(a,b), 1), {(a,b), 2)}

Operandos: {(a, a), (a,b)}e{0,1,2} u}

3.4.4 Unifo Disjunta

Suponha os conjuntos A e B. A operagdo de unifio AU B considera que elementos com
mesma identificagdo nos dois conjuntos (por exemplo, X E A e X € B) sejam considerados uma
unica vez no conjunto resultante, ou seja, existe somente um elemento X em A U B. Entretanto,
considere os seguintes conjuntos que representam pessoas da familia Silva e Souza:

Silva={Jo&o, Maria, José }
Souza={Pedro, Ana, José }
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Obviamente, no conjunto resultante da unidio dos conjuntos das familias, JOSé ocorre uma tinica
vez, ou seja:

Silva U Souza ={ Joao, Maria, Pedro, Ana, José }
Entretanto, tal situagic ndo reflete a realidade correspondente a uma “reunifo familiar”, pois
José da familia Silva nio é 0 mesmo José da familia Souza.

Com o objetivo de distinguir elementos com uma mesma identificacfo, ¢ definida a unido
disjunta, ou seja, um tipo de unifio no qual € garantido que néio existem elementos em comum. Na
definicdo de unido disjunta que segue, a técnica usada para garantir a nfo-existéncia de elementos
comuns € associar uma identificagdio do conjunto origem, constituindo um tipo de “sobrenome”.
Assim, os elementos do conjunto resultante da unigo disjunta sf3o pares da forma:

{elemento, identificagéo do conjunto origerh)

Portanto, no conjunto resultante da unifio disjunta das duas familias, José aparece duas
vezes, mas cada um com um “sobrenome” identificando se trata-se do José da familia Silva ou o
José da familia Souza.

Defini¢do  3.13 - Unido Disjunta
Sejam A e B conjuntos. A Unido Disjunta dos conjuntos A e B, denotada por:
A+B ou AUB

€ como segue:

A+B={(a,A) |acA}U{(b, B) | beB)
Ou, alternativamente:

A+B={(a,0) | acA}U{(b, 1) | beB}

A+B={aA|aEA}U{bB]bEB} 0

Existem diversas formas alternativas de denotar os clementos de A+ B. O importante ¢ que a
forma convencionada deixe claro de qual operando o elemento do conjunto resultante & originério.
EXEMPLO  3.1] - Unido Disjunta
a) Suponha os conjuntos Silva ={Jodo, Maria, José } e Souza ={Pedro, Ana, José }. Entéio:

Silva + Souza ={(Jodo, Silva), (Maria, Silva), (José, Silva),
(Pedro, Souza), (Ana, Souza), (José, Souza)}
b) Suponha os conjuntos

D={0,1,2,...,9}

V={a,e,i,ou}

P={0,2,4,86,...}
Entdo:

D+V={0p, 1p,2p,...,9p, ay, ev,iv, oy, uy}
D+P={0p,1p,2p,...,9p, Op, 2p,4p, 6p,...}

¢) Suponha os conjuntos A={x EN | x>2}eB={xeN | X2 =x}. Entéio:
A+B={0p, 18,3a,44,54,64,...}
d) Considere o conjunto A = {a,b,c}. Entfio:
D+ =
A+@={(a,A),(b,A),(c, Ay}
A+A={(a,0),(b,0),{c,0), (@, 1), (b, 1),{c, 1)} a

g
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A unifo disjunta é uma operagiio reversivel. De fato, como cada elemento possui uma
identificacfo de qual conjunto ¢ origindrio, entdo os operandos podem ser reconstruidos.

EXEMPLO  3.12 - Reversibilidade da Unido Disjunta
Para cada um dos itens abaixo, & apresentado o conjunto resultante de uma uniso disjunta e os
correspondentes operandos originais:

a) Resultante: {Op, 1p, 2p,..., 9p, av, ey, iv, oy, uy }
Operandos: {0,1,2,...,9}e{a,e,i,o,u}

b) Resultante: {Op, 1p, 2p,..., 9p, ON, 1N, 2N, 3N...}
Operandos: {0,1,2,...,9}eN

¢) Resultante: &
Operandos: & e &

d) Resultante: {(a, 0),{b,0)}
Operandos: {a,b}e &

¢) Resultante: {(a, 0),(b,0),(a, 1),(b, 1),{c, 1)}
Operandos: {a,b}e {a,b,c} a

3.5 Relagio entre Logica e Algebra de Conjuntos

Como j4 destacado na Observagdo 3.1 - Logica x Algebra dos Conjuntos, existe uma relacio
direta entre os conetivos l6gicos e algumas operagées sobre conjuntos. A tabela na Figura 3.15
resume alguns dos principais resultados discutidos.

Um importante exercicio proposto no Capitulo 2 - Ldgica e Técnicas de Demonstragfio ¢ que
qualquer dos conetivos estudados (=, A, v, — e <>) pode ser expresso usando somente os
conetivos — e A. Esse resultado é importante em diversas aplicagdes da Computaciio e
Informatica como, por exemplo, nos estudos das Técricas Digitais. Conseqiientemente, o mesmo
resultado vale para a Algebra de Conjuntos, usando somente as operages ~ e N,
respectivamente. Considerando a solucfio apresentada para este exercicio, como os conetivos — e
<> podem ser correspondentemente expressos na Algebra de Conjuntos?

Adicionalmente, existe uma analogia entre as relag@es logicas e as relagdes sobre conjuntos. A
tabela na Figura 3.16 resume os resultados discutidos.

No Capitulo 1 - Introdugdo e Conceitos Basicos foi introduzida informalmente a definicio de
um conjunto por extenséo da forma:

A={x|p(x)}
Conforme visto no Capitulo 2 - Logica e Técnicas de Demonstra¢do, p(x) ¢ uma proposigio p a
qual descreve alguma propriedade de um elemento x € U. Assim, reforgando a relagéio entre
Logica a Teoria dos Conjuntos, a continéncia e a igualdade de dois conjuntos A={x | p(X)} e
B={x | q(x) } pode ser vista como segue:

A CB se e somente se (Vx € U) (p(x) = q(x))
A =B se e somente se (Vx € U) (p(x) < q(x))

continéncia
igualdade
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Idempoténcia PAp<=p ANA=A
pvp< p AUA=A
Comutativa pArg<=qap ANB=BNA
pvg< qvp AUB=BUA
Associativa pa(@ar) < (pag)ar ANBNC)=(ANB)NC
pv(gvrn < (pvg)vr AUBUC)=(AUB)UC
Distributiva palgvrie(pag)vipar) AN{BUC)=(ANB)U(ANC)
pvigan<{pvgalpve AUBNC)=(AUB)N(AUC)
Negagdo/ ~—pep ~~A=A
Complemento pa-p<F AN~A=2
. pv-pe V AU~A=U
DeMorgan ~(pva) < =pa-q ~(AUB)=~AN~B
~(pAg) = -pv-~q ~(ANB)=~AU~B
Elemento Neutro paVep ANU=A
pvF<ep AUZ=A
Elemento Absorvente paF<F ANG=0
pvVeV AUU=U
Absor¢do pa(pvg) <= p AN(AUB)=A
pviprag) <= p AUANB)=A

Figura 3.15 Conetivos 16gicos x operagdes sobre conjuntos

p=q ACB
Equivaléncia/lgualdade | p < q A=B

Implicagdo/Continéncia

Figura 3.16 Relagdes logicas x relagdes sobre conjuntos

Assim, por exemplo:

A=U se e somente se (Yx EU) (p(x) < V) universo
A= se e somente se (VX EU) (p(x) < F) vazio

Esse raciocinio justifica o fato de que qualquer continéncia (respectivamente, igualdade) na
Teoria dos Conjuntos é decorréncia de alguma implicagfo (respectivamente, equivaléncia) de
correspondentes formulas logicas.

Essa correlagdo direta entre Logica e Algebra de Conjuntos nfio € casual. De fato, ambas sio

um caso particular de uma 4lgebra abstrata denominada Algebra de Boole ou A'lgebra Booleana, a
qual sera vista adiante,

...
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3.6  Algebra de Conjuntos nas Linguagens de
Programacio

Como ja discutido anteriormente, nem toda linguagem de programagio possui boas facilidades
para tratar conjuntos. No caso especifico da linguagem Pascal, lembre-se de que € possivel definir
tipos de dados baseados em conjuntos finitos, varidveis conjuntos sobre esses tipos de dados,
bem como constantes conjuntos (também finitos). Pascal possui as seguintes opera¢des nio-
reversiveis sobre conjuntos:

+  (unifo)
* (intersec¢do)
- (diferenga)
EXEMPLO  3.13 - Trechos de Programas em Pascal
Suponha que ¢ definido o seguinte tipo de dad

bem como as seguintes varidveis:

Considere, também, os seguintes trechos de programas:

Assim, os seguintes trechos de programas em Pascal:

correspondem, na Teoria dos Conjuntos, aos seguintes conjuntos:
feriado_trabalho =trabalho N feriado

Uteis =trabalho - feriado
parado ={sab, dom} U feriado

(conjunto resultante: {qua})

(conjunto resultante: { seg, ter, qui, sex })
(conjunto resultante: { qua, sab, dom})
]

EXEMPLO  3.14 - Programa em Pascal
O objetivo deste exemplo & introduzir um programa completo em Pascal, de facil entendimento, o
qual usa algumas das construgdes introduzidas sobre conjuntos.
Assim, suponha que se deseja desenvolver um programa em Pascal capaz de ler uma linha de
texto e determinar o nimero de vogais, de consoantes ¢ de outros simbolos, bem como o niimero
total de caracteres lidos.
Um programa ¢ apresentado na Figura 3.17. Observe o seguinte:
* onome do programa ¢ numero_caracteres e usa os procedimentos predefinidos do
sistema para entradas (input) e saidas (output);
*  apds a palavra type, ¢ definido o tipo de dado (sobre conjuntos) alfabeto;
* apos a palavra var, sio definidas as varidveis do tipo inteiro, alfabeto e char
(tipo de dado referente aos caracteres);
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Figura 3.17 Programa em Pascal

entre as palavras begin ¢ o correspondente end sdo especificados os comandos do
programa (definem as ag¢des);

a varidvel vogais & inicializada com o conjunto de todas as vogais;

a variavel consoantes ¢ inicializada com o conjunto de todas as consoantes, resultante
de uma diferenga entre conjuntos;

as varidveis num_vogais, num_consoantes e num outros sdo inicializadas com o
valor inteiro zero; B

o comando read(caractere) 1& o préximo caractere;

o comando while-do tem a seguinte seméntica: enquanto a expressdo logica apos a
palavta while for verdadeira, o comando apos a palavra do é executado repetidamente;
portanto, o comando while-do fica executando enquanto o fim da linha néo é atingido
(ou seja, enquanto ndo hd mais caracteres na linha para ser lido). A palavra eoln é uma
abreviatura da expressio em inglés end of line;

no comando while-do, apés a palavra do, sio especificados dois comandos: 1 £
then-else (de fato, sdo dois comandos if-then-else encadeados), introduzido
anteriormente, ¢ read. Para evitar possiveis ambigiidades, esses comandos sio
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agrupados em um bloco delimitado pelas palavras begin-end. Observe que, s¢ o
agrupamento for omitido, ndo ¢ claro se o comando read estd dentro ou fora do €scopo
dowhile-do;

¢ os dois comandos if-then-else encadeados, no escopo do while-do, identificam se
o caractere lido ¢ vogal, consoante ou outro simbolo e atualizam o correspondente
contador;

*  apds terminar o ciclo de repetigio referente ao while-do, calcula o total de caracteres
lidos e imprime os valores calculados. A palavra writeln é uma abreviatura da
expressdo em inglés write line. a

Adicionalmente &s operagdes ndo-reversiveis de unifio, de interseccdio ¢ de diferenca, a
linguagem Pascal possui, de forma predefinida, construges similares 4 do produto cartesiano as
quais sfo reversiveis. Outras operagdes, como conjunto das partes e unifio disjunta, ndo sio
predefinidas (embora possam ser definidas pelo programador).

As construgdes inspiradas no produto cartesiano sfo as seguintes:

* arranjos (em inglés, arrays);

*  registros (em inglés, records).

Entretanto, uma abordagem mais adequada para essas construgbes pode ser desenvolvida
quando do estudo do conceito de fungdo.

3.7 Algebra de Conjuntos e Teoria da Computacio

Algebra de Conjuntos é fundamental no estudo da Teoria da Computagdo a qual,
resumidamente, fornece meios para uma correta aplica¢do e entendimento dos conceitos de
algoritmo, de computabilidade e, conseqiientemente, do que é solucionavel em um sistema
computador. De certa forma, Teoria da Computagio refere-se aos conceitos minimos que
qualquer estudante de Computacio e Informatica necessita saber.

O que segue desenvolve uma breve introdugio dos limites do que é computavel, ou seja, do
que ¢ possivel resolver em um sistema computador, e estabelece algumas conclusGes correlatas
baseadas na Algebra de Conjuntos.

Lembre-se de que uma linguagem (formal) L sobre um alfabeto (conjunto finito) = é um
subconjunto de =*, ou seja:

LCE*
Assim, o complemento da linguagem L é:
~L={x€=* | x¢L}

EXEMPLO  3.15 - Complemento de Linguagens
Suponha o alfabeto = ={a, b} ¢ as seguintes lingnagens:

Li={¢}

Lo={a}*={¢,a,aa,aas,...}

Palindromos ={¢, a, b, aa, bb, aaa, aba, bab, bbb, aaaa,... }
Entéo:

~L1={a,b,as, ab,ba,bb, aas,...}

~Lo ={b, ab, ba, bb, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb, ... }
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~Palindromos = {x&5* | x¢ Palindromos } ]

Observacio  3.14 - Reconhecimento de Linguagens x Complemento
Lembre-se de que um compilador ¢ um software que traduz um programa escrito na linguagem de

pelo reconhecimento da linguagem. Assim, verifica se um dado programa p ¢, de fato, um
programa v4lido para a linguagem L em questdo, ou seja, verifica se:

pel

PEL ou pe~L ' Q

Observacio  3.15 - Hierarquia de Linguagens e Problema da Parada

Um importante assunto estudado em 7 eoria da Computacdo trata dos limites do que € possivel
computar em um sistema computador. No Capitulo 2 - Légica e Técnicas de Demonstragdo, foi
dito que a Maquina de T uring (introduzida no Capitulo 7 - Cardinalidade de Conjuntos) ¢ aceita
como uma formalizagdo do conceito de algoritmo computivel. Referente aos limites do que &
possivel reconhecer (existe uma Méquina de Turing capaz de reconhecer), alguns importantes
resultados sdio provados, os quais possuem influéncia direta em toda a Computagio e
Informética. Nesse contexto, as linguagens sdo agrupadas em classes, determinando 2 hierarquia
(continéncia propria) de classes de linguagens ilustrada na Figura 3.18, como segue (suponha que
L denota uma linguagem sobre um alfabeto 3y

@) Linguagens Recursivas. Sio linguagens para as quais existe um algoritmo que sempre pdra,
capaz de determinar se uma determinada palavra p pertence ou nio a linguagem, ou seja, para
uma dada linguagem L, existe uma Maquina de Turing MT(L) que determina se pEL oy
p&~L, como ilustrado na Figura 3.19 (esquerda);

b) Linguagens Recursivamente Enumerdveis. Considere a Figura 3.19 (direita). S#o linguagens
Para as quais existe um algoritmo capaz de determinar se uma determina}da palavra p pertence
a linguagem, ou seja, se PEL. Entretanto, se pE~L, o algoritmo pode:
*  parar, identificando que nio pertence 4 linguagem;
*  ficar em loop infinito (processando indefinidamente).
Esse resultado contradiz a intui¢fo da maioria das pessoas, pois estabelece que:

reconhecer o complemento de umq linguagem pode ser impossivel, mesmo que seja
posstvel reconhecer a linguagem

©) Linguagens Néo-Computdveis. Como o proprio nome indica, sio linguagens para as quais
ndo existe um algoritmo capaz de determinar se uma determinada palavra p pertence ou nfio 3
linguagem, ou seja, determinar se PELoupe~L;
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Universo de Todas as Linguagensﬂ

e
- J
Figura 3.18 Hierarquia (continéncia propria) de classes de linguagens

S =
P p
& & ou
LOOP

Figura 3.19 Linguagem recursiva (esquerda) ¢ recursivamente enumeréavel (direita)

O problema que objetiva determinar se uma Maquina de Turing qualquer péra, fietermman;io fe

peLl oup€&~L, é conhecido como o Problema da Pgrada o qual ndo tem solucdo

computacional. Trata-se de um resultado fundamental, pois, bass:ado nesse, prova-se que

indmeros outros problemas também nfo possuem solucio computacmnfﬂ.. Infelizmente, muitos

dos problemas interessantes ¢ importantes para a Computagio e Informética, bem como para as

ciéncias em geral, sdo ndo-soluciondveis computacionalmente. a
Nesse contexto, os seguintes resultados podem ser facilmente verificados:

a) O complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recurs?iva;
b) A intersecgdo de duas linguagens recursivas é uma linguagem r.ecurswa;
¢} A unido de duas linguagens recursivas é uma linguagem recurs,wa; ) . ,
d) O complemento de uma linguagem recursivamente enumerdvel nfo necessariamente ¢ uma
linguagem recursivamente enumeravel; s
¢) Uma linguagem ¢ recursiva se e somente se a linguagem e seu complemento sfo linguagens
recursivamente enumeraveis.
Para ilustrar como tais resultados podem ser verificados, os dois primeiros sio apresentados a
seguir.
Teorema  3.16 - Complemente de uma Linguagem Recursiva ¢ Recursiv,a ’ ‘
Se uma linguagem L sobre um alfabeto X é recursiva, entfo a linguagem ~L também & recursiva.
a:  (direta ‘ .
IS)ruoﬁha(l_ uma)linguagem recursiva sobre 2. Entfo, existe MT(L), Méquina de Turing, que aceita
a linguagem e sempre para para qualquer entrada.
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Seja Inverte uma Méquina de Turing que, para a entrada
pertence), retorna a saida ndo-pertence (resp
3.20 (esquerda).

Seja MT*(L) uma Méquina de Turing resultante da composigio das méquinas Inverte ¢ MT(L) Exercicio 3.1  Considere o Teorema 3.2 - Transitividade da Continéncia. No caso em que {
como ilustrado na Figura 3.20 (direita). Claramente, MT'( ’ A CBeBCC, como fica a demonstragio se A for vazio? Observe que, neste caso, nfio existe :
para qualquer entrada. elemento a € A.

: pertence (respectivamente, nao- 3.8 Exercicios
ectivamente, pertence), como ilustrado na Figura !

L) aceita a linguagem ~L e sempre péra

Portanto, o complemento de uma linguagem recursiva é uma linguagem recursiva. o Exex_‘cicio 1_3.2 Suponha o conjunto universo S={p,q,r,s,t,u,v,w} bem como os
Teorema  3.17 - Interseccio de Duas Linguagens Recursivas é Recursiva seguinics conjuntos:
Se as linguagens Ly e Lo sobre um alfabeto 3 sio recursivas, entfio a linguagem L1 N Lo também & A={p.q1,5}
recursiva. B={rnt,v}
Prova; (direta) C={p,s,t,u}
Sup'onha L1 e Lo linguagens recursivas sobre 3. Entdo existem MT(L4) e MT(Lp), Maquinas de Entdo, determine:
Turing, que aceitam as linguagens L1 e Lp, respectivamente, ¢ que sempre param para qualquer a BNC
entrada. b) AUC
Seja MT(L1 N L2) uma Méquina de Turing resultante da composi¢do das maquinas MT(L4) e 9 ~C
MT(L2), como ilustrado na Figura 3.21. Portanto, MT(L1 N Lo) aceita a linguagem L1 NLp (por d AnNBNC
qué?) e sempre péra para qualquer entrada. e) B-C
Portanto, a interseccfio de duas linguagens recursivas é uma linguagem recursiva. o H ~(AUB)
gy AxB
h) (AUB)N~C
i) A+B
= e ) B+B
Exercicio 3.3  Suponha o conjunto universo S={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} bem como os
seguintes conjuntos:
¢ 2 A={2,4,5,6,8}
B={1,4,5,9}
C={x|XxEZAr2<x<5}
Figura 3.20 Complemento de uma linguagem recursiva & recursiva Entfo, determine:
a) AUB
b) ANB
c) AnC
dy BUC
e) A-B
H ~A ‘
2 AN~A |
h) ~(ANB)
iy C-B
D (CNB)U~A
k) ~(B-A)N(A-B)
) ~(~CUB)
Figura 3.21 Interseccfio de duas linguagens recursivas ¢ recursiva m) BxC
n) (AxB)xC
o) B+C

L
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p) (A+B)+C
9 (B+B)+B

Exercicio 3.4  Prove as seguintes propriedades da operagdo de unido (suponha A e B
conjuntos):

a) Elemento Neutro.
AUZ=0UA=A
b) Idempoténcia.
AUA=A
c) Comutativa.
AUB=BUA
Exercicio 3.5  Considere o Teorema 3.5 - Associatividade da Unifio. Observe que o caso 1

€ 0 caso 2 sfo analogos, trocando o sentido da implicagfo. Seria possivel reduzir essa prova a um
unico caso, usando equivaléncias? Nesse caso, como ficaria a prova?

Exercicio 3.6  Prove as seguintes propriedades da operagdo de intersec¢fio (suponha o
conjunto universo U bem como quaisquer conjuntos A, B e C):

a) FElemento Neutro.

ANU=UNA=A
b) Idempoténcia.

ANA=A
¢) Comutativa.

ANB=BNA
d) Associativa.

AN(BNCY=(ANB)NC
Exercicio 3.7  Relativamente 3 unido e & intersecgo, prove as seguintes propriedades:
a) Distributividade da unido sobre a intersecg¢do, ou seja (suponha A, B ¢ C conjuntos

quaisquer):

AU(BOC):(AUB)H(AUC)
b) Absor¢do, ou seja (suponha A ¢ B conjuntos quaisquer):

AN(AUB)=A

AUANB)=A
Exercicio 3.8 Considere a propriedade de DeMorgan, relacionada com a operagio de
complemento e que envolve as operages de unido e de intersecgio. Prove que a intersecgio
(respectivamente, a unifio) pode ser calculada em termos das operagdes de complemento e de
unifo (respectivamente, de intersecgd0), ou seja, que: '
a) ANB=~(~AU~B)
b) AUB=~(~AN~B)
Exercicio 3.9  Para uma dada operacdo bindria @ sobre um conjunto A, afirma-se que a
operagdo @ possui elemento absorvente se existe a € A tal que, para qualquer X € A vale;

a®x=x®a=a

Mostre que as seguintes operacdes possuem elemento absorvente:
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a) Unifo;
b) Interseccéo;
¢) Produto cartesiano.
Por que as seguintes operagdes ndo possuem clemento absorvente? Justifique:
d) Diferenca;
e) Unido Disjunta.
Exercicio  3.10 Prove que (suponha A, B e C conjuntos quaisquer):
a) (AUB)N~A=BnN~A
b) (ANB)UA=A
¢c) AU(~RANB)=AUB
d AN(~AUB)=ANB
e) ~((ANB)U(~AN~B))=(~ANB)U(AN~B)
Exercicio  3.11 Prove que (suponha A, B e C conjuntos quaisquer):
a) A-BCA
b) A-B=A<ANB=y
¢) (A-B)ynB=yg
d (A-B)UB=AUB
e) ANB=A-(A-B)
) A-~B=g<ANB=y
g A-(BNC)=(A-B)U(A-C)
h) A-BUC)=(A-B)N(A-C)=(A-B)-C
Exercicio 3.12 Por que a operagdio de diferenca & niio-reversivel?
Exercicio  3.13  Verifique se a operagdo de diferenca satisfaz ou ndo satisfaz as seguintes
propriedades (suponha A, B e C conjuntos quaisquer):
a) Elemento Neutro, ou seja, se existe algum conjunto E tal que:
A-E=E-A=A
b) Idempoténcia.
A-A=A
¢) Comutativa.
A-B=B-A
d) Associativa.
A-(B-C)=(A-B)-C
Exercicio 3.14 Verifique se a operagdo de unido disjunta satisfaz ou ndo satisfaz as
seguintes propriedades (suponha A, B e C conjuntos quaisquer):
a) Elemento Neutro, ou seja, se existe algum conjunto E tal que:
A+E=E+A=A
b) Idempoténcia.
A+A=A
¢) Comutativa.
A+B=B+A
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d) Associativa.
A+(B+C)=(A+B)+C
Exercicio  3.15 Para um dado conjunto S, considere o conjunto universo como sendo P(S).
Mostre que a operagdo conjunto das partes nfio necessariamente ¢ fechada sobre P(S).
Exercicio 3.16 Prove que o produto cartesiano se distribui sobre a unifio e¢ sobre a
intersecg3o, ou seja, que (suponha A, B e C cotjuntos quaisquer):
a) Distributividade do produto cartesiano sobre a unido.
Ax{(BUC)=(AxB)U(AxC)
b) Distributividade do produto cartesiano sobre a intersecgdio.
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
Exercicio 3.17 Por que a reversibilidade do produto cartesiano nem sempre ¢ valida quando
o0 conjunto resultante ¢ vazio.
Dica: observe o EXEMPLO 3.9 - Produto Cartesiano,
Exercicio 3.18 Prove que (suponha A, Be C conjuntos quaisquer):
a) AUB=0=A=gAB=>
b) AUB=BAANB=Z=A=0
) ANB=AABUC=C=AN~C=0
d) AN~B=ZAANB=Z=A=
¢) A=J < (VB)((AN~B)U (~AN B)=B)
f) ACB«< ~BC~A
Exercicio 3.19 Foi proposto, no Capitulo 2 - Légica e Técnicas de Demonstragfio, um
exercicio o qual estabelece que qualquer dos conetivos estudados (-, A, v, — e <>) pode ser
expresso usando somente 0s conetivos — e A. Conseqiientemente, o mesmo vale para a Algebra
de Conjuntos, usando somente as operagdes ~ e M, respectivamente. Entdo, qual a
correspondéncia dos conetivos — e <> na Algebra de Conjuntos?
Exercicio 3.20 Considere 0 EXEMPLO 3.14 - Programa em Pascal. Modifique o programa
apresentado determinando, adicionalmente, o niimero de digitos.
Exercicio 3.21 Justifique os seguintes resultados:
a) A unifo de duas linguagens recursivas é uma linguagem recursiva;
Dica: considere os resultados j& provados para as linguagens recursivas ¢ lembre-se da
propriedade de DeMorgan;
b) O complemento de uma linguagem recursivamente enumerdvel nfo necessariamente ¢ uma
linguagem recursivamente enumerdvel;

¢) Um linguagem ¢ recursiva se e somente se a linguagem e seu complemento sio linguagens
recursivamente enumeréveis.

Dica: o uso da propriedade de DeMorgan pode facilitar o desenvolvimento da soluggo.

Exercicio 3.22 No Teorema 3.17 - Intersec¢dio de Duas Linguagens Recursivas & Recursiva,
por que se pode afirmar que a maquina MT(L1 N Lp) aceita a linguagem Ly N Lo?

Dica: lembre-se da definigdo de interseccfio e da relacio entre a Logica e a Algebra de Conjuntos.

4 Relacdes

O conceito intuitivo de relacdo é muito préximo do conceito formal de relagdo. Os seguintes
exemplos do cotidiano sdo relagdes:

*  parentesco;

*  “maior ou igual” (como estatura de pessoas);

*  “igualdade” (como de ntimeros reais);

* lista telefonica que associa a cada assinante o seu niimero (ou ntimeros) de telefone;
*  “faz fronteira com” para um conjunto de paises;

* filas de pessoas para os diversos caixas em um banco.

Em Computacio e Informatica, muitas construgdes sdo baseadas em relagbes ou conceitos
derivados (como fungées), algumas das quais sfio introduzidas ao longo do livro. Entretanto,
existem algumas importantes construgdes que podem ser definidas usando exclusivamente o
conceito de relagiio como as seguintes, as quais sdo brevemente introduzidas neste capitulo:

*  Banco de Dados Relacional;
*  Rede de Petri.

Diversos conceitos relacionados com o de relagdo sdo desenvolvidos neste capitulo, como, por
exemplo:

*  relagdo dual, correspondendo & nogéio de “virar” ou “inverter” a relagdo;

*  composigdo de relagBes, ou seja, a aplicagio de uma relagdo sobre o resultado de outra;

*  tipos de relagdes: funcional, injetora, total, sobrejetora, monomorfismo, epimorfismo e
isomorfismo.

Eventualmente o leitor pode estar familiarizado com alguns dos tipos de relacdes citados
acima. Entretanto, a abordagem que segue ¢ mais voltada para Computagio ¢ Informitica,
diferindo um pouco daquela usualmente adotada em um contexto mais matematico.
Exemplificando:

* namalematica tradicional, conceitos como injetora e sobrejetora s30 usualmente definidos
para funcdes. Entretanto, como serad visto adiante, na Computagio ¢ Informdtica,
conceitos como relagdo € funcdo parcial sio tio ou mais importantes do que o de func#o.
Portanto, tais conceitos devem ser tratados de forma mais geral;

¢ da mesma forma, na matematica tradicional, conceitos como funcional, injetora, total e
sobrejetora sdo tratados de forma independente. J4 na Computagio e Informatica, é
desejével correlaciond-los usando uma no¢fo de dualidade: funcional e total sio os
conceitos duais de injetora e sobrejetora, respectivamente. Como serd visto adiante, tal
correlacdo, entre outras vantagens, “divide o trabalho pela metade”, no que se refere a
defini¢Ges, provas etc.
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4.1 Relacio

Além de freqiientemente usado no cotidiano, o conceito intuitivo de relagio também ¢ usual
na Matemética e, conseqiientemente, na Computagfo e na Informatica. No que ja foi tratado, sdo
exemplos de relagdes:

a) Teoria dos Conjuntos

*  igualdade;
* continéncia;
b) Légica

*  equivaléncia;

¢ implicagéo.

Essas relagdes sdo ditas binarias, pois relacionam dois elementos de cada vez. Seguindo o
mesmo raciocinio, existem relagdes terndrias, quaternrias, unarias, etc. Algumas relagdes podem
ser definidas sobre colegdes que ndo sio conjuntos como, por exemplo, a continéncia sobre todos
0s conjuntos (que ndo é um conjunto, como ja foi provado). O estudo que segue ¢ centrado nas
relagdes bindrias e pequenas.

Definigdo 4.1 - Relacio

Suponha A e B conjuntos. Uma Relagdo (pequena e bindria) R de A em B ¢ um subconjunto de

um produto cartesiano A x B, ou seja:

RCAxB
sendo que:
A ¢é denominado dominio, origem ou conjunto de partida de R
B ¢ denominado contradominio, codominio, destino ou conjunto de chegada de R n]

E importante observar que uma relagio RC A x B & constituida de trés partes: a origem A, o
destino B ¢ o conjunto de pares R. Qualquer alteragfio em uma destas trés partes define uma
outra relagio.

Para uma relagio RC A x B, se (a, by € R, afirma-se que:

arelaciona-se com b

EXEMPLO 4.1 - Relagéo

Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2 }. Entdo, sdo relagdes:

a) & ¢ uma relagio de A em B, assim como de A em C, de B em G, etc. (exemplos diferentes de
relagdes, com diferentes dominios e/ou codominios), pois o conjunto vazio é subconjunto de
qualquer conjunto;

b) AxB={(a, a),(a,b)}¢uma relagdo com origem em A e destino B (pois Ax BC A x B);

©) Considerando o conjunto de partida A e o conjunto de chegada B, a relagdo de igualdade &
{(a,a)}

d) {(0,1),(0,2),(1,2)} ¢ a relagio “menor que” de C em C;

e) {{0,a),(1,b)} é uma relagdo de C em B. a
Uma relacio R C A x B também ¢ denotada como segue:

' R:A—B
€ um elemento (a, b) € R & freqiientemente denotado de forma infixada, como segue:

aRb
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EXEMPLO 4.2 - Relagdo: Notagdo
Sejam A={a},B={a,b}e C={0, 1,2}. Entfo:
a) Para arelagdo C: P(B) — P(B), tem-se que {a}Cc{a,b}
b) Para arelagiio =:C —C, tem-se que 0 <2
¢) Paraarelagio =:A— A, tem-se que a=a Q
Observe que uma relagéo ndo necessariamente relaciona entidades de um mesmo conjunto. Por
exemplo, uma lista telefénica relaciona pessoas (os assinantes) com ntmeros (de telefone).
Entretanto, relacionar entidades de um mesmo conjunto ¢ especialmente importante, razio pela
qual recebe um nome préprio: endorrelacéo. Adicionalmente, seu estudo ¢ detalhado em capitulo
especifico.
Defini¢io 4.2 - Endorrelacio, Auto-Relacio
Suponha A um conjunto. Entfio uma relagio R: A — A (origem ¢ destino no mesmo conjunto) ¢
dita uma Endorrelacio ou Auto-Relagdo. Nesse caso, afirma-se que R ¢ uma relacdo em A. 0
Uma endorrelagio R: A — A ¢ freqiientemente denotada por:
(A,R)
EXEMPLO 4.3 - Endorrelacdo
Seja A um conjunto. Entio, as seguintes relagdes sdo endorrelagdes:
a) (N, =)
b) (Z,<)
9 (Q,=)
d (P(A),C)
) (P(R),C) Q
Uma relagio R: A — B pode ser representada usando Diagrama de Venn. Nesse caso, dois
elementos relacionados sdo ligados por uma seta, com origem no elemento do conjunto de partida
e destino no elemento de conjunto de chegada. Assim, na Figura 4.1, sdo ilustradas as seguintes
situagdes (da esquerda para a direita):
* opar(a,b)darelagio R:A—B
* paraC={0, 1,2}, a endorrelagio (C,<)={(0, 1), 0, 2),(1,2)}. Observe que o conjunto
C foi repetido no diagrama, sendo uma representagdo para a origem e outra para o
destino. Tal fato & usual na diagramagao de endorrelagdes.

Figura 4.1 Relagdes representadas usando Diagrama de Venn

No estudo das relagdes, os termos definidos a seguir 530 importantes:

Defini¢io 4.3 - Dominio de Definicdo, Conjunto Imagem
Seja R: A — B uma relacfo. Entdo: '

a) Se(a,b)ER, entdo se afirma que R est4 definida para a, e que b ¢ imagem de a;
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b) O conjunto do todos os elementos de A para os quais R esti definida ¢ denominado de
Dominio de Definicéo;

¢) O conjunto do todos os elementos de B, imagem de R, € denominado de Conjunto Imagem ou
Dominio de Valores. ‘ a

EXEMPLO 4.4 - Dominio de Definigéo, Conjunto Imagem

Sejam A={a},B={a,b}e C={0, 1,2} Entio:

a) Paraarclagiio &: A — B, o dominio de defini¢fio e o conjunto imagem sio vazios;

b) Para a endorrelagio (C, <), dado que < ¢ definida por {(0, 1),(0,2),(1,2)}, o dominio de
defini¢do € {0, 1}, e o dominio de valores €{1,2};

¢) Paraarelagiio =: A— B, o conjunto {a} ¢ o dominio de definicio ¢ o conjunto imagem. O
Uma representagio especialmente interessante em diversas aplicagdes (computacionais ou

nfo) € a representagfo gréfica das relagdes bindrias e, em especial, das endorrelacBes em R. Nesse

caso, os pares da relagio R C R2 podem ser representados num plano, usualmente chamado de

plano cartesiano. No exemplo que segue, & suposto que o leitor estd familiarizado com esse tipo

de representagfo.

EXEMPLO 4.5 - Representagdo de Relacdo no Plano Cartesiano

Considere as seguintes relages em R:

a) A relagio trigonométrica seno, ilustrada na Figura 4.2 (esquerda):
Ri={(x,y) | y=senx}
b) A figura geométrica parabola ilustrada na Figura 4.2 (direita):
R2={(x,y) | x=y2}
Coordenadas polares so freqiientemente usadas para representar imagens no plano cartesiano.

A partir de uma dada equacio ou inequagfo, usando coordenadas polares, ¢ possivel retornar os
pares do plano que definem a relagdo. Os casos que seguem sio ilustrativos e nfo sio discutidos:

¢) .A relago ilustrada na Figura 4.3 (esquerda) ¢ definida a partir da seguinte inequagiio usando
coordenadas polares:

sen(6cosr+50)<-0,3

d) A relagdo ilustrada na Figura 4.3 (direita) é definida a partir da seguinte inequagio usando
coordenadas polares:

cos 100 <tan(r sen 2r) Q

Figura 4.2 RelacGes representadas usando gréficos (equagdes)
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Figura 4.3 Relagdes representadas usando graficos (inequagdes)

4.2 Endorrelagio como Grafo

Toda endorrelagdo R: A — A pode ser representada como um grafo. De fato, como seré visto
adiante, toda endorrelaciio ¢ um grafo, embora nem todo grafo seja uma endorrelacio. Nio é
objetivo deste livro desenvolver uma Teoria dos Grafos, embora alguns conceitos sejam
introduzidos ao longo de todo o livro (ver, em particular, o Capitulo 9 - Algebras e
Homomorfismos). Para a representacio de relagdes que segue, algumas nog¢bes informais sobre
grafos sfo suficientes.

Visualizar uma endorrelagiio como grafo muitas vezes facilita o seu estudo e fornece uma
viséo mais clara do relacionamento definido e de suas propriedades. Em geral, a representaciio
fisica de uma relagfio como grafo (na forma de um desenho, por exemplo) é conveniente para
relagdes com relativamente poucos pares (caso contrario, pode ficar confusa). Por outro lado, se a
representacio fisica ndo ¢ importante, o tratamento de uma endorrelagio como grafo, mesmo com
um nimero infinito de pares, pode ser conveniente.

A representagio de uma endorrelaciio R: A — A como grafo é como segue:

e cada elemento do conjunto A ¢ representado como um ponto ou circulo, e é denominado
de nodo;

*  cada par (8, b) da relagio é representado como uma seta, arco ou aresta, com origem em a
¢ destino em b;

EXEMPLO 4.6 - Endorrelagdo como Grafo

Sejam A={a}, B={a,b}e C={0,1,2} Entdo as seguintes relages sio representadas como

grafos na Figura 4.4 (da esquerda para a direita):

a) &:A— A (grafo sem arestas)

b) (B, =), dado que = ¢ definida por {{a, a), (b, b)}

¢) (C, <), dado que < ¢ definida por {{0, 1), (0, 2),(1,2)}

d) R:C—C talque R={{(0,2),{(2,0),(2,2)} a
E possivel definir uma endorrelaciio para a qual o corresponderite grafo possua dois ou mais

arcos distintos com o mesmo nodo origem e destino? A resposta a esta questfio ajuda a entender

por que nem todo grafo ¢ uma relagfo. ‘
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Figura 4.4 Endorrelagdes como grafos

4.3  Relag¢do como Matriz

; Suponha :A:{a1 ,82,...8nt e B={b1,ba,...,bm} dois conjuntos finitos. A representagio
e uma 1.relag:ao R:A — B na forma de matriz & especialmente interessante para implementacéo
€m um sistema computador. A representagdo € como segue:

* o numero de linhas é n (nimero de elementos do dominio);

* onumero de colunas é m (nimero de elementos do codominio);

*  portanto, a matriz resultante possui m = n posi¢des ou células;

*  cada uma das m+ n posigdes da matriz contém um valor légico (verdadeiro ou falso);

*  se(a, bj).e R, entdo a posicio da matriz determinada pela linha i e coluna j contém o valor
verdadeiro; caso contrario, contém o valor falso. Por simplicidade visual, nas matrizes
que seguem, sio usados os digitos O e 1 para representar falso e verdadeiro,
respectivamente.

EXEMPLO 4.7 - Relagdo como Matriz

Sejam A ='{ a},B={a,b}eC={0,1,2}. Entio as seguintes endorrelagdes sdo representadas
como matrizes na Figura 4.5 (da esquerda para a direita):

a) &:A— A (como seria a relagdo &: C — C?)

b) (B, =), dado que = € definida por { (a,a),{b,b)}

¢) (C, <), dado que < ¢ definida por {(0, 1),(0, 2), (1, 2)}

d) R:C—C tal que R={(0,2),(2,0), (2,2)}

As seguintes relagdes sdo representadas como matrizes na F igura 4.6 (da esquerda para a direita):
¢e) AxB:A—B

f) §={(0,a),(1,b)}:C—B

g C:P(A)—P(B) o

7| a =|lab <|lo 1 2 Rlo 1 2
alo al1 0 0o 1 1 0o 0 1
blo 1 110 0 1 1{0 0 0

2lo 0 0 2|1 0 1

Figura 4.5 Relagfes como matrizes

4-_Rela¢56s
AxBla b S|la b c |l {a} {b} {ab)
a |1 1 of1 0 s |1 1 1 1
110 1 (ay|o 1 0 1
210 0

Figura 4.6 RelagBes como matrizes

4.4 Relaciio Dual e Composicio de Relagdes

Duas questdes sdo naturais no estudo das relages:

e a inversdo (troca) das componentes de cada par ordenado que define uma relagdo,
resultando em uma relacdo dual,

e a aplicagdo de uma relagdo sobre o resultado de outra, resultando em uma relagdo
composita.

De fato, a dualidade e a composi¢io de relagdes sfo operagbes (unédria e binaria,
respectivamente) sobre as relagBes, as quais, juntamente com as operagdes sobre conjuntos como,
por exemplo, unifio ¢ intersec¢o (ver exercicios), constituem uma algebra de relagdes. Trata-se de ‘
uma dlgebra grande, pois a colegdo de todas as relagdes ndo ¢ um conjunto (a justificativa ¢é
sugerida como exercicio).

4.4.1 Relacao Dual

Defini¢io 4.4 - Relagiio Dual, Relacdio Oposta, Relacdo Inversa
Seja R: A — B uma relago. Entdo a Relagdo Dual, Relagdo Oposta ou Relagdo Inversa de R,
denotada por:

R1:B—~A ou ROP:B—A
¢ como segue:

R1={(b,a) | (a,b)ER} a

Observaciio 4.5 - Relacio Dual x Relacdo Inversa
No texto que segue, o termo relagio dual ou oposta serd usado preferencialmente aos termos
relagdo inversa. Embora referenciar relagdo inversa seja mais comum nas bibliografias em geral, o
termo causa confusio com a idéia de uma relagdo que possui inversa, conceito fundamental no
estudo das relagdes o qual serd visto adiante. a g‘*'
EXEMPLO 4.8 - Relacdo Dual :
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entfio, em cada item abaixo, é apresentada uma relagio f
(esquerda) ¢ sua correspondente dual (direita):

=:A—Bdadapor{{a,a)} =0P:B — A dada por {(a, a)} ;
{(0,a),(1,b):C—B {(0,a),{1,by¥1={(a, 0),(b,1):B—C |
AxB:A—B (AxB)Y1=BxA:B—A ,
@:A—>B oP=@:B—>A
<:C—C <0P=>:C—-C

Como ilustracdo, a relagio <:C — C e sua dual <9P: C — C sfo representadas na Figura 4.7
(esquerda e direita, respectivamente), usando Diagramas de Venn. u

N |
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75
4- Re-lagi)'es
C C C C
0 0 0 0
1 1 1
2 2 2 2
EXEMPLO

Figura 4.7 RelagHo e sua dual usando Diagramas de Venn

b) Matrizes. Suponha as seguintes relagdes, ilustradas na Figura 4.10 (esquerda):
(C,<)
C:P(A)—P(B)

4.9 - Representacdo de Relacdo Dual no Plano Cartesiano

4,10 (direita):

is s34 i is sdo i na Figura
Entfo, as correspondentes relagdes duais sfio as seguintes, as quais séo ilustradas gur.
s
a) Relagfo trigonométrica seno

Compare o que segue com o EXEMPLO 4.5 - Representagio de Relagio no Plano Cartesiano,
Entdo, em cada item abaixo, é apresentada uma relagfio em R e sua correspondente dual:

Ri={(x,y) | y=senx}

{C, <OP), sendo que <OP corresponde & relagéo > dada por {(2, 1),(2,0),(1,0)}
CO,P: P(A) — P(B), sendo que COP corresponde 4 relagfio 2

R19P={{y,x) | y=senx}, representada na F igura 4.8 (esquerda);
b) Figura geométrica parabola
Re={{x,y) | x=y2}

.

R2°P={(y,x) | x=y2}, representada na Figura 4.8 (direita).

] a
Q <o 1 2 Clo {a} {b} {ab} >0 1 2 |? {0}
! olo 1 1 g 11 1 1 1 olo 0 O %]
R % ‘; 01 {ayjo 1 0 1 11100 {ap 411
1o 2|1 10 (B} |1 0
5, \ / 2|10 0 0 {a,b}|1 1
! } £ e
/ { : o
7 Figura 4.10 Matrizes: relagGes (esquerda) e as correspondentes relagdes duais (direita)
B £ % T H ] X'E, : x:" .
. «14' S‘-;,)' I ;; 5
: S : , 4.4.2 Composicio de Relacdes
"‘,\ % - 8 = - H H ] * - )
" icio 4.6 - Composiciio de Relacdes .
h ]S);t::; ?-0 A —B e S:B — C relacdes. A Composicdo de R e 8, resultando na relagfo composta
’“ 5 : . i denotada por:
Figura 4.8 Relagdes duais representadas usando gréficos SoR:A—>C
Para uma dada relagfio, a correspondente relacdo dual como matriz ou como grafo (no caso de é tal que:
uma endorrelagio) é como segue: SoR={{a,c)| (AbeB)(@aRbabSc)} a
* matriz: 2 matriz da relacdo dual é a marriz Iransposta da matriz da relagio, ou seja, & a ~ i 4 1 tar a operagdo de composicio por ";". Nesse
’ ’ Informatica, é usual represen p | o
matriz resultante da troca das linhas pelas colunas (e vice-versa); Em COI;I_HX?ﬁa;Z gOB — C, tem-se que So R: A —C ¢ denotada em ordem inversa, isto €:
*  grafo: o grafo da endorrelagfio dual ¢ o grafo dual da endorrelagio, ou seja, € o grafo caso, para - ' R;S:A—=C
resultante da inversdo do sentido das arestas. G icdo de Relacbes
- osi¢do de . ]
SXEMPLO .10~ Grafo e Mariz de Relagdo Dual EXEWLO F'4.Ha 4 IOTPA ci)mposi(;ﬁo das relagdes R:A—>B e S:B—C ¢ SoR:A—=C |
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2). Cot(l;ldere.a igura 4.11. |
a) Grafos. Suponha as seguintes endorrelacdes, ilustradas na Figura 4.9 (esquerda): sendo que:
(C.<) R={(a,1),(b,3),(b,4), <<d’5>>}}
) = 1, X), 2, ) 5, 3 5! r4
(C,R), sendo que R ¢ definida por { 0,1),(1,2),{2,1)} 2 - fq(: { (>a <x),)2:i,<y),)21, " [?
As correspondentes endorrelagdes duais sdo as seguintes, ilustradas na Figura 4.9 (direita): Obviamente, a relagio resultante de uma composigao pode ser composta com outra relagéo.
(C, <OP), sendo que <OP corresponde 4 relacdo > Portanto, é importante investigar se a composigdo de relagdes & associativa,
(C, R, sendo que R ¢ definida por{(2,1),(1,2),{1,0)}

]
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Figura 4.11 Composigio de relagBes

Teorema 4.7 - Associatividade da Composicde de Relagies
Sejam R:A—B,S:B—CeT:C—D relagGes. Entdo:
(ToS)oR=To(SoR)
Prova: (direta)
Suponha que R:A—B,S:B—-CeT:C — D sio relages. A prova ¢ dividida em dois casos
(duas continéncias), como segue:
Caso 1.(ToS)oRCTo(SoR). Seja(a,d)e(ToS)oR
(a,dye(ToS)oR =
(3bEB)(@aRbab(To S)d) =
(AbeB)(IceC)aRba(bSca cTd))=
(3bEB)(IceC)((aRbabS c)acTd)=
(IceC)a(SoR)ca cTd)=
(a,d)ETo(SoR)
Cas0 2. To(SoR)C(ToS)oR. A prova ¢ anéloga ao caso I e ¢ sugerida como exercicio.
Logo, a composiciio de relagGes é associativa a

defini¢fo de composigio
defini¢do de composicio
associatividade da logica
associatividade da logica
defini¢io de composicio

Portanto, como a composicio de relacdes é associativa, os parénteses podem ser omitidos, ou
seja: :

(ToS)oR=To(SoR)=ToSoR

O entendimento ¢ a visualizagdio da composicgo de relacbes como grafos néo & especialmente
vantajoso. Mas, como matrizes, a composicio pode ser interpretada como o produto de
matrizes. Entretanto, como os valores nas células das matrizes sio légicos (verdadeiro e falso,
representados por 1 ¢ 0, respectivamente), no calculo do produto de matrizes, a multiplicagfo ¢ a
adigfio sdo substituidas pelos conetivos logicos a e v, respectivamente. Assim, para as relacdes R
e S representadas por matrizes mxn e nxp, respectivamente, cada célula t,y da matriz m x 6]
resultante da composi¢iio, denotada por T=SoR, ¢ calculada como segue (suponha que as

células das matrizes R ¢ S sio denotadas por re s Jjuntamente com os correspondentes indices),
respectivamente:

tuv=(ru1 AS1v) v (fu2 A Spy) v ... v (rum A Smv)
EXEMPLO 4.12- Composicéo de Relagdes como Produto de Matrizes
Considere 0 EXEMPLO 4.11 - Composigio de Relagdes e a correspondente Figura 4.11. A
composigio das relacdes R: A — B (matriz 4 x 5) e S:B — C (matriz 5 x 3)éT=SoR:A—C

(matriz 4 x 3) ¢ ilustrada na Figura 4.12. Seguem os calculos detalhados das células ty1 e o3
(destacadas na matriz resultante):
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t11=(r11A811) v(r12A821) v{r13A531) v{r14AS21) v (r15 AS51) =
(1A1)v(0AO)v(0AQ)v(0OAO)V(OAD)=
1vOvOvOvO=1

tog=(r21 A813) v(r22 A 523) v (r23 A 833)V (r24 A S43)v (ro5 A S53) =
OA0)v(OAQ) V(I AO)V(1AQ)V(0AT)=

OvOvOvOvO0=0 Q
R|1 2345 S|x vy z
al1 0000 1100
b|loo 110 201 0
clooooo 3lo o0 o0
d|o 0o o0 0 1 400 0
5/0 1 1

Figura 4.12 Composigio de relagdes como produto de matrizes

4.5 Tipos de Relacdes

Uma relacdo pode ser classificada nos seguintes tipos os quais ndo sio mutuamente
exclusivos:
e funcional;
*  injetora,
*  fotal,
*  sobrejetora;
*  monomorfismo;
*  epimorfismo;
*  isomorfismo.

Os tipos acima possuem uma nog¢io de dualidade a qual, se for .corretamente. entendi(.ia e
aplicada, pode simplificar (“dividir pela metade™) o estudo e o entendimento dos dlversos.tlpos
de uma relagdo. De fato, tal no¢do de dualidade é plenamente explorada no estudo de Teoria das
Categorias, razdo pela qual se afirma que:

Teoria das Categorias divide o trabalho pela metade
Neste livro, somente algumas nogdes categoriais sfo introduzidas. A dualidade dos tipos de
relagdio € como segue:

¢ funcional ¢ o dual de injetora e vice-versa;

* total € o dual de sobrejetora e vice-versa.

Considerando que: A

*  monomorfismo significa simultaneamente total e injetora;

*  epimorfismo significa simultaneamente sobrejetora e funcional;
vale, como conseqiiéncia, a seguinte dualidade:

*  monomorfismo ¢ o dual de epimorfismo e vice-versa.

Por fim, isomorfismo estabelece uma nogo semintica de igualdade e, portanto:

s isomorfismo € o dual de si mesmo.
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4.5.1 Funcional e Injetora

Uma relagio funcional é especialmente importante, pois permite definir Jfungdo, conceito

desenvolvido em capitulo especifico.
Definicio 4.8 - Relacfio Funcional
Seja R: A — B uma relagdo. Entdo R é uma Relacdo Funcional se e somente se:
(Va€A) (Vb €B)(Yb2EB)(aR by AaRbgs—by=hs) |

' l?ortanto, em uma relagdo funcional R: A — B, cada elemento de A est relacionado com, no
maximo, um elemento de B. A Figura 4.13 (esquerda) ilustra um contra-exemplo.

Figura 4.13 Contra-exemplo de relagdo funcional (esquerda) e injetora (direita)

EXEMPLO  4.13 - Relagdo Funcional
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entio (procure justificar cada um dos itens):
a) Sdo relagdes funcionais:
J:A—-B
{{(0,a),(1,b)x:C—B
=A—=B
x2:Z—Z onde x2 ={(x,y) € Z2 |y=x2}
b) Nio sdo relagdes funcionais:
AxB:A—B
<:C—=C : Q
Analisando uma relacfio funcional em termos da notagdo como matriz ou como grafo (no caso

de uma endo.rrela(;ao), tem-se que (como ficam os casos abaixo se a origem ou o destino for o
conjunto vazio?):

*  mafriz: existe no maximo um valor verdadeiro em cada linka da matriz;

*  grafo: existe no maximo uma aresta partindo de cada nodo.

A~ssim, conside.rando que injetora ¢ o conceito dual, o seguinte pode ser inferido em termos da
notagdo como matriz ou como grafo (no caso de uma endorrelacdo):
*  matriz: existe no méaximo um valor verdadeiro em cada coluna da matriz;
¢  grafo: existe no maximo uma aresta chegando a cada nodo.
Definicio 4.9 - Relacdo Injetora
Seja R: A — B uma relagdo. Entio R € uma Relagdo Injetora se e somente se:
(VbeB)(Vai €A)(Vaz EA)(ay RbarasRb—aj=ap) a
, l.’ortanto, em uma relagdo injetora R: A — B, cada elemento de B estd relacionado com, no
maximo, um elemento de A. A Figura 4.13 (direita) ilustra um contra-exemplo.
EXEMPLO  4.14 - Relagdo Injetora

Sejam A={a},B={a,b}e C ={0,1,2}. Entdo (procure justificar cada um dos itens):
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a) Sho relagdes injetoras:
J:A—B
=A—=B
{{0,a),{1,b)}:C—B
AxB:A—B

b) Néo sdo relagdes injetoras:
BxA:B—A
<C—-C
x2:Z—>Zonde X2 ={(x,y)EZ2 | y=x2} Q

Observe o EXEMPLO 4.13 - Relagdo Funcional e 0 EXEMPLO 4.14 - Relaggo Injetora.

Portanto, claramente, os conceitos funcional e injetora ndo sio complementares. De fato, como

ilustrado, é facil encontrar exemplos de relagdes que s3io (respectivamente, ndo sdo)

simultaneamente funcional e injetora.

4.5.2 Total e Sobrejetora

Definicio 4.10 - Relagiio Total
Seja R: A— B uma relagfo. Entfio R é uma Relacdo Total se € somente se:

(VacA)IbeB)(aRb) a
Portanto, em uma relagfio total R: A — B, o dominio de defini¢fo ¢ a origem A.
EXEMPLO  4.15 - Relagdo Total
Sejam A={a}, B={a,b}e C={0, 1,2}. Entio (procure justificar cada um dos itens):
a) Sio relagdes totais:
=:A—B
AxB:A—B
x2:Z—>Zonde X2 ={{x,y)EZ2 | y=x2}
b) Nao sio relagdes totais:
g:A—-B
{{0,a),(1,b)}C—B
<:C—=C Q
Analisando uma relacfo total em termos da notagio como matriz ou como grafo (no caso de
uma endorrelacdio), tem-se que (como ficam os casos abaixo se a origem ou o destino for o
conjunto vazio?):
«  matriz: existe pelo menos um valor verdadeiro em cada linha da matriz;
»  grafo: existe pelo menos uma aresta partindo de cada nodo.
Assim, considerando que sobrejetora é o conceito dual, o seguinte pode ser inferido em
termos da notagfio como matriz ou como grafo (no caso de uma endorrelagio):
e matriz: existe pelo menos um valor verdadeiro em cada coluna da matriz;
+  grafo: existe pelo menos uma aresta chegando a cada nodo.
Definicdo 4.11 - Relac¢dio Sobrejetora
Seja R: A— B uma relago. Entdo R é uma Relagdo Sobrejetora se ¢ somente se: t;;
(YbeB)(FacA)@aRb) Q :
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Portanto, em uma relagio sobrejetora R: A — B, o conjunto imagem ¢ B.
EXEMPLO  4.16 - Relagdo Sobrejetora
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2 }. Entfio (procure Justificar cada um dos itens):
a) Sdo relagdes sobrejetoras:
=A—A
{{(0,a),(1,b):C—-B
AxB:A—B
b) Néo sio relagdes sobrejetoras:
=:A—B
J:A—-B
<:C—-C
x2:Z—>Zondex2={(x,y)EZ2|y=x2} Q
Observe 0 EXEMPLO 4.15 - Relacdo Total e 0 EXEMPLO 4.16 - Relagdo Sobrejetora.
Portanto, claramente, os conceitos total e sobrejetora ndo sdo complementares. De fato, como

ilustrado, é facil encontrar exemplos de relagdes que sio (respectivamente, nfio sdo)
simultaneamente total e sobrejetora.

4.5.3 Monomorfismo e Epimorfismo

Monomorfismo, epimorfismo ¢ isomorfismo sio nogBes gerais que podem ser aplicadas a
outras construgdes além das relagSes, como estudado em T eoria das Categorias. Entretanto,
neste livro, esses conceitos serdo restritos as relagdes.

Definicio 4.12 - Monomorfismo, Monorrelacio
Seja R: A — B uma relacdo. Entio R & um Monomorfismo ou uma Monorrelagéo se e somente se
for simuitaneamente:

* total;

* injetora. a

Portanto, em uma monorrela¢iio R: A — B, o dominio de definigéo & A, e cada elemento de B
estd relacionado com, no maximo, um elemento de A. Para enfatizar que R:A— B é uma
monorrelagdo, a seguinte notacio & usual:

R:A>—B

EXEMPLO 4.17- Monorrelacdo
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2 }. Entdo (procure justificar cada um dos itens):
a) B monorrelagio:

=:A—B

AxB:A—B
b) Nio sdo monorrelagdes:

BxC:B—-C

J:A—>B

{{0,a),(1, b)}:C—B

<C—-C

x2:Z—>Zondex2={(x,y)EZ2 | y=x2} U
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Analisando uma monorrelagdo em termos da notagio como matriz ou como grafo (no caso de
uma endorrelacdo), tem-se que:

*  matriz: existe pelo menos um valor verdadeiro em cada linka (total) e no méximo um valor
verdadeiro em cada coluna (injetora) da matriz;

*  grafo: existe pelo menos uma aresta partindo (total) e no maximo uma aresta chegando

(injetora) a cada nodo.

Assim, considerando que epirrelacdo é o conceito dual, ou seja, ¢ uma relagfo funcional e
sobrejetora, entfio o seguinte pode ser inferido em termos da notagio como matriz ou como grafo
(no caso de uma endorrelagfo):

*  matriz: existe pelo menos um valor verdadeiro em cada coluna (sobrejetora) e no maximo
um valor verdadeiro em cada /inha (funcional) da matriz;

*  grafo: existe pelo menos uma aresta chegando (sobrejetora) e no maximo uma aresta

partindo (funcional) de cada nodo.

Defini¢io  4.13 - Epimorfismo, Epirrelacio
Seja R: A — B uma relagfo. Entdio R é um Epimorfismo ou uma Epirrelacdo se e somente se for
simultaneamente:

¢  funcional;

* sobrejetora. Q

Portanto, em uma epirrelagdo R: A — B, o conjunto imagem ¢ B e cada elemento de A estd
relacionado com, no maximo, um elemento de B. Para enfatizar que R: A — B ¢ uma epirrelagio,
a seguinte notacéo & usual:
R:A—»B

EXEMPLO  4.18 - Epirrelagdo
Sejam A={a}, B={a,b}e C={0,1,2}. BEntio (procure justificar cada um dos itens):
a) SHo epirrelagdes:
=tA—=A
{{0,a),{(1,b)}:C—B
b) N&o sdo epirrelagdes:
=A—-B
J:A—-B
AxB:A—B
<:C—=C
x2:Z—Zonde x2={(x,y)EZ2 | y=x2} a]

4.5.4 v Isomorfismo

Como ja introduzido, o conceito de isomorfismo estd associado a uma nogfo de igualdade
seméntica, no sentido em que se pode definir uma relagio tal que, quando composta com a sua
inversa, resulta em uma igualdade. Assim, intuitivamente, um isomorfismo possibilita “ir” (via
relagdo) ¢ “voltar” (via sua inversa), “sem alterar”.

Para introduzir o conceito de isomorfismo, a seguinte notagio é desejavel:

*  em diversos momentos, foram introduzidas relagdes de igualdade como, por exemplo:
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=:{a}—{a, b} definida por {{a,a)}
{a,b}, =) definida por {(a, a), (b, b}
*  quando arelagfio de igualdade é uma endorrelagio (A, =), é usual denominar essa relagio
de relacdo identidade ¢ denoté-la por (A, ida) tal que:
idatA— A
Definicio  4.14 - Isomorfismo, Isorrelaciio

Uma relagdo R: A — B ¢ dita um Isomorfismo ou uma Isorrelagdo se e somente se existe uma
relagio S: B — A tal que:

SoR=idps e RoS=idg Q
Para enfatizar que R: A— B é uma isorrelagéio, a seguinte notagdo é usual:
R:A<B

Adicionalmente, vale que:

* quando SoR=idp, afirma-se que R possui inversa & esquerda;

* quando Ro S =idp, afirma-se que R possui inversa & direita;

* quando SoR=ida e Ro S=idg, afirma-se que R (respectivamente S) possui inversa, a

qual é S (respectivamente, R).
Definicdo 4.15 - Conjuntos Isomorfos
Dois conjuntos A e B sdo ditos Conjuntos Isomorfos se existe uma isorrelagio R:A<>B. Q
EXEMPLO  4.19 - Isomorfismo: Relacdo Identidade
Para qualquer conjunto A, a relagéo identidade ida: A — A é um isomorfismo. De fato, a
identidade composta com ela mesma resulta na propria identidade, ou seja:
idpaoida =ida
Portanto, qualquer conjunto é isomorfo a si mesmo. Q
EXEMPLO  4.20 - Isorrelagdo, Conjuntos Isomorfos
Sejam A={a,b,c}, C={1,2,3}earelacio R: A— C tal que:
R ={<a! 1>s <b! 2)! <C’ 3>}
R € um isomorfismo. De fato, considere a relagio dual R-1:C — A tal que:
R1={(1,a),(2,b),(3,c)}
Logo: .
R-1oR={(a,a),(b,b),(c,c)}=ida e RoR- ={(1,1),(2,2),(3,3)}=idg

Portanto, A ¢ C sfo conjuntos isomorfos. Q

Assim, para provar que uma relagfio é um isomorfismo, basta mostrar que ela possui inversa.
Observe que, se possui inversa, entdo esta é a relagdio dual. Entretanto, mostrar que uma relagéo
ndo ¢ um isomorfismo pode ser um pouco mais dificil (a dual nem sempre é a inversa).
Freqiientemente, tal prova é por absurdo, como a ilustrada a seguir.
EXEMPLO  4.21 - Néo é Isomorfismo
Sejam A={0, 1,2}, B={a,b}earelacio R: A— B tal que:

R={(0,a),(1,b)}
R ndo é um isomorfismo. A prova que segue ¢ por absurdo. Assim, suponha que R ¢ um
isomorfismo. Portanto, R possui uma relagdo inversa S: B — A tal que:
‘SoR=ida e RoS=idg
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Entdo:
SoR=ids = definicdo de relaciio identidade
(2,2)ES0oR= definicdo de composi¢io

(AxeA) (2, x)ER A (X,2)ES)
0 que éum absurdo, pois néo existe um par do tipo (2,x) em R. Logo, é absurdo supor que R ¢
um isomorfismo.
Portanto, R ndo é um isomorfismo. o

EXEMPLO  4.22 - Isorrelacdo
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entio (procure provar cada um dos itens):
a) SHo isorrelagdes:
G:D—-T
{{0,1),(1,2),{2,00:C—C
ad_1:N—N-{0}onde ad_1={(x,y)ENxN-{0} |y=x+1}
R:Z—>Nonde R={(x,y)EZxN |y=2xsex=0ecy= [2x| -1sex<0}
sendo que | 2x| denota o médulo (valor absoluto) de 2x
b) Nio sfo isorrelagdes:
J:A—B
AxB:A—B
<:C—=C
x2:Z—Z onde x2={(x,y)EZ2 | y=x2} Q
O seguinte teorema apresenta um importante resultado relativamente as isorrelagdes. A prova
¢ omitida.
Teorema  4.16 - Isorrelacio <> Monorrelacéio e Epirrelacio
Seja R: A — B uma relagfo. Entfo R é uma isorrelagdio se e somente se, simultaneamente:
* R é uma monorrelacio;
* R ¢éuma epirrelaciio. o

Portanto, uma relagio € uma isorrelaciio se e somente se for, simultaneamente:

* total;
*  injetora;
¢ funcional;

* sobrejetora.
Esse resultado pode ser usado para auxiliar na determinagfo se uma determinada relagdo € ou nio
uma isorrelagdo. Como ilustragio, compare o exemplo a seguir com o EXEMPLO 4.21 - Nio &
Isomorfismo.
EXEMPLO  4.23 - Nao é Isomorfismo
Scjam A={0,1,2},B={a,b}ea relacio R: A — B tal que:

R={(0,a),(1,b)}

R ndo é um isomorfismo. De fato, R ndo & total. a

Outro importante resultado que pode ser deduzido de um isomorfismo & que o0s conjuntos
origem e destino possuem o mesmo numero de elementos. Tal fato & explorado detalhadamente

quando do estudo da cardinalidade (nimero de elementos) de um conjunto. Conjuntos que
possuem o mesmo cardinal sfo ditos “ignais™ (semanticamente) a menos de uma relacdo de troca
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de nomes dos elementos, ou seja, a menos de uma isorrelagfo. Tal fato induz a seguinte
afirmagfo, usual em muitas teorias, para um dado isomorfismo, para enfatizar que nomes de
elementos nfo sfo importantes e que podem ser trocados:

iguais a menos de isomorfismo

EXEMPLO  4.24 - Igualdade a Menos de Isomorfismo: Produto Cartesiano
a) Comutatividade. Ja foi visto que o produto cartesiano é uma operacdo nfo-comutativa. Por
exemplo, para os conjuntos A={a,b} e B={0, 1}, os seguintes conjuntos resultantes do
produto cartesiano s3o claramente distintos:
AxB={(a,0),(a,1),{b,0),{b, 1)}
BxA={(0,a),(0,b),(1,a),(1,b)}

Entretanto, sdo conjuntos isomorfos. De fato:

*  considere a relagdo troca: Ax B—B x A a qual troca a primeira componente de cada par
pela segunda, ou seja:

troca={((a, 0),(0,a)),({a, 1),(1,a)),{{b,0), (0, b)), (b, 1),(1,b))}

* - arelagdio troca possui como inversa a relagfio dual frocat:BxA —> AxB a qual
simplesmente destroca as componentes, ou seja:

troca ! ={{(0, a),(a, 0)),{(1,a),(a, 1)),{(0, b), (b, 0) ), ({1, b}, (b, 1))}
* claramente, o seguinte resultado ocorre:
trocalotroca=idaxg e trocaotroca ! =idgxa
A generalizag8o deste raciocinio (sugerido como exercicio) mostra que, para quaisquer dois

conjuntos A e B, o conjunto A x B ¢ isomorfo ao B x A e, portanto, esses conjuntos sdo
iguais a menos de isomorfismo,

b) Associatividade. Raciocinio similar pode ser feito para a associatividade do produto
cartesiano. Ou seja, o produto cartesiano ¢ associativo, a menos de isomorfismo, ou seja, para
quaisquer conjuntos A, B e C, vale que (Ax B) x C é isomorfo a Ax (Bx C). A prova &
sugerida como exercicio. Q

4.6 Banco de Dados Relacional

Bancos de dados sio comuns na grande maioria das aplicagdes computacionais de algum porte
ou de razoavel complexidade (em termos dos dados), pois, além de permitir manipular os dados
com maior eficiéncia e flexibilidade, atende a diversos usudrios e garante a integridade
(consisténcia) dos dados. Por integridade dos dados, entende-se que ndo existe a possibilidade de
referenciar dados indevidos dentro da estrutura. Resumidamente, um banco de dados pode ser
entendido como:

um conjunto de dados integrados cujo objetivo é atender a uma comunidade de usucrios

Um banco de dados relacional ¢ um banco de dados cujos dados sdo conjuntos
(representados como tabelas) os quais séo relacionados com outros conjuntos (tabelas).

EXEMPLO  4.25 - Banco de Dados Relacional
A Figura 4.14 representa um banco de dados relacional, sendo que:
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* atabela Pais denota o conjunto dos paises considerados;

* atabela Continente denota o conjunto dos continentes;

* atabela Fica em denota uma relagio com origem em Pais e destino em Continente. A
corresponde matriz da relagio ¢ representada na Figura 4.15. Observe que um continente
pode conter mais de um pais, bem como um pais pode estar em mais de um continente
(como € o caso da Turquia).

Em um banco de dados relacional, podem ser definidas endorrelagdes como a ilustrada na Figura
4.16 (esquerda) a qual representa a relagfo semifinais e final da Copa do Mundo de Futebol de
2002, no conjunto Pais. A correspondente matriz da relagio é representada na Figura 4.16
(direita). a

Brasil

Brasil América

Turquia Oceania Alemanha Europa

Alemanha Africa Turquia Europa
Coréia do Sul Asia Turquia Asia
Europa Coréiado Sul |  Asia

Figura 4.14 Tabelas de um banco de dados relacional

América  Oceania  Africa Asia  Europa

Brasil 1 0 0 0 0
Alemanha 0 0 0 0 1
Turquia 0 0 0 1 1
Coréia do Sul 0 0 0 1 0

Figura 4.15 Relagfo (como matriz) em um banco de dados relacional

Bra Tur Ale Cor

Brasil Turquia Brasil 0 1 1 0
Alemanha Coréia do Sul Alemanha 1 0 4] 1
Brasil Alemanha Turquia 1 0 0 0
Coréia do Su! 0 0 1 0

Figura 4.16 Endorrelagfio em um banco de dados relacional: tabela (esquerda) e matriz (direita)

O projeto de um banco de dados ¢ usualmente realizado usando um modelo conceitual, o qual
¢ um modelo abstrato de dados que descreve a estrutura de um banco de dados
independentemente de implementagdo. Um modelo conceitual freqijentemente adotado é o
diagrama entidade-relacionamento ou simplesmente diagrama E-R. Assim, no exemplo em
questdo, tem-se que:

*  entidades: conjuntos representados por retdngulos, como ilustrado na Figura 4.17;
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* relacionamentos: relacionamento entre as entidades, representados por losangos
Jjuntamente com tragos que indicam (ligam) as entidades consideradas, como ilustrado na
Figura 4.18.

Pais Continente

Figura 4.17 Diagrama entidade-relacionamento: entidades

Pais Continente

Semifinais
Final

Pais

Figura 4.18 Diagrama entidade-relacionamento: relagdes

Em um diagrama E-R, ¢ possivel especificar o niimero de elementos que podem ser
relacionados: 0, 1 ou N, denotando, zero, um ou mais que um, respectivamente. A
especificacio ¢ realizada usando um par ordenado nos tragos, indicando o nimero minimo e
maximo de elementos. Por exemplo, na Figura 4.19, tem-se que, para uma relacio R: A — B:

*  (1,N) indica que cada elemento de A est4 relacionado com, no minimo, 1 e, no méximo, N
elementos de B;
* (0,1) indica que cada elemento de B est4 relacionado com, no minimo, O e, no méaximo, 1

elemento de A;

Figura 4.19 Especificagiio do nimero minimo e méximo de elementos relacionados

Assim, na Figura 4.20, é ilustrado como alguns tipos de relagdes sio representados em
diagramas E-R (como seria o diagrama de uma monorrelagfio? E de uma epirrelacio?).

Relagdo Total | A w B
Relaggo Funcional A M)—<R>(—o’1)- B
Relagdo Injetora | A M<F>M B
Relacéo Sobrejetora A w—<F>—(m B

Figura 4.20 Tipos de relagdes em diagramas E-R
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4.7 Rede de Petri

Redes de Petri constituem, provavelmente, o modelo computacional do tipo concorrente mais
usado em Computagio e Informética, bem como em diversas outras areas, como, por exemplo, na
engenharia em geral. O conceito de rede de Petri € introduzido através de exemplos. Apés, é visto
como qualquer rede de Petri pode ser definida como uma relagio.

4.7.1 Modelo e Exemplos

EXEMPLO  4.26 - Rede de Petri - Produtor ¢ Consumidor
Considere a rede de Petri ilustrada na Figura 4.21 a qual representa os processos concorrentes
Produtor ¢ Consumidor os quais trocam recursos através do Canal. Relativamente a rede:

* nodos (circulos) representam os lugares da rede;

* lugares podem conter marcas (em inglés, tokens), representadas por pequenos circulos
pretos) os quais representam recursos disponiveis no sistema. Assim, na Figura 4.21,
existe um recurso disponivel para ser consumido no lugar A e um no lugar Y;

* arcos, representados por quadrados, sfio fransi¢des ou computagdes atomicas. Note-se
que uma transi¢do pode possuir mais de um lugar como origem ou destino.
Adicionalmente, a cada lugar origem (destino) é associado um valor, representando
quantos recursos serdo consumidos (produzidos) quando da execugfio da transi¢8o. Por
simplicidade, € usual omitir o valor quando este for 1;

*  uma transi¢io € dita uma fransicdo habilitada se os recursos necessarios para a execugio
estdo disponiveis nos lugares origens;

* quando da execugdo de uma transi¢fio, os recursos especificados de cada lugar origem e
destino sdo consumidos e produzidos, respectivamente. Assim, por exemplo, na execugio
da transicio C1 (se habilitada) s3o consumidas 3 marcas no lugar Canal e uma no lugar Y,
e ¢ gerada uma marca no lugar X. a

Canal

Figura 4.21 Rede de Petri - Produtor e Consumidor
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O processamento de uma rede de Petri ¢ a sucessiva aplicagdo de computacles atdmicas.
Note-se que, em um mesmo instante, mais de uma transi¢do pode estar habilitada. Nesse caso,
elas podem ocorrer concorrentemente (desde que ndo consumam uma mesma marcagio - neste
caso, somente uma transi¢do serd executada). A Figura 4.22 ilustra uma seqiiéncia de
processamento, como segue:

*  Figura 4.21: marcag#o inicial;
* ' Figura 4.22, quadro ®: p1 ¢ executada, consumindo uma marca em A e gerando 2 marcas
em Canal ¢ uma marca em B;

* Figura 4.22, quadro @: p2 ¢ executada, consumindo uma marca em B e gerando uma
marca em A;

*  Figura 4.22, quadro ®: p1 é executada, consumindo uma marca em A e gerando 2 marcas
em Canal e uma marca em B. Observe que Canal fica com 4 marcas, habilitando c1;

* Figura 4.22, quadro ®: p2 ¢ executada, consumindo uma marca em B e gerando uma

marca em A. Concorrentemente, ¢1 ¢ executada, consumindo 3 marcas em Canal e uma
marca em Y, gerando uma marca em X. Observe que ainda restou uma marca em Canal.

Figura 4.22 Seqiiéncia de processamento de uma rede de Petri

Eventualmente duas ou mais transi¢des podem tentar consumir simultaneamente uma mesma
marca em um determinado lugar, como ilustrado na Figura 4.23. Neste caso, ou p1 ou p2 &

executada (mas ndo ambas). Essa escolha (realizada aleatoriamente pelo sistema), é denominada
ndo-determinismo.

4.7.2 Rede de Petri como Relaciio

Toda rede de Petri pode ser definida como uma relago. Observe como ilustraciio que, no
EXEMPLO 4.26 - Rede de Petri - Produtor e Consumidor, ocorre a seguinte situacio
relativamente & transi¢do p1:

*  com origem no lugar A, p1 consome uma marcagio;
*  p1, com destino no lugar B, produz uma marcagio;
*  p1, com destino no lugar Canal, produz duas marcagdes;
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p2 p1

éac

Figura 4.23 Rede de Petri - N&o-determinismo

Portanto, na defini¢io da transi¢io p1, deve-se considerar os lugares origem ¢ destino, bem
como o nimero de marcagdes que sdo consumidas ou produzidas, respectivamente. Traduzindo
os itens acima como pares ordenados, obtem-se, respectivamente:

(A, p1), 1)
{p1,B), 1)
{{p1, Canal), 2)

Assim, cada par ordenado acima é tal que:

p1 consome uma marcagfio no lugar A
p1 produz uma marcagfo no lugar B
p1 produz duas marcagdes no lugar Canal

* aprimeira componente ¢ um par ordenado. Neste caso, se o lugar encontra-se antes da
transicdo (respectivamente, depois) entfio se trata de um lugar origem (respectivamente,
destino) da transigdo;

* asegunda componente € um valor natural indicando o numero de marca¢des que sdo
consumidas ou produzidas.

Portanto, supondo um conjunto de lugares L e um conjunto de transicoes T, uma rede de Petri
pode ser definida como uma relagdo P como segue:
P:(LxT)+(TxL)—N
na qual (suponha que A é um lugar de L, t ¢ uma transigdo de T e n é um nimero natural):
* um par da forma ((A, t), n) indica que a transi¢io t, com origem em A, consome n
marcacdes;
* um par da forma ((t, A), n) indica que a transi¢do t, com destino em A, produz n
marcagdes.
Observe que a unifo disjunta é usada para garantir que nio hd confusfio entre os lugares e as
transicdes (ou seja, € possivel usar a mesma identificaciio para lugar ou para transicdo, que-nfo
ocorrerd ambigiiidade).

Para o exemplo em questfo, seguem todos os pares que definem a rede Produtor e
Consumidor:

((A,p1), 1) trés pares para definir a transigio p1
(p1,B),1)

{{p1, Canal), 2)

(B,p2), 1) dois pares para definir a transicdo p2

{(p2, A), 1)
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{(Canal, ct),3)
{Y,ct), 1)
{c1,X), 1)

(X, c2),1) dois pares para definir a transi¢fio c2
{c2,Y), 1)

Observe que a relagdo define a rede, mas nio a sua marcacfo inicial. De fato, uma mesma rede
pode ser executada para diversas marcagdes iniciais. Portanto, a marcagdo inicial &, em geral, uma
opgdo de execugio e normalmente ndo faz parte da definicio da rede.

EXEMPLO  4.27 - Rede de Petri - Relogio
Considere a rede de Petri ilustrada na Figura 4.21 a qual representa um reldgio, considerando que:

trés pares para definir a transigio ¢1

*  orcldgio faz seqiiéncias de tic-tac;

* cadatic-tac representa um segundo e move o ponteiro de segundos;
* acada 60 segundos, move o ponteiro de minutos;

* acada 3600 segundos, move o ponteiro das horas.

Observe que as transi¢cdes que movem os ponteiros seg, min e horas consomem recursos dos
lugares C, D e E, respectivamente, mas nfio produzem qualquer recurso em lugar algum.
Transi¢des desse tipo (que ndo produzem marcas) sdo chamadas de sumidouros. O caso dual
(somente produzem marcas, sem consumir) sio denominadas de Jontes.

Seguem todos os pares que definem a rede Relégio:

(A, tic), 1)

{(tic, B), 1)
{(B,tac), 1)

{(tac, A), 1)

{(tac, C), 1)

((tac, D), 1)

{(tac, E), 1)
((C,seg), 1)

{(D, min), 60)

{(E, horas), 3600}

Como seria se, a cada hora, um cuco desse uma badalada? E se o ntimero de badaladas do cuco
fosse o niimero de horas (entre 1 ¢ 12 horas)? Q

A (o} mov
{ ponteiro
seg

D 60 mov
tic tac ponteiro
min

3600 mov
ponteiro

B E horas

Figura 4.24 Rede de Petri - Relégio
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4.8  Relacdes nas Linguagens de Programacio

Relages ndo s¥o normalmente disponiveis em linguagens de programacio, excetuando-se em
algumas construgdes simples as quais sdo predefinidas. No caso da linguagem Pascal, as seguintes
construgdes ja estudadas sdo exemplos de relagdes predefinidas:

* igualdade e continéncia de conjuntos;

¢ implicacfo e equivaléncia logica,;

* igualdade e desigualdade entre:
valores numéricos (tipo integer e real);
valores alfanuméricos (tipo char).

Entretanto, construgdes mais gerais usando relagdes como as estudadas neste capitulo
necessitam ser construidas pelo proprio programador.

Assim, uma forma simples de implementar relagdes e construgdes correlatas (como a
investigagdo de tipos, composi¢io de relacdes, etc.), é usando relagdes como matrizes. Nesse
caso, relagdes podem ser implementadas usando arranjos bidimensionais. Por exemplo, o seguinte
trecho de programa em Pascal define uma matriz 10 x 10, sendo que cada célula da matriz é do
tipo boolean:

Analogamente ao arranjo unidimensional j4 apresentado, cada componente pode ser diretamente
acessada especificando-se 0 nome da varidvel arranjo seguido de dois indices (determinando a
linha ¢ coluna na matriz) entre colchetes. Por exemplo (suponha i e j varidveis do tipo
integer):

definem dois comandos como segue, respectivamente:

*  atribui o valor true 4 componente posicionada na linha 2, coluna 3, da variavel arranjo
matriz;

* se a componente posicionada na linha i, coluna j, da varidvel arranjo matriz for
verdadeira, entdo...

Uma importante restrigdo desse tipo de definicdio € que um arranjo possui um nimero fixo de
componentes. Matrizes (e, conseqiientemente, relagdes) com numero varidvel de células podem
ser definidas usando outros tipos de construgdes as quais permitem alocagio dinimica de
memoéria (espaco de armazenamento) como, por exemplo, ponteiros. Entretanto, construgdes
com alocagio dinfmica possuem particularidades dependentes de cada linguagem, e sua discussio
foge do escopo desta publicagfo.

Uma implementagdo de relagdes como matrizes e construgdes correlatas é sugerida como
exercicio.
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4.9 Exercicios

Exercicio 4.1
a) Considere 0 EXEMPLO 4.5 - Representacio de Relagio no Plano Cartesiano. Para cada uma
das seguintes relagdes, determine o dominio de defini¢do bem como o conjunto imagem:
a.l) relagdo ilustrada na Figura 4.2 (esquerda);
a.2) relagdo ilustrada na Figura 4.2 (direita).
b) Analogamente para 0 EXEMPLO 4.9 - Representagdo de Relagfio Dual no Plano Cartesiano:
b.1) relagfio ilustrada na Figura 4.8 (esquerda); '
b.2) relagdo ilustrada na Figura 4.8 (direita).
Exer~c1’cio 42  Sejam A={2,3,4,5}e¢B ={3,4,5,6,10}. Para cada uma das seguintes
relagdes:
*  explicite os elementos (pares) da relagdo,
* faga a representagdo grafica (no plano cartesiano);
*  determine o dominio de defini¢fo;
*  determine o conjunto imagem.
3) R1={(x,y)EAxB | x ¢ divisivel por y}
b) Ro={(x,y)EAxB | x~y=12}
¢ R3={{x,y)EAxB | x=y+1}
d) Ra={(x,y)EAxB | x=y}
E}f(ercicio 4.3  Asrelagbes sdo fechadas para as seguintes operagdes sobre conjuntos (ou
seja, a operacéo de duas relacdes resulta em uma relagdo)? Justifique a sua resposta:
a) Unido;
b) Interseccio;
c) Complemento;
d) Diferenga;
e) Produto Cartesiano;
f) Conjunto das partes.

Exercicio 4.4  E possivel definir uma endorrelagdo para a qual o correspondente grafo

pOSSU.a dOIS Oou mais arcos par alelOS dlStl“tOS, ou s¢ja, 0s quals p()SSuCIIl 0S mesmos Il()dOS
Ollgenl [§] deStan {

Exerc1.c10 45 A dualidade ¢ a composicdo de relagdes sdo operagdes (undria e bin4ria,
respectlvamente)' sobre as relagdes, as quais, Jjuntamente com as operaces sobre conjuntos como’
por exemplo, unifo e intersecgdo, constituem uma dlgebra de relagées. Trata-se de uma dlgeb ’
grande. Justifique por que a colecdio de todas as relages ndo é um conjunto. =

Dica: Para cada conjunto A, pode-se definir a endorrelagdo ida, ou seja, para cada conjunto A
existe pelo menos uma endorrelagio.

(l;l.xgrflcio 4..6 A prova do Teorema 4.7 - Associatividade da Composicio de Relaces &
ividida em dois casos (duas continéncias). Detalhe a prova de que, de fato:

To(SoR)C(ToS)oR

Exercicio 4.7  Sejam A={a},B={a,b}, C={
=18}, B={a,b},C={0,1,2}e X j i
prove cada um dos seguintes itens: } 4 conpuato quelquer. Bnt.
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a) Séo isorrelagSes:

al)y J:0—-0

a2) {(0,1),(1,2),(2,0):C—~C

a3) ad_1:N-—>N-{O0}onde ad_1={(x,y)ENxN-{0}|y=x+1}

a4) R:Z—>Nonde R={({x,y)EZxN |y=2xsex=0ey=|2x|-1sex<0}

sendo que | 2x | denota o modulo (valor absoluto) de 2x

b) Nio sdo isorrelagdes:

b.l) J:A—B

b2) AxB:A—B

b3) <:C—=C

b.4) x2:Z—Zonde x2={(x,y)EZ2 | y=x2}
Exercicio 4.8  Generalize o EXEMPLO 4.24 - Igualdade a Menos de Isomorfismo:
Produto Cartesiano, mostrando que, para quaisquer conjuntos A e B, tem-se que A x B ¢
isomorfo a B x A e, portanto, sdo iguais a menos de isomorfismo.
Dica: Ndo esquega de testar a sua solug8o para conjuntos vazios.
Exercicio 4.9  Mostre que o produto cartesiano ¢ associativo a menos de isomorfismo, ou
seja, que, para quaisquer conjuntos A, B e C, vale que (AxB) x C ¢ isomorfo a Ax (BxC).
Exercicio 4.10 “Elemento neutro a menos de isomorfismo™:
a) Seja 1 um conjunto unitirio. Mostre que, para qualquer conjunto A, o conjunto Ax 1 (ou

1 x A) é isomorfo ao proprio A e, portanto, sfo iguais a menos de isomorfismo. Assim, de
certa forma, o conjunto unitdrio atua como um “elemento neutro” do produto cartesiano (a

menos de isomorfismo);

b) Mostre que, para qualquer conjunto A, o conjunto A+ (ou &+ A) € isomorfo ao proprio
A e, portanto, sfo iguais a menos de isomorfismo. Assim, de certa forma, o conjunto vazio
atua como um “elemento neutro” da unifo disjunta (a menos de isomorfismo);

Exercicio 4.11 Prove que, se uma relagdo possui inversa, entfio esta é inica.

Exercicio 4.12 Suponha uma relagdo R: A — B. Como seria o diagrama E-R em cada uma

das seguintes situagdes?

a) R é uma monorrelagéo;

b) R ¢&uma epirrelagdo;

¢) R étotal e funcional (o que cotresponde ao conceito de fimgdo, como sera visto adiante);

d) R é total, funcional, injetora e sobrejetora (0 que corresponde ao conceito de funcdo bijetora,
como sera visto adiante).

Exercicio 4.13 Considere a rede de Petri ilustrada na Figura 4.24, a qual representa um

relégio. Modifique a rede considerando a existéncia de um cuco ¢ prevendo as seguintes duas

alternativas:

a) A cada hora, uma badalada do cuco;

b) A cada hora, o nimero de badaladas do cuco € o numero de horas (entre 1 € 12 horas). a

Exercicio 4.14 Uma 6tima forma de entender corretamente, fixar e aplicar os conceitos

estudados ao longo deste capitulo é implementa-los. O objetivo ¢ fazer um pequeno sistema em
que se possa definir relagdes e tratar construgdes correlatas como a investigagio de seus tipos,

céalculo da composigéio de relagdes, etc.
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Assim, construa um pequeno sistema em qualquer li
capaz de:

¢ definir até 6 conjuntos com até 5 elementos cada;

*  definir até 5 relagdes como matrizes sobre estes conjuntos;

*  verificar os tipos de uma relagiio;
calcular a relagfio dual (e permitir verificar o tipo da relagdio dual);

calcular (e armazenar) a composi¢io de duas relagdes e permitir todas as
sobre a relagfo resultante.

nguagem de programacio (Pascal, C, Java, ...)

acdes acima

5 Funcoes Parciais e Totais

Uma fungdo parcial ¢ simplesmente uma relagfo funcional. Se a relagdo funcional for total,
entdo € denominada de funcdo total ou simplesmente fincdo.
Portanto (veja a Figura 5.1):
*  toda fungfio é uma fungfo parcial, bem como uma relacfo;
¢ toda func8o parcial ¢ uma relacéo,
*  nem toda relagfo € fungdo parcial (de fato, basta considerar uma relagio néo-funcional);
e nem toda fungfo parcial ¢ uma fun¢do (de fato, basta considerar uma fungfo parcial néo-
total).

- )
Relacoes

- J

Figura 5.1 Continéncia propria

O estudo das fungdes é destacado do estudo das relagdes devido a sua importdncia para a
Matemética em geral, € para a Computagio e Informatica em particular. Entretanto, ao contrario
do que ocorre em muitas abordagens matematicas centradas no conceito de fungfo total, em
Computacio e Informatica o conceito de fungdio parcial & tho ou mais importante que o de funcdo
total. De fato, o conceito de computabilidade, que é claramente a no¢do mais fundamental nesse
contexto, é baseado em fung¢des parciais.

. Neste capitulo, s3o discutidas diversas construgdes baseadas em fungdes parciais € totais ¢ de
interesse para Computagéo e Informatica como, por exemplo:

e operagdo de concatenacdo;
e multiconjunto,
s seqgiiéncia;
*  conjunto indexado.
Adicionalmente, as seguintes construgdes sio especialmente destacadas:
s Autémato Finito;
»  Linguagem de Programacdo Funcional.
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5.1 Funcéio Parcial

Ja foi dito que uma fungdo parcial ¢ simplesmente uma relagdio funcional. Nesse contexto,
todos os conceitos ¢ terminologias introduzidos para relagdes que sio validos para relacdes
funcionais sdo usuais para funces parciais como, por exemplo:

*  asterminologias de dominio, imagem, etc.;
*  ostipos injetora, sobrejetora, etc.

Alguns resultados séo discutidos no contexto particular das fung¢es parciais, com destaque

para:

condigdes para que a dual de uma fung#o parcial seja uma funcdo parcial;
a prova de que a composiciio de fungdes parciais é uma funcfio parcial.

De fato, a importancia do correto entendimento da nogdo de dualidade, “dividindo o trabalho
pela metade”, vai aos poucos se revelando.

Por fim, & introduzida a operagdo de restrigio (sobre funcdes parciais), a qual tem

importantes aplicagSes em Ciéncia da Computaggo, como & jlustrado quando da introducfo dos
autdmatos finitos.

Um exercicio especialmente importante e interessante é o que trata de operagdes sobre
fungdes (parciais ou totais) como produto cartesiano ¢ unifio de fungBes.

5.1.1 Definicdo e Introducio

Defini¢io 5.1 - Funcdo Parcial

Uma Fun¢do Parcial é uma relagéio funcional f CA x B. Q

Portanto, uma func#o parcial é uma relagdio na qual cada elemento do dominio estd relacionado
com, 1o maximo, um elemento do contradominio.

Uma fungéo parcial fC A x B ¢ denotada por:
A+ B
ou, quando € claro que se trata de uma func@o parcial, simplesmente por:
A—-B
O par (a, b) Ef ¢ usualmente denotado por:
fa)=b ou #a)=b
Por simplicidade, quando a primeira componente do par (@, b) Ef é um elemento resultante de

um produto cartesiano como, por exemplo, a=(aq,ap), tem-se que (observe a omissdo dos
parénteses):

f((a1,a2)) ouf{(as,a2)) € usualmente denotado por f(ai,ap) ouf(as,ag)
Os seguintes termos também sfo usuais para denominar uma fungéo parcial;
*  operagdo parcial;
*  mapeamento parcial;
*  transformagdo parcial.
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Considerando a defini¢do de fungdo parcial, os exemplos introduzidos como relagdes
funcionais também sio exemplos de fung@es parciais. Como reforgo, alguns exemplos sdo
reproduzidos a seguir.

EXEMPLO 5.1 - Fungdo Parcial .
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entdo (procure justificar cada um dos itens):
a) Sio fungdes parciais:
J:A—-B
{{0,a),(1,b)}:C—B
=A—-B "
x2:Z—-Zondex2={(x,y)EZ2 | y=x2}
b) Nao sfo fungdes parciais:
AxB:A—B
<:C—=C a

Lembre-se de que, em uma relagdo funcional (e, conseqiientemente, em uma fungo parcial),

em termos da notagfo como matriz ou como grafo (no caso de uma endorrelacio), tem-se que:
e matriz: existe no maximo um valor verdadeiro em cada /inka da matriz;
» grafo: existe no maximo uma aresta partindo de cada nodo.
Seguem mais alguns exemplos de fungdes parciais.
EXEMPLO 5.2 - Fung¢do Parcial ' ~ .
a) Adicdo nos naturais. A operagdo ad: N x N — N definida como abe.uxo ¢ uma func¢fo parcial
na qual o conjunto imagem € N, ou seja, coincide com o contradominio:
ad(a,b)=a+b
b) Divisdo nos reais. A operagdo div:R xR — R definida como abaixo é uma fung¢fio parcial

(qual o conjunto imagem?):

div{x, y}=x/y Qa

5.1.2 Funcéo Parcial Dual

A relagdo dual de uma fungdio parcial nfio necessariamente ¢ uma fungdo parcial, como
ilustrado no seguinte exemplo.

EXEMPLO 5.3 - Relagcdo Dual de Fungdo Parcial
Sejam A={0, 1,2} e a endofungfo parcial f: A— A tal que f={{0, 2}, (1, 2) }. Entdo:
for={(2,0),{2,1)}
¢ claramente uma relagfo ndo-funcional. Q
__~Lembre-se de que o conceito dual de funcional ¢é injetora. Assim, para que a dual de uma
;gfaiééo funcional (fung¢fio parcial) seja uma fungfo parcial, esta deve ser injetora. Portanto:
a relacdo dual de uma relacfo funcional e injetora,
¢ uma relagdo injetora e funcional.
Logo: !
arelacdo dual de uma fungfo parcial injetora,
¢ uma funcfo parcial injetora. ' |
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EXEMPLO 5.4 -Relacdo Dual de Fungéo Parcial
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entio:

a) As relacOes duais das seguintes fungSes parciais sdo fungdes parciais:

J:A—-B
=A—=B
{{0,a),(1,b):C—B P
-~ . - / \
b) A relagfio dual da seguinte fungfio parcial ndo é uma fungio parcial (por qué?):./
x2:Z—>Z onde x2={(x,y)EZ2 | y=x2} T o
N
5.1.3 Composigio de Funcdes Parciais £ 9e Qg
HUE DQ\/C/D\

'E

Por defini¢io, a composicio de relagdes é uma relagio. Entretanto, a composigdo de felagdes ©

preserva a funcionalidade? Ou seja, a composigo de fungdes parciais é uma fungfo parcial? Para
provar esse resultado, basta mostrar que a composi¢io de funcionais é funcional.
Teorema 5.2 - Composi¢io de Funcionais ¢ Funcional
Sejam R:A— B e S: B — C relagdes funcionais. Entfio a relagio composta SoR:A— C é uma
relago funcional.
Prova:
Suponha que R: A — B e S: B — C sfo relagdes funcionais. Como a composi¢io de relagdes &
uma relagiio, entdo S 0 R: A — C ¢ uma relagfio. Portanto, basta provar que a composicio de
relagdes funcionais ¢ funcional, ou seja, que So R: A — C ¢ tal que:
(VacA)(Vc1 EC)(VeoeC)Ha(SoR)cy ra(SoR)co—cy =Cp)

De fato, suponha aEA, ¢ EC ¢ € C tais que a(SoR)cqyra({SoR)cp. Entdo (prova
direta):

a(SoR)cyra(SoR)co =

defini¢@io de composigio
(3byEB)(@b2eB)(@aRbiraRboabyScya bsSco) =

R ¢ funcional

b1=boabi1SciaboScr= 8 ¢ funcional
C1=0Co
Logo, So R A — C ¢ uma relagfio funcional. n]

Portanto, a composicgo de fungSes parciais é uma funcdo parcial.

EXEMPLO 5.5 - Composigdo de Fungdes Parciais
Considere a Figura 5.2. A composigdo das fungdes parciais f:A— B ¢ g:B—=Cégof:A—C
sendo que:

f={(a, 1),(c,5),(d,5)}

9={(1,%),(2.y).{4,y).(5,2)}

gof={(a,x)(c,2),(d,2)} o
Observacio 5.3 - Dualidade e Prova de Teoremas
U’n} fato extremamente importante ¢ que todo resultado valido para um dado conceito também é
valido para o seu conceito dual, e a prova é praticamente a mesma, respeitando as nogdes duais.
Tal f:ato pode ndo ser tdo evidente na Teoria dos Conjuntos, mas ¢ amplamente explorado na
Teoria das Categorias, na qual, como ja foi dito:

a nogdo de dualidade divide o trabalho pela metade

incluindo defini¢Ses e provas. a
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Q0 oo
N < X

Figura 5.2 Composigdo de fungSes parciais

Considerando a observacio acima, por dualidade, a composi¢fio de relagdes injetoras € uma
relacdo injetora. Para ilustrar tal fato, sugere-se, como exercicio, fazer a prova do seguinte
corolério, “dualizando” a prova do Teorema 5.2 - Composigio de Funcionais ¢ Funcional.
Corolario 5.4 - Composicio de Injetoras é Injetora
Sejam R:A — B ¢ S:B — C relagdes injetoras. Entfio a relagfio composta S0R: A — C ¢ uma
relagdo injetora. a

5.1.4 Restricido

Para uma dada fungfio parcial, é possivel definir uma restrigdo da mesma, a partir de um
subconjunto de seu dominio. Trata-se de uma operagfo (sobre fungdes) importante quando
aplicada sobre sistemas, sendo uma das operacdes fundamentais do que ¢ denominado de digebra
de processos.

Definicdo 5.5 - Restricio do Dominio de uma Funcfo Parcial
Sejam f: A— B uma fungfio parcial e Ap um conjunto tal que Ag S A. Entlo, a Restricdo do
Dominio de f relativamente a Ag, denotada por:
ANg:Ag—B
é tal que:
My=fN(AgxB) a

Portanto, para uma dada f: A— B e para um dado subconjunto do dominio Ag C A, a fungfo
resultante da restricio \Ag, como o préprio nome indica, ¢ simplesmente a fungfo f restringindo
o seu dominio a Ag.

EXEMPLO 5.6 - Restricdo do Dominio de uma Fungdo Parcial

Sejam A={1,2,3,4,5}, B={X,y, 2} e a fun¢io parcial f: A — B como ilustrado na Figura 5.3
(esquerda). Para Ag={3,4, 5}, Mg: Ap — B & como ilustrado na Figura 5.3 (direita).
EXEMPLO 5.7 - Restricdo do Dominio de uma Fungdo Parcial

Sejam A={a}, B={a,b}e C={0, 1,2} Entfo, para cada fungo parcial na coluna da esquerda
é apresentada, na coluna da direita, uma correspondente funcfo parcial restrita para um dado
subconjunto do dominio (procure justificar cada um dos itens):

a) O:A—B

b) R={{0,a),(1,b)}C—B

c) idg={{a,a),{b,b)}:B—-B

d) x2={(x,y)€EZ2 |y=x2}Z—Z

OA=C:A—B
R{0}={(0,a){0}—B
 idg\M={(a,a)xA—>B

X2\N={<5<,y)ENx~Z | y=x2}:N—>Z
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Figura 5.3 Fungdo parcial (esquerda) e sua correspondente restrigio (direita)

[m]
A restri¢8o introduzida foi sobre o dominio. Claramente, poderia ser definida sobre o
contradominio, o que é sugerido como exercicio.

Uma exemplificagdo de como uma restri¢do de fungHo parcial pode ser usada para calcular a
restrigo de sistemas ¢ apresentada na proxima seccio.

5.2  Autémato Finito

Autémato Finito é um sistema de estados finitos e pré-definidos o qual constitui um modelo
computacional do tipo seqiiencial muito comum em diversos estudos tedrico-formais da Ciéncia
da Computagdo, com destaque para Linguagens Formais, Compiladores, Semdntica Formal ¢
Teoria da Concorréncia. O conceito de autémato finito serd introduzido através de exemplos e ¢
baseado na defini¢fio usualmente adotada em Linguagens Formais onde é usado para verificar se
uma palavra W pertence a uma linguagem L, ou seja, 0 autdmato verifica se:

WEL ou we¢L

5.2.1 Modelo e Exemplo

Um Autémato Finito pode ser visto como uma maquina composta, basicamente, de trés
partes:

a) Fita. Dispositivo de entrada que contém a informagfo a ser processada;

b) Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da maquina. Possui uma unidade de leitura,
denominada cabega da fita, a qual acessa uma célula da fita de cada vez e movimenta-se
exclusivamente para a direita;

©) Programa ou Fungdo de Ty ransi¢do. Fungfio que comanda as leituras e define o estado da
maquina.

A fita ¢ finita (3 esquerda e & direita), sendo dividida em células, cada uma das quais armazena
um simbolo. Os simbolos pertencem a um alfabeto de entrada. Néo & possivel gravar sobre a fita
(e ndo existe memdria auxiliar). Inicialmente, a palavra a ser processada (ou seja, a informacgio de
entrada para a maquina) ocupa toda a fita.

A unidade de controle possui um niimero finito e predefinido de estados. A unidade de leitura
1€ o simbolo de uma célula de cada vez. Apos a leitura, a cabega da fita move-se uma célula para a

direita. Inicialmente, a cabeca est4 posicionada na célula mais a esquerda da fita, como ilustrado
na Figura 5.4. T eeadel
gur; gEscou\ DE ARTES, CIENCIASE R

UMANIDADES  USP
—.BIBLIOTECA — B243
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Figura 5.4 Autdmato finito como uma maquina com controle finito

O programa ¢ uma func@o parcial tal que:

dependendo do estado corrente e do simbolo lido,
determina o novo estado do autébmato.

EXEMPLO 5.8 - Autémato Finito
Considere o autdmato finito ilustrado na Figura 5.5 (esquerda) onde:

¢ nodos representam estados do autémato, os quais sdo em m'lmefo finito; ' .

e arcos representam transicoes ou computagbes atomicas as fluals s8o em nimero finito. O
conjunto de todas as transi¢des constitui o programa do auton.lato; .

e o estado (g ¢ dito estado inicial e é representado de forma diferenciada (no caso, o nodo
destino de uma seta sem origem); .

» 0 estado gy é dito estado final e é representado de forma diferenciada (no caso, o trago da
circunferéncia do nodo é mais forte). N a

O processamento de um autdmato finito ¢ a sucessiva aplicacio de computagSes atdmicas.
No caso de Linguagens Formais, o autdmato para (normalmente) quando processar toda a
informaco de entrada. Nesse caso, aceita a entrada se parar em um estado final.

O autdmato da Figura 5.5 (esquerda) aceita todas as palavras sobre o alfabeto { a, bA} que
possuem aa ou bb como subpalavra. A Figura 5.5 (direita) ilustra o processamento do autdmato
em questdo para a entrada W = abba, a qual € aceita.

Figura 5.5 Autdmato finito (esquerda) e correspondente seqiiéncia de processamento (direita)
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5.2.2 Autémato Finito como Funcéo Parcial

Todo autdmato finito pode ser definido como 3 i
uma fun¢do parcial. Observe, como ilustracs
que, no EXEMPLO 5.8 - Autémato Finito, ocorre a se s

Jo:
* com origem no estado gg,
*  comorigem no estado qg,

guinte situagfo relativamente ao estado

ao ler o simbolo a, 0 autémato assume o estado q1;
ao ler o simbolo b, o autémato assume o estado go.

Portanto, depen(?endo do estado corrente e do simbolo lido da fita, ov autémato assume um
novo estado. Traduzindo os itens acima como pares ordenados, obtem-

({00, a),q1)
(g0, b), q2)

Assim, cada par ordenado acima & tal que:

se, respectivamente:

*  aprimeira componente ¢ um

lido da fita;
a segunda componente ¢ o novo estado.

par ordenado, o qual define o estado corrente € o simbolo

APortanto,. supondo um conjunto finito de estados Q e um alfabeto 3, o programa de um
automato finito pode ser definido como uma funcio parcial, denominada de Jungdo programa:

:QAxZT—-Q

na qual um par da forma ((q, a), p), ou seja, tal =p, indi
: ;a),p), > tal que 8(q, a)=p, indica que,
simbolo &, o autdmato assume o estado p. @)= A6 1o estado G, @0 e o

APara o a1.1t6mato da Figura 5.5, seguem todos os pares que definem a fungfo programa do
automato finito (a funcfo parcial & total? injetora? E sobrejetora?):

(g0, 2),q1)

(a1, a), ar)
{(q0, b}, q2)

{(a1,b), qz)

Observe que a fungfo parcial define o
nem os finais.

((gz,a),q1)

{(ar, a), ar)
(a2, b), ar)

{{ar, b), ar)

programa do autémato, o qual nfo inclui o estado inicial

Uma aplicagio usual dos autématos fini 4 i
lica Initos estd na definicio de interfaces de comunicacy

homem x maquina, como ilustrado no exemplo a seguir. 8 i
EXE'MLO 5.9 - Autémato Finito como Interface Homem x Mdiquina
I(lionsldere o’aut'omato finito ilustrado na Figura 5.6 (esquerda) o qual répresenta a interface

om_em >;u maNquma de uma méquina de vendas de refrigerante, cigarro e doce, definida pela
segumnte funclo programa (a funcdo parcial é total? E injetora? E sobrejetora?);
8:QxXZ—Q
supondo que:
Q={d0,91,92,93,q4 }
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moeda moeda

libera libera libera libera

doce refri doce @ refri
tec|a/ \tecla

o

tecla” tecla ‘tecla

doce cigarro refri doce refri \
libera
cigarro

Figura 5.6 Aut6mato finito como interface homem x maquina e a correspondente restrigio

5.2.3 Restricio de um Autémato Finito

parciais € no célculo de restrigio de sistemas, determinando uma nogéo de reuso de sofiware,
importante conceito da Engenharia de Software e do paradigma Orientagcdo a Objetos.

EXEMPLO  5.10 - Restrigdo de Autémato Finito x Reuso de Software

Considere o autémato finito ilustrado na Figura 5.6 (esquerda). Suponha que ¢ desejada uma nova
maquina, andloga a esta, mas sem as fung¢des relacionadas com cigarros, como ilustrado na Figura
5.6 (direita). Tal maquina pode ser obtida, simplesmente realizando uma opera¢io de restri¢fo,
como segue:

MIxZ0:QxZg—-Q
supondo que:
X0 ={ moeda, tecla_doce, tecla_refri, libera_doce, libera_refri}
Sugere-se como exercicio detalhar a fungéio programa deste autdmato. O

Observaciio 5.6 - Manutenciio de Software .

Uma operagdo de restrigdo de sofiware pode facilmente ser implementada como uma ferramenta
automatica de desenvolvimento e de manutencio de sistemas. Ou seja, o programador ndo altera
diretamente o sofiware, mas sim realiza uma operagfio sobre este, garantindo automaticamente o
resultado desejado. Destaque-se que o custo de manutengo de software é, com freqiiéncia, maior
que o de desenvolvimento (ao longo do ciclo de vida de um sistema). Isso sem falar na
confiabilidade de um software alterado diretamente pelo programador. Portanto, ferramentas
automaticas de manutenco/reuso de sofiware sdo de fundamental importancia. : a

Como destacado anteriormente, uma importante aplicagdo da operaggo de restrigio de fungdes”
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5.2.4 Leitura Complementar

E importante observar que, devido a sua memoria finita ¢ predefinida, os autdmatos finitos
possuem limitag3es sérias para solucionar problemas. De fato, as linguagens que podem ser
reconhecidas por um autbémato finito, denominadas de linguagens regulares, pertencem 2 classe
dos problemas mais simples. Considerando as linguagens regulares, o agrupamento de linguagens
em classes introduzido no Capitulo 3 - Algebra de Conjuntos (quando da introdugfio do Problema
da Parada), a hierarquia de linguagens fica como ilustrado na F igura 5.7. Para ilustrar a limitagio
de capacidade de solucionar problemas, ndo existe autémato finito capaz de reconhecer
parénteses balanceados, ou seja, um niimero qualquer de parénteses em um texto, eventualmente
encadeados (aninhados), de tal forma a garantir que, para cada paréntese aberto (respectivamente
fechado), existe um correspondente paréntese fechado (respectivamente, aberto).

( Universo de Todas as Linguagensﬂ

' Linguagens Regulares
(existe um autdmato finito capaz de
responder "pertence" ou "ndo pertence")

-

Figura 5.7 Hierarquia (continéncia propria) de classes de linguagens

Entrc.etanto, relativamente & complexidade de algoritmos, autbmato finitos pertencem a classe
de alggntmos mais eficientes em termos de tempo de processamento (supondo que toda a entrada
neCE'}SSIta ser lida). Adicionalmente, qualquer autémato que solucione um problema ¢ igualmente
eficiente. Ou seja, qualquer solugo ¢ 6tima. Por fim, a implementa¢do computacional de
autdmatos finitos ¢ trivial.

5.3  Funcéo Total

Ja foi afirmado que uma fungo (total) ¢ simplesmente uma fungfio parcial a qual é total.
Portzinto, fungdes totais herdam os conceitos e terminologias introduzidos para relagdes e
fungdes parciais.

Alguns resultados sfo discutidos no contexto particular das fungdes, com destaque para:

*  condig¢bes para que a dual de uma fungdo seja uma fungdo;
* aprova de que a composicio de funcdes & uma fun¢do;
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* o fato de que os conceitos de injetora ¢ monomorfismo (respectivamente, sobrejetora e
epimorfismo) coincidem no contexto das fun¢des.

Por fim, ¢ introduzido o conceito de fungdo bijetora.

5.3.1 Definicio e Introducio

Definicio 5.7 - Funcéo, Aplicacdo
Uma Aplicagdo, Fungdo Total ou simplesmente Fungdo ¢ uma fungdo parcial f:A — B a qual ¢
total. a
Portanto, uma fungio (total) é uma fungfo parcial definida para todos os elementos do

dominio.
EXEMPLO  5.11 - Fungdo T R
Sejam A={a}, B={a,b}e C={0,1,2}. Entéo (procure justificar cada um dos itens)i}
a) Sdo fungdes: T I

=:A—B

idg:B—B

x2:Z—Z tal que x2={{x,y)EZ2 | y=x2}

ad:NxN—N tal que ad(a,b)=a+b X

B.B—=D
b) Nio sdo fungdes:

J:A—B

{{(0,a),(1,b)}C—-B

AxB:A—B

<:.C—C

div:R x R — R tal que div{x, y)=x/y Qa

Em termos da notagfio como matriz ou como grafo (no caso de uma endorrelagdo), basta

considerar que uma fungdo € uma relagfio funcional e total. Assim:

¢ matriz; existe exatamente um valor verdadeiro em cada /inha da matriz;
»  grafo: existe exatamente uma aresta partindo de cada nodo.
Observe que, para fungdes, o conceito de injetora (respectivamente, sobrejetora) coincide com
o de monomorfismo (respectivamente, epimorfismo). Lembre-se de que:

* monomorfismo ¢ total e injetora;
*  epimorfismo ¢ funcional e sobrejetora.
Para as funcBes parciais, o conceito de injetora (respectivamente, sobrejetora) coincide com o de
monomorfismo (respectivamente, epimorfismo)?
No contexto das fungdes, um isomorfismo também é denominado de fungdo bijetora.
Conseqiientemente, uma fungfo bijetora é uma fungdo injetora e sobrejetora.
EXEMPLO  5.12 - Fungdo Injetora, Sobrejetora e Bijetora
Sejam A={a},B={a,b},C={0,1,2} ¢ X um conjunto qualquer. Entdo cada uma das
seguintes fungdes & (procure justificar cada um dos itens):
=A—B injetora, ndo-sobrejetora
idx: X— X bijetora

e Sy
JTN »;,7/@5/;//6 S LlvK
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x2:Z —Z onde X2 = 2 (., _

ad:NxN— Netal quiiagiz_ ly=x2} nfo-injetora, ndo-sobrejetora

OG- b)=a+b epimorfismo, ndo-monomorfismo
bijetora

;(0,{1(), (1,2),(2,0):C—>C isomorfi
e - smo
y) | y=senx} monomorfismo, ndo-epimorfismo
n}

Susere-se - . .
gere-se como exercicio verificar se a restrigio de uma fungdo ¢ sempre uma fungfio

5.3.2 Exemplos Importantes de Fuancdes

Al . ~
e s eguznsr ellrizzztrir:es exelr?;z)los dg fungBes devem ser destacados. No que segue, lembre-se de
\ um alfabeto, entio =* d j ’ si
sobre 3. Por e, pare 3ot at e enota o conjunto de todas as palavras possiveis

o 2*={¢,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa,...}
primeiro exemplo é o de funcdo constante, ou sei &
3 , ou seja, fun
dominio, resulta sempre no mesmo valor do contradoml’rjlio. Fa0 ® aual pas qualquer valor do
Defini¢io 5.8 - Funciio Constante
Seja j i
jam A e B conjuntos quaisquer. Uma Jungdo constante em b € B, usualmente denotada por:
’ consty: A—B
¢ tal que, para todo aE A, consty(a) =b
=]
EXEMPLO  5.13 - Fungdo Constante
Sejam A={a} um conj
. junto e £={a, b 40 si G
oo cad o o { } um alfabeto. Entdo sdo funges constantes (procure
consts: R — R onde consts ={(x, 5) & R2}
ir()jalaxra_\;ama: Z¥—3* onde palavra_vazia ={(w, e) EX* x S*}
A: — ,_,, - . r
oA (toda fungdo identidade & uma funggo constante?)
Um a i i .
o cz;;e;r;;;o d? ﬁl:gao espec1a1~me'nte importante para Computacio ¢ Informatica é o de
e concate z:igao. concatenacdo € uma operagio binaria, definida sobre uma linguagem, a
B o aC :nzz de p~alavras uma palavra formada pela justaposigio da primeira com’ a
. ena¢fo ¢ usualment j i¢8 i
representan 2 ptavs oecomm nte denotada pela justaposicdo dos simbolos que
De.fini(;ﬁo 5.9 - Fungéo Concatenacio
Seja Z={a, b} um alfabeto. A funcdo de concatenagdo:
' CONC: I* x % — 3%
¢ tal que, para todo (U, V) EX* x 3%, conc(u,vy=uv
EXEMPLO  5.14- Concatenacdo ’
Considere o alfabeto T={a b}
=18,D}. A concatenaci
palavra ababbb, a qual também ¢ palavra de ;?"ao s pelavras 2ba ¢ DD de 3 rewla
. a

EXiSteIll a]glm & i
as fungo S llnportantes i i i p
: as quals sao lnduZIdaS Or IelaQOCS ou OpeIHGOGS SObIe
COnJ untosa com dEStaque para as Seguil‘lteS‘

_ﬁln?ao lnclusao, a qua N
] Ie”e1e a continé 1C1a (Ie COf1 [Ll]lt()s I)e fatO, tOda contimeéncia lnduz
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funcdo projecdo, a qual reflete a relagéio que existe entre o conjunto resultante de um

produto cartesiano e os conjuntos originais;
fungdo imersdo, a qual reflete a relagdo que existe entre 0 conjunto resultante de uma

unifo disjunta e os conjuntos originais.
As duas ultimas caracterizam a reversibilidade das operagdes produto cartesiano e unido disjunta.
Definicio 5.10 - Funcdo Inclusio
Sejam A ¢ B conjuntos tais que A S B. Uma funcdo inclusdo, usualmente denota
inca,B: A < B ou simplesmente inc:A-B

da por:

é tal que, para todo aEA, inc(a)=a u]

Toda fungio inclusdo ¢ injetora (e portanto, monomorfismo), ou seja, iNCA,B: A>—> B (por
qué?).

EXEMPLO  5.15 - Fungdo Inclusdo x Continéncia ]
a) Sejam Vogais={a,e,i,o,u}c Letras ={a,b,c,...,z} dois conjuntos. Claramente

Vogais C Letras. Entdo a fungfo inclusdo abaixo ¢ ilustrada na Figura 5.8:
iNCvogais, Letras: Vogais = Letras
'b) AscontinénciasNCZ,ZCQe Q CR induzem as seguintes fungdes inclusdo:
incnz:N>—>Z  incz,p:Z>>Q incor: Q> R
Pode-se afirmar que existe a fungdo de inclusdo incygr:N>—>R? Generalizando, a
composigio de fungdes incluso é uma fungéo incluséo? 0

Figura 5.8 Fungéo inclusio induzida por uma continéncia

EXEMPLO  5.16 - Funcdo Inclusdo x Unido e Intersecgdo
Para quaisquer conjuntos A e B, tem-se que:

ANBCAeANBCB
ACAUBeBCAUB
Portanto, cada inclusdo acima induz uma funcio inclusdo as quais sio ilustradas na Figura 5.9. O

Y
N

Figura 5.9 Fungdo inclusio: unido e intersecgdo
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Ja foi visto que a reversibilidade do produto cartesiano pode ser obtida como segue: o
primeiro operando (respectivamente, o segundo operando) é o conjunto constituido por todos os
clementos da primeira (respectivamente, da segunda) componente dos pares do produto
cartesiano. Essa técnica induz duas fungdes proje¢éo.

Defini¢io  5.11 - Funcéo Projecio

Sejam A ¢ B conjuntos nfio-vazios e A xB o correspondente produto cartesiano. As Funcdes
Proje¢do, usualmente denotadas por:

71:AxB—=A e a:AxB—>B
sdo tais que, para todo (@, b) € Ax B, vale:
mi(a,by=a ¢ my(a,by=b Q

Portanto, a recuperagdo dos operandos originais de um produto cartesiano A x B é como
segue:
A={m1(a,b) | (a,b)EAxB}
B={m2(a,b) | (a,b)EAxB}
EXEMPLO  5.17 - Fungdio Projecdo

Sejam A={a,b}e B={x,y} conjuntose AxB o correspondente produto cartesiano. Entfio as
fungdes projegiio w1: Ax B — A e m0: A x B— B sfo ilustradas na Figura 5.10. Qo

primeiro operando
segundo operando

Figura 5.10 Fung&es projecio

Toda fungfo proje¢éo € sobrejetora (por qué?).
Defini¢io 5.12 - Funcéio Imersio

Sejam A e B conjuntos ¢ A+ B a correspondente unifio disjunta. As Fun¢des Imersdo
usualmente denotadas por:

>

q1:A—A+B ¢ qg2:B—A+B
sdo tais que:

para todo a € A, vale que q1(a) =(a, 0)

para todo b € B, vale que qa(b) = (b, 1)
EXEMPLO
Sejam A={a,b}eB={b,c} conjuntos e A +B a correspondente unido disjunta. Entio as
funcdes de imersio q1:A— A+Be g2:B — A + B sfo ilustradas na Figura 5.11.

Toda fungfo imersdo ¢ injetora (por qué?).

]
3.18 - Funcdo Imerséo

]
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A+B

@0) (b0) (b1) (1)

Figura 5.11 Fungdes imersdo

5.3.3 Funcio Dual

A relaggo dual de uma fungio nfio necessariamente ¢ uma fungéo, como ilustrado no seguinte
exemplo.
EXEMPLO  5.19 - Relagdo Dual de Fungdo
a) Sejaa fungdo f:{0,1,2}—={0, 1} tal que f={(0,0),(1,1),{(2,0)}. Entdo a correspondente
relacfio dual fOP ndo é fungfo (nfo ¢ funcional):
foP={(0,0),{(1,1),{(0,2)}
b) Seja a fungdio g:{0,1}—{0,1,2} tal que g={(0,0),(1,1)}. Entdo a correspondente
relagio dual ndo ¢ funcdo (por qué?):
g°P={(0,0),(1, 1)}
Observe que os conjuntos de pares ordenados correspondentes a g e gOP sdo iguais, ou seja:
g=gopP {(0,0),(1,1)}={(0,0), (1, 1)}
Entdo, por que g é fungio enquanto que gOP ndo ¢ fun¢do?

sdo tais que
2
Considerando que os conceitos duais de total e funcional sfio sobrejetora e injetora,
respectivamente, entdio para que a dual de uma funcdo (relagfo total e funcional) seja funcfo, esta
deve ser sobrejetora e injetora, ou seja, uma bijegdo.
EXEMPLO  5.20 -Relagdo Dual de Fungdo
Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entio:
a) As relagdes duais das seguintes fungdes séo fungdes:
idg:B—B |
D=
{{0,1),(1,2),{2,0)}:C—=C 1
b) As relagdes duais das seguintes fungdes ndo sdo fungdes (por qué?): ;
=:A-B
ad:NxN — N tal que ad(a,b)=a+b
x2:Z—>Z onde X2={(X,y)EZ2 | y=x2}
R={{(x,y) | y=senx}
¢) Em que condi¢des a dual de uma funcfo inclusio é uma fungdo?
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5.3.4 Composicio de Funcdes

Ja foi Vistf) que a composicdo de fungdes parciais ¢ uma fungfio parcial. Entfo, para provar
;]l;e 1a composi¢do de fungSes ¢ uma fingdo, basta provar que a composicfio de relages totais &
otal.
Teorema  5.13 - Composigio de Totais é Total

Sejam R: A — B ¢ 8:B — C relagdes totais. Entfio a relagio composta SoR:A— C ¢ uma
relagdo total.

Prova:
Supo~11ha que R:A—B ¢ S:B— C so relagdes totais. Como a composigio de relacdes é uma
relaf;aq, entéo So R: A — C é uma relagdo. Portanto, basta provar que a composigio de relagdes
totais € total, ou seja, que So R: A — C é tal que:

(VaeA)(AceC)(a(SoR)c)
De fato, suponha a € A. Entfo:

acA=
R &
EEIb €B)(aRb)= S g’:g::i
dbeB)IceC)laRbabSc) = defini¢ i
fini ~
i efiniclio de composi¢io
Logo, S0 R: A— C ¢ uma relagfio total. u]

Portanto, a composi¢io de fungdes é uma fungo.
EXEMPLO  5.21 - Composicdo de Fungbes
Consid Fi ig Ses f: : S
qu;151 ere a Figura 5.12. A composi¢do das fungdes :A—=Beg:B—Cégof:A— C sendo
f={(a,1),(b,2),{c,5),(d,5)}
9={(1,x),(2.¥).(3,y).(4,¥).(5,2)}
gof={(a,x).(b,y).(c.2),(d,2)} =

gof

[N o I o i V]
N < X

Figura 5.12 Composigdo de fungdes

bP(?r duah(riade do Te(irema 5..13 - Composicio de Totais ¢ Total, a composigio de relacdes
SOl re.:Jetoras e'u.ma relag:.ao sobrejetora. Sugere-se, como exercicio, fazer a prova detalhada do
seguinte corolario, “dualizando” a prova do teorema em questdo.
Coroldrio  5.14 - Composiciio de Sobrejetoras é Sobrejetora

Sejam R:A—B e S:B — C relacs j i a
. ¢cdes sobrejetoras. Entdo a relagdo tA—=>C ¢
uma relagdio sobrejetora. Fa0 composta S0 R:A % )
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5.4 Construcdes Matematicas como Funcdes

Fungdes sdo freqiientemente usadas para definir outras construgdes matematicas como, por
exemplo, seqiiéncia e multiconjunto. Entre as construgdes ja estudadas, destaca-se o fato de que
qualquer relagfio pode ser definida como uma fungéo.

5.4.1 Relacdo como Funcio

Lembre-se de que qualquer relagio R: A— B é um subconjunto do produto cartesiano AxB,
ou seja, & tal que R C A x B. Como todo subconjunto define uma fungo inclusdo, uma relacdo
pode ser vista como segue:

incr,AxB:R>>AxB

De fato, esta é uma defini¢fo alternativa para relagdo. O leitor deve sempre manter em mente
que, na Matemdtica, assim como na Computagio e Informética, ¢ usual encontrar defini¢Ges
alternativas equivalentes para uma mesma constru¢fo. Qa

5.4.2 Multiconjunto

Informalmente, um conjunto foi definido como sendo:

uma colecdo, sem repetigdes e sem qualquer ordenacdo,
de objetos denominados elemenios

A defini¢o de conjunto apresentada foi a seguinte:

uma colegdo de zero ou mais objetos distintos, chamados elementos do conjunto,
o0s quais néo possuem qualquer ordem associada

Observe que uma caracteristica fundamental de qualquer defini¢io, formal ou informal, de
conjunto ¢ o fato de que os elementos sdo distintos, ou seja, ndio podem ser repetidos. De fato,
foi mostrado que, pela definigio de igualdade de conjuntos, vale, por exemplo:

{1,2,3}={3,3,3,2,2,1}

Entretanto, existem situagdes em que ¢ necessario tratar conjuntos com repeti¢Bes de
clementos, denominados de multiconjuntos, como, por exemplo:

*  unifo disjunta;

e grafos.

Na unifio disjunta, foi apresentada uma solugfio a qual garante uma identidade tinica de cada
elemento usando uma nogdo de “sobrenome”. Tal solugio (nfo-baseada em multiconjuntos) €
especialmente interessante, pois permite a reversibilidade da operagio. Uma solugdo alternativa
(mas que ndo permite a reversibilidade) seria definir o conjunto resultante da unifio disjunta como
um multiconjunto.

A forma usual de definir multiconjunto é como uma fung¢do com origem no conjunto de
objetos e destino no conjunto dos nimeros naturais. Assim, o nimero natural associado a cada
elemento corresponde ao nimero de repetigdes (zero ou mais) que deve ser considerado no

multiconjunto.
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Defini¢io 5.1S5 - Multiconjunto
Suponha X um conjunto. Entdo um Multiconjunto A de objetos de X é uma funcéo:
A:X->N Q

Um multiconjunto é usualmente denotado como um conjunto, explicitando as repeti¢tes, mag
destacando que se trata de um multiconjunto.

EXEMPLO  5.22 - Multiconjunto
Considere a Figura 5.13. Os seguintes multiconjuntos sdo distintos:
{1.2,3}%{3,3,3,2,2,1} =]
0 0
1 1
2 2
3 3

Figura 5.13 Multiconjuntos distintos
Qual a interpretagfio quando o numero de repetigdes de um elemento em um multiconjunto &
zero?

EXEMPLO  5.23 - Grafo com Arcos Paralelos

Considere o grafo G com arcos paralelos (possuem os mesmos nodos origem e destino) ilustrado

na Figura 5.14. O correspondente multiconjunto que representa o grafo ¢ como segue (trata-se de
uma relagio? ):

G={(A,B),(A,B),(B,B),(B,B),(B,B)}
Sugere-se como exercicio, detalhar a fungdo que define o multiconjunto em questio. a

=)

Figura 5.14 Grafo com arcos paralelos

5.4.3 Seqiiéncia

O termo seqiiéncia vem sendo usado intuitivamente ao longo de todo texto. Quando da
defini¢fio de produto cartesiano, foi introduzida uma nogdo um pouco mais formal de seqiiéncia
(finita) ou de n-upla ordenada, a qual é reproduzida a seguir:

uma seqiiéncia de 1N componentes, denominada de N-upla ordenada
consiste de N objetos (ndo necessariamente distintos) em uma ordem fixa

Destaca-se que uma n-upla ordenada (X1, X2, X3,...,Xn) nfio deve ser confundida com o conjunto
{X1,X2,X3,...,Xn }: em uma n-upla ordenada, a ordem é importante.
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Uma forma simples de definir uma segéiéncia finita de n cqmponentes § como uma fungdo
com origem no conjunto {1,2,3,...,n} e destinq no conjunto de objetos. ASSlIn“,Apa.ra
i€{1,2,3,...,n}, a imagem de i corresponde - & l—.és1ma .componen"ce Xj da seguenc1a,
Generalizando, uma segiiéncia infinita teria como dominio o conjunto dos niimeros naturais sem o

zero.
Defini¢iio  5.16 - Seqiiéncia Infinita, Seqiiéncia Finita
Seja X um conjunto. Entdo:
a) Uma Segiiéncia Infinita X de objetos de X ¢ uma fungdo:
x:N-{0}—=X
a) Uma Segiiéncia Finita ou n-Upla Ordenada X com n componentes de objetos de X € uma
func¢do:
x:{1,2,3,..,n}—=X o
EXEMPLO  5.24 - Palavra como Fungdo

Um exemplo de seqiiéncia finita j4 apresentado foi o de palavra sobre um alfabeto. Por e:xemp~lo,
supondo o alfabeto =={a,b,c,...,z}, a palavra casa pode ser vista como uma fungfo (nfo-

injetora) como segue (veja a Figura 5.15):
casa:{1,2,3,4}—=2
a qual ¢ definida pelo seguinte conjunto de pares ordenados:
casa={(1,¢),(2,a),(3,s),{4,a)} a

Figura 5.15 Palavra como fungio

5.4.4 Conjunto Indexado

Quando da introdugfio do conceito de variavel arranjo de uma linguagem de programago como
Pascal, foi afirmado que:
uma varidvel do tipo arranjo é uma seqiiéncia finita de varidveis, todas do mesmo tipo i

Como ilustragdo, considere a seguinte defini¢do de varidvel do tipo arranjo:

Observe que uma variavel do tipo arranjo é uma seqiiéncia. No exemplo, a correspondente
funcdo é:

dados:{1,2,3,...,10} =X

na qual X é um conjunto de variéveis do tipo char e ¢ tal que:
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a) Injetora: Cada componente de um arranjo ¢ distinta. Portanto, a fungso & injetora, ou seja:
dados:{1,2,3,...,10}>» X
Por exemplo, dados(1) e dados(8) sdo varidveis do tipo char distintas e correspondem 3g
componentes dados[1] e dados [ 8], respectivamente;

b) Sobrejetora. Cada componente do arranjo & indexavel por algum indice. Portanto, a funcfo ¢
sobrejetora:

dados:{1,2,3,...,10}—» X
Logo, a fun¢do que define uma varigvel do tipo arranjo como uma seqtiéncia de varidveis &
bijetora. No caso ilustrado, tem-se que:
dados:{1,2,3,...,10} < X
A generalizagdo do raciocinio acima define o conceito de conjunto indexado.

Definicdio 5.17 - Conjunto Indexado
Sejam | e X conjuntos. Entdo, para uma dada func#o bijetora:

fileX
afirma-se que X é um Conjunto Indexado pelo conjunto . u]

Portanto, qualquer fungfo bijetora define um comjunto indexado. Para f:1 <> X, | ¢ denominado
de conjunto de indices. Para reforcar a no¢do de indexagdo de X por |, um elemento x € X &
genericamente denotado usando o seu correspondente indice | € l, ou seja:

f(i) é denotado por X;

5.5  Funcio de Hashing

Suponha uma situagsio em que se deseja armazenar e recuperar informagGes de forma eficiente
em termos de espago de armazenamento ¢ de tempo de recuperagdo. O armazenamento ¢ a
recuperagdo podem ser feitos em uma tabela (varidvel do tipo arranjo) ou em um arquivo de
acesso direfo (arquivo no qual cada entrada/registro pode ser diretamente acessado). Como
ilustragfo, suponha que se trata de uma tabela.

Uma forma simples e eficiente ¢ usar a chave de identificaco (por exemplo, o niimero de
matricula dos alunos) como indice da tabela. Entretanto, quando o ndimero de entradas
identificaveis pela chave é muito superior ac niimero de entradas que serfio efetivamente
armazenadas (como por exemplo, o cadastro de clientes de uma loja usando o CIC como chave de
identificagfo), resultard em um espaco de armazenamento excessivamente grande e esparso (ou
seja, com baixa ocupacio).

Portanto, a questdo é: para uma tabela com um nimero restrito de entradas como, usando uma
chave com capacidade de enderegamento relativamente grande, enderegar eficientemente a
correspondente entrada na tabela? Qu seja, supondo que Chaves={ €1,C2,C3,...Cm} € o
conjunto de todas as chaves de identificagéo, que n € o mimero de entradas na tabela e que m é
possivelmente muito maior do que N, o que se deseja € uma fungfo de enderecamento:

f:Chaves —{1,2,3,...,n}
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A funcio utilizada para obter o enderego de instalagfio ¢ denominada de fun;ﬁo de cdlculo de
endereco, funcdo de aleatorizagdo, fungdo de randomizagdo ou fungdo de hashing. o
A funcio ideal é aquela que gera um enderego diferente para cada um dos possiveis yal'ore's

das chaves a serem instaladas na tabela, isto é, o ideal é uma fun¢io z:njetora. No enta.nt~o, é .d1ﬁ01'1
conseguir um monomorfismo, e, portanto, as fungdes geralmente utilizadas geram colisdes, isto &
para alguns casos, podem atribuir o mesmo endereco a chaves com valores dlfe?entes.. Ou~seja,
para chaves de identificagio ¢1 € Chaves e cp € Chaves, pode ocorrer a seguinte situagdo de
colisgo: N

ci=Cx e flcy)=f(co) coliséo
EXEMPLO  5.25 - Fungdo de Hashing
Considere uma chave de identificagdo numérica com valores entre 0 ¢ 1000 bem .como uma tabela
de armazenamento com entradas indexadas de 1 a 23. Uma fungio de hashing relativamente
simples e razoavelmente eficiente ¢ a seguinte:

hash:{0,1,...,1000}—{1,2,...,23}

tal que para ¢€{0,1,...,1000}, tem-se que (suponha que mod calcula o reste da diviséo
inteira):

hash(c)=(cmod23) + 1
A seguir, é apresentado um possivel conjunto de valores de chaves e os cotrespondentes
enderecos calculados pela funcio hash:

452 | 623 | 766 | 564 | 825 | 387 | 237 | 360 | 134 |285
16 3 8 13 21 20 8 16 20 | 10

Observe que ocorreram colisdes. De fato:

* o enderego 8 & obtido para as chaves 766 e 237,
+ analogamente, os enderegos 16 ¢ 20 também sfo gerados para um par de chaves
’ 2
diferentes. -

Para obter o efeito de uma fungfo injetora no calculo do enderegamento, s.ao utilizados
métodos de tratamento de colisdes. Esses métodos consistem, essencialmente, n?
estabelecimento de uma politica para a escolha de uma entrada disponivel na qual serd
armazenada cada chave que vier a colidir durante o processo de insergdo. O detalhamento do
tratamento de colisdes e de outras questdes correlatas € desenvolvido no estudo das Estruturas
de Dados.

5.6 Funcdes nas Linguagens de Programacio

A grande maioria das linguagens de programagdo € capaz de manipu.lar constru}:()es simil’a%'es
ou baseadas nas fungdes matemadticas. Algumas diferencas de conceitos (fungéo matNematlca
comparativamente com fungbes em linguagens de progr'flmagﬁo) sdo detalhad.as na sega? 5.7~—
Linguagem de Programacio Funcional. No caso da linguagem Pascal, existe a declaragdo
function, a qual é apresentada via exemplos.
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EXEMPLO  5.26 - Fungdo em Pascal: Hashing

Considere o EXEMPLO 5.25 - Func¢do de Hashing e suponha a declaragio de dois tipos
intervalos como segue:

Entdo, uma declaracdo da fung¢do de hashing £:{0,1,...,1000}— {1, 2,...,23} tal que
f(c) =(cmod 23) + 1 é como segue:

Nessa declara¢do de function, observa-se que:
* opardmetro ¢ dotipo interv_0 1000 define o dominio da funcio ¢ ¢ denominado de
pardmetro formal,

* hash, dotipo interv_1_23 define o contradominio da fungfo e conterd o valor
resultante do célculo quando da chamada da fungdo, como ilustrado a seguir:

Nas chamadas da fun¢o hash acima, os valores 766 ¢ 237 sdo denominados de pardmetros
atuais. Nesse caso, o comando apds a palavra then é executado, pois:

hash(766) =hash(237)=8 a
EXEMPLO  5.27 - Fungéo em Pascal: EXOR

Um conetivo logico muito comum em Computagiio e Informatica é o Ou-Exclusivo, usualmente
denominado de EXOR (do inglés, exclusive or), cuja semantica ¢ dada pela tabela verdade
ilustrada na Figura 5.16. O conetivo EXOR pode ser reescrito, usando os conetivos usuais,
como segue:

PEXORq< (pr-q)v(-paq)
Um exemplo de fungdo em Pascal que implementa o conetivo EXOR ¢ como segue:

Figura 5.16 Tabela verdade: EXOR
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Um problema das fungdes em Pascal é que estas nfo permitem um contradominio resultante
de um produto cartesiano. Por exemplo, suponha a equagfio polinomial do segundo grau do tipo:

ax2+bx+c=0
Uma solugo, usando a formula de Baskara, resulta em duas raizes, ou seja, € uma fun¢io do tipo:
baskara: RS — R2

Tal fun¢fio, embora implementédvel em Pascal usando alguns artificios, nfio corresponde ao
conceito matematico de funco. Na se¢do seguinte, € discutida uma solugdo seguindo o conceito
de fung¢do matematica e usando linguagem de programagio funcional.

5.7 Linguagem de Programacio Funcional

Programagdo funcional é um estilo de programacio baseada em funcdes e composicdo de
fungdes (constituindo um programa) em vez de comandos. Assim, um programa ¢ uma expressdo
funcional a qual ¢ avaliada, e nfio uma seqiiéncia de comandos a serem executados por um
computador {como em Pascal, por exemplo).

Uma linguagem de programagdo funcional é uma linguagem que suporta e encoraja esse estilo
de programagdo. Assim, resumidamente, uma linguagem de programacfio funcional pode ser
considerada como operagdes tipadas (ou seja, com tipos associados) e construtores que permitem
definir novos tipos e operagdes mais complexos. Inclusive, uma linguagem de programacfio
funcional considerada pura nfio possui varidveis, nem atribui¢des. Portanto, uma linguagem de
programagcio funcional é composta basicamente por:

* tipos primitivos de dados da linguagem;

* constantes de cada tipo primitivo de dado;

* operagBes as quais sfo fungBes sobre os tipos primitivos de dados da linguagem;

* construtores que permitem definir novos tipos ¢ operagdes derivados dos tipos e

operagdes da linguagem.

5.7.1 Haskell

Haskell é um exemplo de linguagem de programagfo funcional pura na qual todas as fungdes
devem seguir o conceito matematico de fungfo, isto ¢, os mesmo valores do dominio (parimetros
atuais) aplicados & fungfo resultam nos mesmos elementos do contradominio (produz as mesmas
saidas). Ou seja, o resultado da aplicagdo de uma fungfo ¢ independente de qualquer estado
implicito do sistema. Por exemplo, considere o segninte exemplo de fung&o constante em Haskell:

Trata-se de uma fungio constante a qual sempre retorna o valor 1. Considere também a seguinte
fungo:

Trata-se de uma fungdio £ que, para o parimetro %, retorna o valor x + 1. Ou seja, sdo exemplos
de fungdes em Haskell que satisfazem o conceito de fungio matematica. Um contra-exemplo em
Pascal é o seguinte (suponha que x é uma variavel do tipo integer):
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A fungio em Pascal contador ndo é uma fungio matematica, pois cada vez que ¢ referenciada
1no programa, o valor retornado ¢ diferente (observe que x é uma variavel definida externamente 3
fungdo e, portanto, cada vez que a funcio contador & referenciada, € executada para valores
possivelmente diferentes de x).

Em Haskell, no exemplo acima, necessariamente x teria que ser um pardmetro explicito de
contador (ou utilizar recursos mais elaborados tais como mdnada, conceito inspirado em
7." eoria das Categorias o qual esta fora do escopo desta introdugdo). Observe-se que algumas
l}nguagens funcionais, como SML ou Scheme, incorporam a nogo de estado e permitiriam esse
tipo de codigo.

Considere o seguinte exemplo (menos trivial) de fungfio em Haskell para calcular as raizes de
uma equagdo polinomial de segundo grau ax2+bx+c=0

Tr'ata—se de uma fun¢fo que, para a, b e ¢, retorna o par ordenado de valores correspondendo as
raizes da equagfo. A palavra chave let & usada para declarar delta a qual fica acessivel apenas
dentro do escopo da func¢fio baskara. Por exemplo, aplicando os valores 1, -5 ¢ 6, a expressio
seria reduzida (avaliada) pelo computador de forma similar & seguinte seqtiéncia: ’

5.7.2 Leitura Complementar

’Uma caracteristica de que a maioria das linguagens funcionais dispde ¢ um sistema de tipos
?Statl.CO que ndo requer declaragfio de tipos na maioria das expressdes. O sistema de tipos tenta
inferir o tipo dos dados pelas operacdes (algumas expressdes podem ser ambiguas e exigir que o
programador declare seus tipos). Por exemplo, dada a seguinte expressio
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o sistema de tipos automaticamente infere que o correspondente tipo &:

ou seja, uma endofungAo nos inteiros. Entretanto, se, por exemplo, a fungdo ¢ referenciada como
segue:

o sistema percebe que o tipo inteiro néo é aplicivel e modifica a inferéncia.

Uma caracteristica incomum que se encontra, por exemplo, em Haskell, é a avaliagdo
procrastinada (lazy evaluation), a qual ¢ realizada de fora para dentro. Por exemplo, feita a
seguinte declaragéo:

e a chamada:

na maioria das linguagens de programagfo, primeiro ¢ avaliada a divisdo 1/0, retornando uma
mensagem de erro tal como:

Erro: divisdo por zero

A mesma chamada em Haskell retorna o valor 1. Uma importante conseqiiéncia dessa
caracteristica € possibilidade de manipular estruturas de dados possivelmente infinitas. Por
exemplo:

¢ uma lista infinita cujo valoré [1, 2, 3, ..].No entanto, a chamada da fungo:

retorna [1,2,3].

Linguagens funcionais sio menos utilizadas que linguagens imperativas, como, por exemplo,
Pascal, C, etc., mas existem duas aplica¢des bem populares cujo estilo de programacdo é proximo:
planilhas eletrénicas e linguagens de consultas de banco de dados (embora estas sejam mais
relacionais do que funcionais).

Entretanto, em muitos cursos superiores como Engenharia, Fisica e ciéncias exatas em geral,
com freqiiéncia (principalmente na Europa) a primeira linguagem de programagio € uma
linguagem funcional. Destacam-se duas razdes para tanto:

o calculos complexos envolvendo o conceito de fungdo sio freqilientes e importantes;

e nas primeiras aulas, o aluno é capaz de implementar fungSes com razoivel nivel de
complexidade, pois a programagfo é muito proxima daquela que ele desenvolve nos seus
estudos. Comparativamente com o ensino de linguagem imperativas (como Pascal), no
final de uma disciplina tipica, o aluno ainda tem dificuldades de implementar fungdes mais
complexas.

Mais recentemente, uma das 4reas em que as linguagens de programacdio funcional estdo se
tornando populares é na manipulagio de XML. De fato, a linguagem padrdo para transformagcio
de documentos XML é funcional, e muitas das linguagens de consulta XML propostas como
padrdes sdo funcionais.
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5.8 Exercicios

Exercicio 5.1 SejamA={a},B={a,b}eC={0,1,2}.
a) Para cada item abaixo, faga o seguinte:

» justifique por que sdo fung¢des parciais;

*  determine o dominio de defini¢io e o conjunto imagem;

*  determine o tipo da fungfo (injetora, monomorfismo, etc.):

al) J:A—B
a2) {(0,a),(1,b)}:C—B
a3) =:A—B '
ad) x2:Z—>Ztalquex2={({x,y)EZ2 | y=x2}
a5) ad:NxN-—N tal que ad{a,b)=a+b
a.6) div:RxR — R tal que div(x, y)=x/y
b) Justifique por que ndo sio funcdes parciais:
b.l) AxB:A—B
b2) <:C—=C
Exercicio  5.2.  Sobre a dualidade de uma funggo parcial:
a) Por que a dual da seguinte fungfo parcial ndo é uma fungsio parcial?
x2:Z—Z onde x2={(x,y)EZ2 | y=x2}
b) As duais das seguintes fungdes parciais sio funcdes parciais? Justifique a sua resposta:
b.1) ad:NxN— N tal que ad{a,by=a+b
b.2) div.:R xR — R tal que div(x, y) =x/y
Exercicio 5.3  Por que as seguintes funcdes parciais nfo sio componiveis?
ad:NxN —N tal que ad(a,b)=a+b
div:Nx N — N tal que div(x, y)=x DIVy sendo que DIV & a divisdo inteira, desprezando
o resto (exemplo: 7 DIV3=2)

Exerci.cio _;‘5.4 Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Usando diagramas de Vemn,
determine todas as composigdes possiveis entre as seguintes fungdes parciais:

J:A—-C
{{0,a),{(1,b)}:C—=B
=B—=A
Exercicio 5.5 “Dualizando” a prova do Teorema 5.2 - Composicio de Funcionais é

Funcional, desenvolva a prova detalhada do Corolério 5.4 - Composigéo de Injetoras é Injetora.
Exercicio 5.6 A operagdo de restri¢do foi definida sobre o dominio de uma fungdo parcial.

a) Como seria a operagdo de restricdo do contradominio restricdo definida sobre o
contradominio?

b) Nesse caso, a relagfio resultante é uma fungio parcial?
Exercicio 5.7  Para as fungdes parciais (justifique a sua resposta):

a) O conceito de injetora coincide com o de monomorfismo?
b) O conceito de sobrejetora coincide com o de epimorfismo?
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Exercicio 5.8 Relativamente a autdmatos finitos, suponha um alfabeto Z={a,b},
desenvolva uma fungfio programa (e identifique o estado inicial e os finais) de tal forma a
reconhecer as seguintes linguagens sobre (e rejeitar o seu complemento):

a) o conjunto de todas as palavras que possuem aaaa como subpalavra;

b) o conjunto de todas as palavras que possuem aa como sufixo;

b) o conjunto de todas as palavras que possuem um nimero imparde aeb.

Exercicio 5.9 Detalhe a fung¢io programa do autdmato finito resultante da operagdo de
restri¢fio ilustrado na Figura 5.6 (direita).

Exercicio 5.10 Considere o automato finito ilustrado na Figura 5.5. Calcule a fun¢do
programa restrita ao alfabeto Zg={a}.

Exercicio 5.11 Em que condigBes o conjunto vazio €:
a) Uma funcdo parcial?
b) Uma fungfo?
Exercicio 5.12 Verifique a existéncia de fungdes entre os conjuntos de cada item abaixo. No
caso de existir, quantas e quais fungdes distintas podem ser definidas?
a) Dominio {a}e codominio {X,y,z}
b) Dominio & e codominio {X,y, 2}
¢) Dominio{a,b,c}e codominio {X}
d) Dominio {a,b, c} e codominio &
¢) Dominio {a,b}e codominio{a,b}
Exercicio 5.13 SejamA={a},B={a,b}eC={0,1,2}.
a) Para cada item abaixo, faca o seguinte:
+ justifique por que sdo fungdes;
e determine o dominio de definigdo € o conjunto imagem;
s+ determine o tipo da fung#o (injetora, monomorfismo, etc.).

al) =tA—B

a2) idg:B—=B

a3) x2:Z—Ztalquex2={(x,y)EZ? | y=x2}

a4) ad:NxN-— N tal que ad(a,by=a+b

as) O8>

a.6) R={{(x,y)€RxR |y=senx}
b) Justifique por que ndo sdo fungdes:

b.l) J:A—B

b.2) {(0,a),{1,b)}:C—B

b3) AxB:A—B

b4) <:.C—-C

b.5) div:R xR — R tal que div(x, y) =X/y
Exercicio 5.14 Determine todas as composicdes de fungdes que podem ser definidas sobre
as seguintes fungoes:

a) Todas as fungSes com dominio ¢ codominio em{a, b}
b) Todas as fungdes com dominio em {&, b, €} e codominio em {x}.

!




Exercicio 5.15 i 5
Reescreva as seguintes fungdes com dominio e codominio em R em termog

de composigio de fungdes elementares:

a) fi(x)=x+x2

b) f2(x) = (x senx + cos x)2

Exercicio 5.16 Sobre restricio de fungdes:

8 gma restrllg:ﬁo de uma fungfo é sempre uma fungio? Justifique a sua resposta?
0mo seria a operagdo de restrigdo definida sobre o contradominio para uma fungio?
Exercicio 5.17 Sobre fungio constante: .

a) Toda fungdo identidade & uma fungfo constante?
b) Em que casos uma fungio constante é:

b.1) Injetora?
b.2) Sobrejetora?

Exercicio 5.18 Sobre funcdo incluso:

a) Por que toda fungdo inclusgo & injetora?

b) A ?o'mposig:éo de fungBes inclusfo & uma fungfo inclusio? Justifique a sua respost
Exercicio 5.19 Sobre fungdo projecio: o
a) Por que toda fungdo projegdo & sobrejetora?

b) Uma funcio de projegdo pode ser bijetora?

Exercicio 520 Sobre fungfo imersdo;

a) Por que toda fungso imersgo & injetora?

b) Em que condi¢des uma fungio de imerséo ¢ bijetora?

Exercici -
xerciclo  5.21  Em que condigdes a dual de uma fungfo inclusio & uma fungdio?

arelagiio dual ndo & funcio:
. ' for={(0,0),(1, 1)}’
Serve que os conjuntos de pares ordenados correspondentes a f e fOP sfio iguais:
f=fOP  ouseja {{0,0),(1, 1)}={(0,0),(1,1)}

Ento, por que f é fungdo enquanto que fOP ndo ¢ funco?

d e
esenvolva a prova detalhada do Corolario 5.14 - Composigdo de Sobrejetoras & Sobrejetora

situagdo 1 ico
§d0 em que o nimero de repeticdes de um elemento em um multiconjunto & zero?
Exercicio 5,25 Justifique ou refute: a estrutura |

{a,b,b,c,c,c,c ¢, <}
na qual ¢ ocorre infinitas vezes, € multiconjunto.

fungdo que define o multiconjunto correspondente aos arcos.

seqiiéncia g
q como funcdo, mostre que os pares ordenados X, ¥) e (y, x) sdo distintos

—~—

Exercici j do f:
reicio 522 Seja a fungdo :{0, 1 }—={0,1,2} tal que f={(0,0),(1,1)}. Afirma-se que

Exercici “ i ”?
Ieio 5.23  “Dualizando” a prova do Teorema 5.13 - Composicio de Totais ¢ Total

Exercici icd iconj
Icio  5.24 Na definicdo de multiconjunto como uma fungo, qual a interpretacio da

Exercici i
cicio 5.26 Considere o grafo G com arcos paralelos ilustrado na Figura 5.14. Detalhe a

EXelclclO 5.2; cja: Xe emento, tinto de um co. to. alld() a deil]l](;a() de
Sjm yelmn SdlSltS n_]u US
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Exercicio 5.28 Considere a definiciio de seqiiéncia como funcfo. Para um dado alfabeto Z, o
que seria o conjunto X* de todas as palavras sobre 27

Exercicio 5.29 Relativamente & linguagem Pascal, considere a definigfo de varidvel do tipo
arranjo abaixo. Detalhe tal defini¢io como um conjunto indexado

Exercicio 5.30 No EXEMPLO 5.25 - Funciio de Hashing, o divisor da fungio de hashing ¢
o numero primo 23. De fato, em geral, ¢ escolbido um numero primo como divisor. Vocé
conseguiria inferir qual a razio de usar nimeros primos? Caso contrrio, sugere-s¢ uma pesquisa
sobre o assunto.

Exercicio 5.31 Foi visto que, em geral, uma fungdo de hashing ndo ¢é injetora. Uma solucfio
para obter o efeito de uma fungdo injetora é realizar uma pesquisa seqilencial procurando a
préxima entrada livre na tabela. Esboce um trecho de programa em Pascal (ou em uma linguagem
de seu conhecimento) que implemente tal politica de tratamento de colisdes.

Dica: lembre-se de que a tabela ¢ finita. Como pode ser tratada a questdo da proxima entrada livre

quando o fim da tabela for atingido?
Exercicio 5.32 Um conetivo I6gico muito comum em Computagdo ¢ Informética é o NAND
(abreviatura dos termos em inglés not e and), cuja semantica ¢ dada pela tabela verdade ilustrada
na Figura 5.16. Uma importante conseqiiéncia da aplicagdo desse conetivo ¢ que todos os demais
conetivos estudados podem ser definidos usando exclusivamente o conetivo NAND. Nesse

contexto:
a) Como o conetivo NAND pode ser expresso em termos dos conetivos estudados?
b) Desenvolva uma fungio em Pascal (ou em uma linguagem de programacdo de seu

conhecimento) que implemente o conetivo NAND.

X y
\Y; \'
\Y F
F \'
F F

Figura 5.17 Tabela verdade: NAND

Exercicio 5.33 Considere a seguinte equagdo polinomial de primeiro grau ¢ o
correspondente célculo da raiz:

ax+b=0

x=b/a
Implemente o célculo da raiz como uma fungéo em:

a) Pascal;
b) Haskell.
Exercicio 5.34 Implemente em Pascal duas fungdes, uma para cada raiz da equacfo
polinomial do segundo grau, usando a formula de Baskara.

Exercicio 5.35 Além da operagio de composigdo de fungdes (parciais ou totais), € possivel
definir um conjunto de operagdes sobre fungdes, constituindo uma digebra de fungdes. No que
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segue, lembre-se de que toda fungdo (parcial ou total) & um caso particular de uma relagfio ¢
portanto, é um conjunto. ’

a) Seja.m. f:A—=Beg:X—Y fungdes parciais quaisquer. Entdo, verifique se sdo fungdes
parciais:
a.l) Unidodefeg
a.2) Intersec¢do defeg
Adicionalmente, defina e exemplifique:
a.3) A fungo parcial f'x g:AxX—>BxY induzida pelo produto cartesiano dos dominios
¢ dos contradominios das funcdes f e g, denominada de produto de funcoes parciais;
b) Sejam f:A—Beg: X — Y fungdes totais quaisquer. Entlo, verifique se sdo fun¢des totais:
b.1) Unidodefeg
b.2) Intersec¢do defeg

Adicionalmente, defina e exemplifique:

b.3) A fungio totalrf xg: AxX—>BxY induzida pelo produto cartesiano dos dominios e
dos contradominios das fungdes f e g, denominada de produto de funcdes.

6 Endorrelacdes, Ordenacao e
Equivaléncia

Como j4 introduzido, as endorrelagdes sdo especialmente importantes, razdo pela qual uma
série de estudos & desenvolvida especialmente para este tipo de relagdes. Neste capitulo, os
seguintes estudos sdo desenvolvidos:

»  propriedades: principais propriedades das endorrelaces;

s fecho: extensiio de uma endorrelagdo de forma a satisfazer determinadas propricdades;

o ordem: endorrelagdes as quais refletem uma nog#o intuitiva de ordem;

»  equivaléncia: endorrelagBes as quais refletem uma nogio de igualdade seméntica.

Em particular, no estudo das endorrelagdes de ordem, sio exploradas duas importantes
aplicagBes em Computacdo e Informatica:

» classificacdo de dados;

»  semdntica de sistemas concorrentes.

6.1 Propriedades de uma Endorrelacgio

Para facilitar o entendimento, as principais propriedades s3o inicialmente introduzidas
informalmente:

a) Reflexiva é uma relagio na qual todo elemento esté relacionado consigo mesmo. Por exemplo,
na relagio “igualdade” sobre os niimeros reais, claramente todo niimero ¢ igual a si mesmo;

b) Simétrica. Na relagio “parentesco”, se Jodo ¢ parente de José (por exemplo, sdo irméos),
entdio a vice-versa também & verdadeira, ou seja, José é parente de Jofio. Assim, simetria
significa que, toda vez que um elemento estiver relacionado com outro, a vice-versa também
estara relacionada;

¢) Transitiva. Na relagio “menor” sobre os nimeros naturais, sabe-se que, €aso um namero seja
menor que outro o qual, por sua vez, ¢ menor que um terceiro, entdo o primeiro ¢ menor que
o terceiro, o que caracteriza a nogo de transitividade. J4 a relagdo “faz fronteira com” nos
paises na América do Sul é nfo-transitiva. Por exemplo, o Brasil faz fronteira com a
Argentina o qual, por sua vez, faz fronteira com o Chile. Entretanto, o Brasil ndo faz
fronteira com o Chile (esta nfio é uma relagfo transitiva).

Relacionadas com as propriedades reflexiva e simétrica, existem as propriedades irreflexiva e
anti-simétrica. Entretanto, deve ficar bem claro que irreflexividade e anti-simetria ndo sio as
correspondentes nogdes complementares.

A representagdio das relagdes via grafos ou matrizes auxilia no entendimento e no estudo das
propriedades.

Definicsio 6.1 - Relagiio Reflexiva, Relacdo Irreflexiva

Sejam A um conjunto e R uma endorrelagdio em A. Entéio R ¢ uma:

a) Relacdo Reflexiva, se (VaEA)(aRa)
b) Relagdo Irreflexiva ou Relagdo Anti-Reflexiva, se (Va€A)(~(aR a)) Q

__
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Observe que reflexiva e irreflexiva ndo sdo nogdes complementares. De fato, a negacfio da
propriedade reflexiva seria (3a € A)(-(a R a)) (compare com a definigdo de irreflexiva).

Inclusive, € possivel definir uma relagio que é:
s simultaneamente reflexiva e irreflexiva;
*  ndo é reflexiva nem irreflexiva.
EXEMPLO 6.1 - Relacdio Reflexiva, Relagdo Irveflexiva
Seja A={0, 1,2}. As seguintes relacdes sio:
a) Reflexivas, mas nio irreflexivas:
(N, =)
(P(A),S)
A2 A— A
(A=)
b) Irreflexivas, mas nfio reflexivas:
(Z,=)
(P(A),C)
J:A—A
(A, R), supondo R ={(0,1),(1,2),(2, 1)}
¢) Nem reflexiva, nem irreflexiva;
(A, 8), supondo S = {{0, 2),(2,0), (2, 2)} a

Para um conjunto finito A, uma forma simples de entender e verificar se uma endorrelacio
R:A — A ¢ reflexiva ou irreflexiva, é analisar a sua representag#o como matriz ou como grafo,
como segue:

a) Marriz
Reflexiva: a diagonal da matriz contém somente o valor verdadeiro;
Irreflexiva: a diagonal da matriz contém somente o valor falso;
b) Grafo
Reflexiva: qualquer nodo tem um arco com origem e destino nele mesmo;
Irreflexiva: qualquer nodo ndo tem um arco com origem e destino nele mesmo.
EXEMPLO 6.2 - Relagdo Reflexiva, Relagdo Irreflexiva

Seja A={0,1,2}. Observe as seguintes relagdes as quais sfo ilustradas como segue (sempre da
esquerda para a direita, respectivamente):

* naFigura 6.1 como matrizes, nas quais a diagonal & destacada;
* naFigura 6.2 como grafos.
a) Reflexivas, mas nfio irreflexivas
AZ A=A
(A, =), dado que = ¢ definida por { (0, 0), (1, 1), (2,2)}
b) Irreflexivas, mas no reflexivas
D:A—=A
R={(0,1).(1.2,(2,1)}

Como seria a matriz ou o grafo de uma relacfio que ndo € reflexiva nem irreflexiva? a

Figura 6.2 Endorrelagdes reflexivas/irreflexivas como grafos

Defini¢io 6.2 - Relaciio Simétrica, Relagdo Anti-NSimé’trica

Sejam A um conjunto ¢ R uma endorrelagdo em A. Entfo R é uma:

a) Relagdo Simétrica, se (Va€A)(VbE AYaRb—bRa) "

b) Relagdo Anti-Simétrica, se (Va€ A)(YbEA)@aRbabRa—a=b) o o
Anti-simetria estabelece que, para uma relagio R e um par (X, y)ER, nio € poss1ve~1 11'1ver’.t<S:r

a ordem dos elementos (ou s¢ja, o par {y, X) & R), excetuando-se no caso em que X ¢ y s?o 1guff1‘1le.1
Observe que simetria e anti-simetria ndo séo nog:()ejs _cor:nplementares. De fato, ¢ possi

definir uma relaciio que é simultancamente simétrica e anti-simetrica.

a i

EXEMPLO 6.3 - Relagdo Simétrica, Relagdio Anti-Simétrica |
Seja X um conjunto qualquer. Entdo, as seguintes relagdes séo:
a) Simétricas |
X2: X=X :
X,=)
X, =)
(P(X),=)
g X—=X
b) Anti-simétricas
X,=)
(P(X),=)
F:X—=X )
(N, R), supondo R ={(x,y) EN? | y=x2}
¢) Nem simétrica, nem anti-simétrica
S ={(0,1),{1,0),(1,2)} . !
Para um conjunto finito A, uma forma simples de entender ¢ verificar se uma éndorrelzc;‘ig
R: A —> A é simétrica ou anti-simétrica, ¢ analisar a sua representagdo como matriz ou ¢ |

Qa

grafo, como segue:




a) Matriz

iin'etxhica’: a metade acima da diagonal da matriz é a imagem espelhada da metade abaixo;
tl-s‘lm.etnca: para qualquer célula verdadeira em uma das metades da matriz (em relagio
a diagonal), a correspondente célula na outra metade é falsa;
b) Grafo
Simétrica: entre dois nodos quai do exi i
: quaisquer, ou ndo existe seta, ou existem duas
cada sentido; ’ et ma em
Anti-simétrica: entre dois nodos quaisquer, existe no mdximo uma seta.
EXEMPLO 6.4 - Relagdo Simétrica, Relagdo Anti-Simétrica

Seja A={0, 1,2}. Observe as seguintes relagdes as quais so ilustradas como matrizes na Figura

6.3, na qual a metade acima da dia ¢
, gonal estd destacada, e como grafos na Figura 6.4
esquerda para a direita, respectivamente): & o 04 Gempre da

a) Simétrica, mas ndo anti-simétrica
A2
b) Simétrica e anti-simétrica
(A=)
©) Anti-simétrica, mas nfo simétrica
R:A—AtalqueR= {(0,0),(1,1),(1,2)}
d) Nem simétrica, nem anti-simétrica
S:A—>Ata1queS={(O,1),(1,0),(1,2)} Qa

Figura 6.3 Endorrelagdes simétricas/anti-simétricas como matrizes

Figura 6.4 Endorrelagdes simétricas/anti-simétricas como grafos

Definicdo 6.3 - Relagiio Transitiva
Sejam A um conjunto e R uma endorrelagio em A. Entfio R é uma Relacdo Tranmsitiva, se:
(VacA)(VbeA)(VceEA)@aRbAb Rc—aRc)
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EXEMPLO 6.5 - Relagdo Transitiva
Sejam A={0, 1,2} e X um conjunto qualquer. Entfio, as seguintes relages séo:
a) Transitivas

X2:X—=X

T X—-X

X,=)

(N, =)

(Z,<)

(P(X),<)

(P(X), <)
b) NZo-transitivas

(Z,=) (porqué?)

(A, R), supondo R ={(0, 1),{1,2),{2,1)}

(A, S), supondo S ={(0,2),(2,0),(2,2)} o

Ao contrario das propriedades j4 introduzidas, o entendimento e visualizagio de uma

endorrelagiio transitiva (sobre um conjunto finito) como matriz nio ¢ especialmente vantajoso.
Entretanto, como grafo, a transitividade possui uma importante interpretacdo: o grafo explicita
todos os caminhos possiveis entre dois nodos. Informalmente, um caminho em um grafo ¢
determinado por uma seta ou por uma seqiiéncia de setas encadeadas. Assim, se existe uma forma
de ligar dois nodos via setas encadeadas, entfio existe um caminho entre estes nodos.
EXEMPLO 6.6 - Relagdo Transitiva
Seja A={0, 1,2}. Observe as seguintes relagdes as quais sdo ilustradas como grafos na Figura
6.5 (da esquerda para a direita, respectivamente):

AZ:A—A

(A=)

(A=)

(A, <) |

6.2 Fecho de uma Endorrelacio

Fregiientemente é desejavel estender uma relagdo de forma a garantir que ela satisfaz
determinado conjunto de propriedades. Por exemplo, garantir que determinada relagiio R satisfaz
a propriedade reflexiva. Assim, se R ndo é reflexiva, sdo introduzidos os pares (¢ somente estes)
que garantem a reflexividade de R.

Definicio 6.4 - Fecho de uma Relagio ‘
Sejam R: A — A uma endorrelagio e P um conjunto de propriedades. Entdo o Fecho de R em
Relagdo a P, é a menor endorrelagio em A que contém R e que satisfaz as propriedades de Peé
denotado por:

FECHO-P(R) n ]

Portanto, para qualquer conjunto de propriedades considerado, a relagdio sempre serd
subconjunto de seu fecho, ou seja: :

R CFECHO-P(R)

Em que condigdes sera igual ao seu fecho, ou s¢ja, R=FECHO-P(R)?
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Figura 6.5 Endorrelagdes transitivas como grafos

Sgponha uma endorrelagiio R: A — A. A construgdo do fecho de R para as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva é como segue:

a) Fecho Reflexivo.

FECHO-{reflexiva}(R) = RU{(a,a) | acA}
b) Fecho Simétrico.
FECHO-{simétrica}(R) = RU{(b,a) | (a,b)eR}

) Fecho Transitivo. O FECHO-{transitiva }(R) é construido como segue:

c.1) Se(a,b)ER, entiio (a, b) € FECHO-{ transitiva }(R)

c2) Se({(a,b)&FECHO transitiva}(R) e (b, c) € FECHO-{ transitiva }(R),

entdo (a, c) € FECHO-{ transitiva }(R)
¢.3) Ostnicos elementos de FECHO-{ transitiva }(R) sfio os construidos como acima.

A defini¢ho acima € um tipo especial de definigio denominada de definicdo indutiva ou

fz’eﬁnigﬁo recursiva a qual € estudada em capitulo especifico. Por enquanto, basta o entendimento
intuitivo da construgdo.

Dois tipos de fecho de uma relagdio sdo especialmente importantes para Computacgdo e
Informatica e possuem notago prépria. Suponha uma endorrelagdo R: A — A. Entfio:

a) Fecho Transitivo de R denotado por R*, ou seja:
R+ = FECHO-{transitiva }(R)
b) Fecho Reflexivo e Transitivo de R denotado por R*, ou seja:
R* = FECHO-{ reflexiva, transitiva }(R)
EXEMPLO 6.7 - Fecho de uma Relagdo
Sejam A={1,2, 3,4, 5} um conjunto e R: A — A uma endorrelagfio tal que:
R={{1,2),(1.5),(2,3),(3,4)}

Entdo, alguns fechos de R ¢ como segue (veja a Figura 6.6, da esquerda para a direita,
respectivamente):

a) Fecho Reflexivo.
FECHO{reflexiva {(R) = {(1,1),(1,2),(1,5),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4), (4, 4),(5,5)}
b) Fecho Simétrico.
FECHO-{simetrica XR) = {(1,2),(1,5),(2,1),(2, 3),(3, 2), (3, 4), (4, 3), (5, 1)}
¢) Fecho Transitivo.
R+={(1,2),(1,3),(1,4),{1,5),(2,3), (2, 4),(3,4)}
d) Fecho Reflexivo e Transitivo.

R*={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,2),{2,8), (2, 4), (3, 3),(3,4).(4,4),(5,5)} a
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Figura 6.6 Grafos: relagfio e fechos reflexivo, simétrico, transitivo ¢ transitivo/reflexivo

6.3 Ordenacio

Um tipo especial e importante de relagio é a relagdo de ordem, a qual reflete a nogio intuitiva
de ordem. Entre as relaces j4 estudadas, sfo exemplos de relagdes de ordem:

* continéncia em conjuntos;
*  implicagdo em proposi¢des;
« menor ou igual (ou simplesmente menor) em algum conjunto numérico (como R, por
exemplo).
Para o estudo das relacSes de ordem, € necessario introduzir a seguinte terminologia.

Defini¢io 6.5 - Relacéio Conexa
Seja R: A— A uma endorrelaggo. Entéo R € uma Relagdo Conexa, se:

(VacA)(YbeA)aRbvbRavax=b) Q

EXEMPLO 6.8 - Relacdo Conexa

Sejam A={a},B={a,b}e C={0,1,2}. Entdo:

a) A endorrelagio &: B — B ¢ ndo-conexa;

b) A endorrelagiio (C, <), dado que < ¢ definida por {(0, 1),(0, 2),(1,2)}, € conexa;

¢) A endorrelagio =:A— A ¢ conexa. a
Para um entendimento intuitivo das propriedades de uma endotrelagfio de ordem considere,

como exemplo, as filas de clientes para os diversos caixas de um banco. Entfo:

a) Transitiva. Uma importante propriedade da nogdo intuitiva de ordem. De fato, em uma fila,
se Jo&o antecede José, e José antecede de Maria, entfio Jo&0 antecede Maria;

b) Anti-simétrica. O principio mais fundamental deste exemplo (e que melhor caracteriza
qualquer ordem) é a propriedade anti-simétrica. De fato, considere a seguinte situacdo: a
ordenado em relagdo & b e vice-versa (b ordenado em relagfio & @) s6 faz sentido se a for igual
a b (no exemplo do banco, a antecede b e b antecede a s6 se a e b forem o mesmo cliente);

¢) Parcial/Conexa. Nem todos os clientes estéio relacionados entre si. De fato, em qualquer banco,
sempre existe um caixa especial (e conseqiientemente, uma fila em separado) para idosos,
gestantes € outros casos especiais. Entretanto, parcialidade nfio ¢ uma propriedade
fundamental para caracterizar formalmente a nogéio de ordem.

d) Reflexiva/lrreflexiva. Relagdes de ordem podem ser reflexivas (como, por exemplo, no caso da

relagio (N, <)) ou irreflexivas (como, por exemplo, no caso da relagio (Z, <)). No exemplo
das filas em um banco, o mais natural seria considerar como uma relagdo de ordem irreflexiva.
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Entretanto, uma interpretacio reflexiva (todo cliente antecede a si proprio na fila) faria
sentido.

6.3.1 Relacido de Ordem

Definicdo 6.6 - Relacdo de Ordem Parcial/Conexa, Ampla/Estrita
Seja R: A— A uma endorrelagio. Entio R é uma (veja a Figura 6.7):
a) Relagdo de Ordem Parcial Ampla ou simplesmente Relacdo de Ordem Parcial, se R é uma
relagdo:
s reflexiva;
e  anti-simétrica;
*  ftransitiva;
b) Relacdo de Ordem Parcial Estrita, se R é uma relagfo:
s irreflexiva;
e  anti-simétrica;
*  transitiva;
¢) Relagdo de Ordem Conexa Ampla, Relagdo de Ordem Conexa ou Cadeia se R é uma relagio:
* de ordem parcial ampla;
e conexa;
d) Relagdo de Ordem Conexa Estrita ou Cadeia Estrita se R é uma relaggo:

*  de ordem parcial estrita,
*  conexa. a

Ordem Parcial Ordem Parcial Cadeia Cadeia
Estrita Estrita

v v
v

Reflexiva
Irreflexiva

Conexa

Figura 6.7 Propriedades dos diversos tipos de relagdes de ordem

Portanto, anti-simetria e transitividade sdo propriedades de qualquer tipo de relacfio de
ordem, conforme ilustrado na Figura 6.7. Adicionalmente, toda relagdo de ordem conexa (ampla
ou estrita, respectivamente) ¢ uma relagiio de ordem parcial (ampla ou estrita, respectivamente),
como ilustrado na Figura 6.8. A vice-versa nem sempre é verdadeira (por qué?).

Em uma relagdo de ordem (parcial/conexa, ampla/estrita) (A, R), o conjunto A é dito um
conjunto (parcialmente/conexamente, amplamente/estritamente) ordenado. No caso em que a
relagfio ¢ de ordem parcial, também & denominado de poset (do inglés, partially ordered set).
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4 _ T
Relagbes

\—

Figura 6.8 Continéncia entre os diversos tipos de relagdes de ordem

EXEMPLO 6.9 - Relagdo de Ordem Parcial/Conexa, Ampla/Estrita
Considere um conjunto nfo vazio A. Ento, as seguintes relacdes sdo de:
a) Ordem parcial (ampla):

(N, =)

(P(A),C)

(Q.=)

implica¢do em proposicdes logicas

{{x,y)EN2 | x divide Y (resto zero)}
b) Ordem parcial estrita:

(N, <)

(P(A),C)
¢) Ordem conexa (ampla):

(N, =)
d) Ordem conexa estrita:

(N, <) 0
EXEMPLO  6.10 - Ordem Lexicogrdfica
Ordem lexicogrdfica ¢ um importante exemplo de relagdo de ordem conexa para Computacio e
Informética. Lembre-se de que, por exemplo, para um dado alfabeto £={a,b}, o conjunto =*
(todas as palavras sobre X), € como segue:

z*={¢,a,b,aa, ab,ba,bb,aaa,...}

Observe que as palavras, no conjunto X*, foram listadas em ordem lexicogréfica, ou seja, por
tamanho de palavra (numero de simbolos) e, para palavras do mesmo tamanho, por ordem
“alfabética” (supondo que a é menor do que b).
Assim, qualquer alfabeto ordenado = induz o conjunto ordenado (lexicograficamente) X*. u]

6.3.2 Classificacdo de Dados

Uma importante questdo para Computacio e Informatica é a ordenagfo de um conjunto de
dados. De fato, trata-se de uma importante area de pesquisa, usualmente denominada de
classificacdo de dados (em inglés, sorf). Embora ndo seja dificil construir um algoritmo de
classificagfo, o assunto é delicado pois, na medida em que o nimero de dados aumenta,-o tempo
(de processamento) e o espago (memoéria de armazenamento) podem se tornar criticos. O estudo
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do tempo/espago consumidos por um algoritmo também é uma importante 4rea de pesquisa
denominada de complexidade de algoritmos.

EXEMPLO  6.11 - Algoritmo de Classificagdo

Ja foi comentado diversas vezes que a grande maioria das linguagens de programagio nfo
possuem boas facilidades para manipular conjuntos. Assim, a ordena¢fo de um conjunto de
dados usualmente € realizada em varidveis do tipo arranjo. Uma varidvel arranjo ¢ uma seqiiéncia
com numero fixo e finito de componentes. Por sua vez, cada componente da seqiiéncia é uma
variavel, sempre do mesmo tipo. Ou seja, uma variavel do tipo arranjo ¢ uma seqiiéncia finita de
varidveis, todas do mesmo tipo. Por exemplo, os seguintes trechos de programa em Pascal:

definem duas variaveis do tipo arranjo, como segue:
* vetor ¢ uma seqiiéncia de 30 componentes do tipo inteiro
* . dados ¢ uma seqiiéncia de 10 componentes do tipo caractere.

Cada componente pode ser diretamente acessada, especificando-se o nome da varidvel arranjo

seguido do indice (posigdo relativa do componente) entre colchetes. Por exemplo (suponha i uma
variavel do tipo inteiro)

definem dois comandos como segue, respectivamente:

e atribui o valor 33 a décima componente da variavel arranjo vetor;
¢ seai-ésima componente da variavel arranjo dados for “a”, entfo...

Suponha que se deseja ordenar (relagio “menor ou igual”) um conjunto de 10 valores do tipo
caractere os quais estio armazenados em uma varidvel arranjo dados. Ou seja, deseja-se obter:

dados[1] = dados[2] = dados[3] = ... = dados[10]

Uma solug#o (trecho de programa Pascal) € apresentada na Figura 6.9 (suponha que trocou e
aux sdo varidveis do tipo boolean e char, respectivamente). O algoritmo em questfio ¢
conhecido como bubblesort. O préprio nome do algoritmo (borbulha, tradugdo do termo em
inglés bubble) sugere o seu funcionamento: os dados mais “leves” gradativamente sobem, ficando
acima dos mais “pesados”. Observe que:

* aidéia geral do algoritmo consiste em verificar se, entre duas componentes vizinhas, a
ordem desejada ¢ respeitada. Se ndo for, troca as componentes vizinhas. Este ciclo €
repetido enquanto houver alguma troca;

* o ciclo de repetigéo ¢ definido usando um comando while-do (j4 apresentado);

*  para garantir que o ciclo ¢ realizado pelo menos uma vez (no melhor caso, os dados ja
estio ordenados), a variavel trocou ¢é inicializada com o valor true;

* dentro do ciclo, inicialmente ¢ atribuido o valor false para a varidvel trocou.
Entretanto, se no ciclo ocorrer alguma troca, trocou recebe o valor true;

* ocomando for-do tem a seguinte seméntica: o comando apés a palavra do é executado
repetidamente para i variando de 1 até 9. A razfo para a variavel i assumir valores até 9
(dado que sfo 10 componentes) é que o algoritmo acessa a componente i+1;
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* caso a ordem de duas componentes vizinhas esteja invertida (dados[i] >
dados[i+11]), ¢ realizada a troca de valores;

* ¢ usada uma varidvel auxiliar aux para realizar a troca. Intuitivamente, o seguinte trecho
de programa, sem variavel auxiliar, seria suficiente:

¢ entretanto, nesse caso, ambas as componentes ficariam com o valor da componente
dados[i+17] (por qué?).
Uma possivel execugdo do algoritmo ¢ apresentada na tabela ilustrada na Figura 6.10. Na primeira
linha, ¢ apresentada a distribuigfo inicial dos valores nas 10 componentes do arranjo. Nas linhas
subseqiientes, como ficam as componentes do arranjo a cada interagdo do comando while-do?

O algoritmo proposto, embora eficiente em termos de espaco (ndo necessita de meméria além do
arranjo que ja armazena os dados a serem classificados), nfio ¢é eficiente em termos do tempo de
processamento, para grandes volumes de dados. Q

Figura 6.9 Classificagdo: trecho de programa em Pascal

(ORI EO R FO R O R el
oo [Tlo (o
T|lo|lo |]T|a
T|o|o | |O
O[O0 [0 |0 lo
o |a|jaja|o
ajajajo|a
@ |o|o|® |
= | =~ | = [ D
el el el R Y

Figura 6.10 Classificacéio: exemplo de execucéio do trecho de programa Pascal

6.3.3 Diagrama de Hasse

Qualquer rela¢do de ordem pode ser representada na forma de um grafo, como qualquer outra
endorrelagdo, como ilustrado na Figura 6.6 (quais relagdes representadas sfo de ordem? Nesse
caso, de que tipo?). A principal caracteristica de uma relagfo de ordem como grafo € que jamais
ocorrera um ciclo (por qué?), excetuando-se, eventualmente, no caso de endoarcos (ou
endoarestas), ou seja, arcos com origem e destino em um mesmo nodo.
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Entretanto, quando se trata de uma relagdo de ordem, existe uma certa “poluigdo visual”
ocasionada pela propriedade transitiva. O mesmo ocorre com as endoarestas de uma relacdo de
ordem ampla, ocasionada pela propriedade reflexiva. Assim, o usual é representar a relagio de
ordem, omitindo-se as arestas que podem ser deduzidas pelas propriedades transitiva e reflexiva.
Como ilustragfo, considere a Figura 6.6, da esquerda para a dircita:

e a relagﬁ.o de. ordem estrita representada pelo quarto grafo & usualmente representada, de
forma simplificada, pelo primeiro grafo;

a relagio de ordem (ampla) representada pelo quinto grafo também ¢ usualmente
representada, de forma simplificada, pelo primeiro grafo.

Clare.upente, nos dois casos acima, as arestas omitidas podem ser recuperadas pelo fecho
transitivo (respectivamente, fecho transitivo e reflexivo). Esse tipo de representacdo de relagGes
de orflem ¢ denominado Diagrama de Hasse (Helmut Hasse (1898-1979), matematico aleméo).
Em fhagramas de Hasse, também ¢é usual representar os nodos por pontos (ou pequenos circulos)
ou simplesmente pelo elemento do conjunto como origem ou destino das arestas.

EXEMPLO  6.12 - Relag¢do como Grafo x Diagrama de Hasse

Considere o conjunto parcialmente ordenado ({1, 2, 3}, <) sendo que:

=={(1,1),(2.2),(3,8).(1,2),(2,3),(1,3)}

Assim, a relagdo de ordem 6 representada na Figura 6.11, como grafo (esquerda) e como diagrama
de Hasse (direita).

L X

Figura 6.11 Relagfo como Grafo x Diagrama de Hasse

Observagdo 6.7 - Representagdes Alternativas para Diagrama de Hasse

Uma representagio alternativa muito comum para um diagrama de Hasse € usar arestas nfo-
orientadas. Neste caso, os elementos s3o distribuidos no diagrama do menor para o maior, de
baixo para cima, respectivamente, como ilustrado na Figura 6.12 para a relagdo de ordem
({1,2,3},=) (compare com a representa¢do da mesma relagio mostrada na Figura 6.11). =]

3
2
1
Figura 6.12 Representago alternativa usual para Diagrama de Hasse

6.3.4 Conjuntos Ordenados e Semantica de Sistemas Concorrentes

Conjuntos ordenados (ou estruturas baseadas em conjuntos ordenados) sio usados com
freqiiéncia em Computagio e Informética. Um importante exemplo. é na seméntica para sistemas
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concorrentes. De fato, conjuntos ordenados fornecem uma visdo clara e simples de concorréncia,

no sentido verdadeiro da palavra, usualmente denominada concorréncia verdadeira.
Inicialmente, € importante distinguir sintaxe de seméntica:

a) Sintaxe trata das propriedades livres de uma linguagem como, por exemplo, a verificagéo
gramatical de programas;

b) Semdntica objetiva dar uma interpretagio como, por exemplo, um significado ou um valor a
um programa.

Portanto:

+  asintaxe preocupa-se com a forma, manipulando simbolos;
*  aseméntica preocupa-se em dar um significado aos simbolos sintaticamente validos como,
por exemplo, “estes simbolos representam os valores inteiros”.

Questdes sintaticas e seménticas sdo usualmente desenvolvidas em disciplinas como
Linguagens Formais e Semdntica Formal, respectivamente. Observe que a disciplina de
Compiladores integra ambas as questdes.

Historicamente, no estudo do entendimento das linguagens de programagfo, o problema
sintatico foi reconhecido antes do problema seméntico e foi o primeiro a receber um tratamento
adequado. Adicionalmente, os problemas sintdticos séo de tratamento mais simples que os
seméanticos. Como conseqiiéncia, foi dada uma grande énfase a sintaxe, a ponto de levar a idéia de
que as questdes das linguagens de programagdo resumiam-se as questdes da sintaxe. Atualmente,
a teoria da sintaxe possui construgdes matematicas bem definidas e universalmente reconhecidas
como, por exemplo, as Gramdticas de Chomsky. O mesmo ndo pode ser afirmado para a teoria
da semantica. O problema nfio € somente a sua maior complexidade. A formalizagdo de uma
questio seméntica pode, freqiientemente, possuir um tratamento matematico extremamente
complexo, dificultando o seu entendimento ¢ a sua aplicagio na pratica.

Assim, qualquer construgfio matematica capaz de dar seméntica de forma simples e expressiva
é extremamente importante para a Computago e Informatica. Um bom exemplo sfo as relagGes
de ordem como seméntica dos sistemas concorrentes.

A semantica de sistemas concorrentes usando conjuntos ordenados & apresentada na forma de
exemplos. Usualmente sdo usadas relagdes de ordem parciais as quais podem ser amplas ou
estritas. No que segue, é adotada a estrita (irreflexiva).

EXEMPLO  6.13 - Conjuntos Parcialmente Ordenados x Concorréncia

Considere o seguinte trecho de programa seqiiencial, baseado em linguagens de programagio do
tipo Pascal, na qual o sfmbolo ; representa uma relagdo de dependéncia causal dos comandos c1,
c2ec3:

Uma seméntica de tal programa pode ser dada pelo seguinte conjunto parcialmente ordenado:
{{c1,c2,c3},=c) onde C1=cC2 e C2=cC3
e, portanto, ¢1 <¢ €3. Mais precisamente:
sc={(c1,¢2),(c2,¢3),(c1,¢3)}

De forma analoga, considere os seguintes trechos de programas
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e as seguintes correspondentes seméanticas:

{{p1,p2}, =p) onde pi =pp2
({a1,02,q3},=q) onde qlsqq2 e g2 =93
e, portanto, q1 =4 q3. Suponha que os trés trechos de programa sio concorrentes sem qualquer
sincronizagfo (sdo independentes). Entdo a seméntica de tal programa concorrente seria

simplesmente o seguinte conjunto ordenado (induzido pela operacdo de unifo disjunta de
conjuntos):

({c1,¢2,¢3}+{p1,p2}+{q1,42,03}, =c +=p +=q)
representado na forma de diagrama de Hasse na Figura 6.13 (esquerda). Uma caracteristica
importante ¢ que, segundo essa abordagem, todas as componentes de um conjunto ordenado sio

independentes (concorrentes), exceto quando for especificado o contrario (ou seja, quando for
definido um par da relagio de ordem determinando uma restrigo de seqiiencialidade).

Adicionalmente, suponha que a ocorréncia de p2 e c3 depende de c2 e g3, respectivamente,
como representado da Figura 6.13 (direita). Para expressar tal dependéncia causal (sincronizagfio)
dos trés trechos de programa, ¢ suficiente incluir os seguintes pares na unifio disjunta:

c2=p2 e q3=c3
ou seja:

({c1,c2,c3}+{p1,p2}+{q1,92,93}, =c+ =p+=q+{(c2,p2),(q3,c3)}) Q

e

Figura 6.13 Conjuntos parcialmente ordenados como modelo para expressar concorréncia

No exemplo acima, ¢ interessante observar que:

* aoperaglo unido disjunta de conjuntos ordenados pode ser interpretada como composicdo
paralela de sistemas;

* ainclusfo de pares na relagfio de ordem parcial pode determinar sincronizagdes.

Ou seja, operagdes simples e de facil entendimento constituem operadores poderosos para
especificar sistemas concorrentes e comunicantes em termos de suas partes componentes
(sistemas mais "elementares").

Observacdo 6.8 - Estrutura de Eventos

Um dos modelos para concorréncia mais conhecidos baseados em conjuntos ordenados é a
Estrutura de Eventos, a qual é constituida, basicamente, por um conjunto ordenado (para
especificar as nogdes de seqiiencialidade e de concorréncia) juntamente com uma relagdo de
conflito (para especificar a nogfo de ndo-determinismo ou escolha). O conceito de nfo-
determinismo ¢ introduzido ao longo do livro. |

Um exercicio interessante para verificar a expressividade dos conjuntos parcialmente
ordenados € o seguinte: caso vocé conhega alguma linguagem de programacio concorrente, faga
um esbogo de um programa concorrente para o caso exemplificado acima e compare as
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especificagdes. De fato, comparativamente com muitas das linguagens usualmente adotadas, os
conjuntos parcialmente ordenados fornecem solugdes mais simples e claras.

6.4 Equivaléncia e Particdo

Assim como a relagfo de ordem, a relacdo de equivaléncia também ¢é importante para
Computagio e Informatica e reflete uma nogdo de igualdade semadntica, no sentido em que
entidades com formas diferentes (ou seja, sintaticamente diferentes) podem ser equivalentes
(“igualadas™). Uma relag8o de equivaléncia ja introduzida que ilustra essa nocdo de igualdade
semdéntica é a relagfo l6gica < (lembre-se de que duas proposi¢des logicas diferentes podem ser
equivalentes). Outros exemplos podem ser facilmente obtidos no cotidiano. Como ilustragfo,
considere um conjunto de pessoas. Entfo, sdo relagdes de equivaléncia:

*  mesma idade;
*  mesma altura;
*  mMESmo Sexo.

Considerando que a equivaléncia reflete uma nog3o seméntica’ de igualdade, entio as seguintes

" propriedades sfio intuitivas e caracterizam qualquer relagfo de equivaléncia:

a) Reflexiva. De fato, qualquer elemento é sempre “igual” a si mesmo;

b) Transitiva. Uma importante propriedade da no¢fo intuitiva de “igualdade™;

¢) Simétrica. Provavelmente, a nogiio que mais caracteriza a “igualdade” (e diferencia da nogfo
de ordem).

Um importante resultado apresentado adiante € que cada relagdo de equivaléncia R:A— A
induz uma Unica particdo do conjunto A em subconjuntos disjuntos e nfo-vazios denominados
classes de equivaléncia. No exemplo do conjunto de pessoas, tem-se as seguintes classes de
equivaléncia, considerando a relaggio “mesmo sexo”:

¢ classe de equivaléncia das pessoas do sexo feminino;
» classe de equivaléncia das pessoas do sexo masculino.

Portanto, os conceitos de relagdo de equivaléncia e de parti¢io de conjuntos estdo diretamente
relacionados.
Defini¢io 6.9 - Relagiio de Equivaléncia
Seja R: A — A uma endorrelagdo. Entdo R é uma Relagdo de Equivaléncia se for reflexiva,
simétrica e transitiva. a
Portanto, como qualquer relagfo de equivaléncia, R: A — A & reflexiva, o dominio de definigio
e o conjunto imagem coincidem com A.

Definicio 6.10 - Particiio de um Conjunto

Seja A um conjunto. Uma particdo do conjunto A é um conjunto de subconjuntos nio-vazios e
mutuamente disjuntos de A, denominados de classes de equivaléncia ou blocos da partigéo, tal
que a unifo de todos os blocos resulta em A. Qa

Leia atentamente a definigfio acima. Observe que A pode ser vazio. Entdo, pela definigdo,
quais s#o os blocos da parti¢fio do vazio?
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Suponha que, para dado conjunto A, { A1, A2,..., An} é uma particio de A. Entdo, é usual
denotar uma classe de equivaléncia por um elemento representativo desta, entre colchetes. Assim,
seai EA1, a2 € Ao,..., an € Ap, tem-se que:

[a1] = A1= [32] = A2y"-: [an] = An

Observe que a notagio de uma classe de equivaléncia por um elemento representativo & usual
na vida cotidiana. Por exemplo, no Cddigo Nacional de Trénsito, entre os sinais de adverténcia
estdo duas placas com os seguintes simbolos:

*  uma vaca, para representar genericamente “cuidado animais™;
* um alce, para representar genericamente “cuidado animais selvagens”.

Ou seja, a vaca e o alce sfo animais (elementos) representativos das classes animais ¢ animais
selvagens, respectivamente.

Figura 6.14 Cédigo Nacional de Trénsito: sinais de adverténcia

EXEMPLO  6.14 - Relagdo de Equivaléncia

Considere um conjunto A. Entdio, sfio relages de equivaléncia (procure induzir qual seria a
correspondente parti¢io em cada caso):

(A=)

(P(A), =)

B:D—=0

AZ A=A
EXEMPLO  6.15 - Relagdo de Equivaléncia e Particdo
Considere a seguinte relagio:

R={(a,b)EN2 | aMOD 2=bMOD 2}

onde MOD ¢€ a operagio que resulta no resto da divisio inteira. E facil verificar que R ¢ uma
relagdo de equivaléncia.

Intuitivamente, a relagfio R induz uma parti¢fio do conjunto N, como segue:
[0], a classe de equivaléncia dos nameros pares (resto zero);
[ 11, aclasse de equivaléncia dos ntimeros fmpares (resto um). 0

O seguinte teorema mostra como construir uma particio a partir de uma relagdo de

equivaléncia. A prova ¢ especialmente interessante pois, embora simples, usa trés técnicas de
demonstragio: direta, contraposicfo e absurdo.

Teorema  6.11 - Rela¢do de Equivaléncia = Particio
Seja R: A— A uma relagio de equivaléncia. Entdo, R induz uma parti¢éio do conjunto A.
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Prova: '
Suponha que R: A—> A ¢ uma relagdo de equivaléncia. Para qualquer a EA, seja:

[alr={beA | aRb}
Entfio, 0 seguinte conjunto é uma particdo de A:
{[alr | a€A}
Para provar que, de fato, esse conjunto ¢ uma partigio de A, € necessario provar que:

e cada classe de equivaléncia ¢ ndo-vazia;
o quaisquer duas classes de equivaléncia distintas sdo disjuntas;
« 2 unido de todas as classes de equivaléncia resulta no conjunto A.

Cada classe de equivaléncia é ndo-vazia (prova direta). Suponha a € A. Entfo:

. reflexividade de R
o definicio de [a]r
aRa= »e C
aglalr

Logo, cada classe de equivaléncia ¢ nfio-vazia.

Quaisquer duas classes de equivaléncia distintas sdo disjuntas. Para atmg.lr esse resultado,
inicialmente, é necessdrio provar um resultado sobre classes de equivaléncia distintas:

a) Sel[aJp=[blp, entdo —~(aRb) (prova por contraposi¢do). Suppnha que aRb. Entdo, a
prova de que [a]r=[b]R ¢ dividida em dois casos (duas continéncias), como segue:

Caso 1. [b]rC[alR. Suponha cE[b]r:

celblr= definicfio de [b]R
bRc= transitividade de R suposto que aRb
aRc= definigio de [a]r
cElalg= defini¢dio de subconjunto
[blrClalr
Caso 2.[alRC[b]R. SuponhacE[alr: .
definicio de[a]r
Zi[cail: - simetria de R
cRa= transitividade de R suposto que aR b
cRb= simetria de R
bRc= defini¢dio de [b]R
celblr=> defini¢do de subconjunto
[alrC[bIR

Logo, sc[alr=[b]R, entio =(aRb)
b) Se[alr=[b]R, entdo [alrN[blr= @ (por absurdo). Suponha que [alr=[bIr ¢
[algN[b]r = &. Entdo:

algN[blr=d = ‘ itemNa)
[:’l(]aR; t[))b/3 F[‘ell\ ][R AR[ b ][R iR@ = definicdo de intersecgho
-(aRb)a(@@ceA)(celalra ce[blr) = definiciio de [a].R e d.e [db ]g
-(aRb)araRcabRc= .s.nr.letna eR
-(aRb)aaRcacRb= transitividade de

-(aRb) raRb, o que ¢ um absurdo!

Logo, quaisquer duas classes de equivaléncia distintas sfo disjuntas.
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Unido de todas as classes de equivaléncia resulta no conjunto A (prova direta). A prova &
dividida em dois casos (duas continéncias), como segue:
Caso 1. A esta contido na unifo. Suponha aE A:
acA=
aclalg=
a pertence 4 unido de todas as classes de equivaléncia

classe de equivaléncia & nfo-vazia
definicdo de unisio

Caso 2. Unifio estd contida em A. Suponha que a pertence 3 unidio de todas as classes:

a pertence a unido de todas as classes = defini¢o de unifio

(beA)(ae[blr) = defini¢do de classe
bRa= suposto que R:A— A
agA

Logo, a unidio de todas as classes de equivaléncia resulta no conjunto A,

Portanto, R induz uma partico do conjunto A. 0

Portanto, para construir a partigo induzida pela relagio basta agrupar os elementos que estio
relacionados entre si como uma classe de equivaléncia.

EXEMPLO  6.16 - Relagdo de Equivaléncia => Particio
Considere a seguinte relagfio apresentada no EXEMPLO 6.15 - Relacdo de Equivaléncia e
Partigio:
R={(a,b)EN2 | aMOD 2=bMOD 2}
Claramente, a R b se e somente se os naturais a e b, quando dividido por 2, ou tém ambos resto

Zero ou ambos resto UM, ou seja, sdo ambos pares ou ambos impares. Portanto, como ja
introduzido intuitivamente, R induz a seguinte particio em N:

[0], a classe de equivaléncia dos nimeros pares (resto zero);
[ 1], a classe de equivaléncia dos ndmeros impares (resto um). m]
Os seguintes teoremas ndo serdo provados.
Teorema  6.12 - Particio Induzida por uma Relacéio de Equivaléncia é Unica
Seja R: A — A uma relagio de equivaléncia. Entfio, a parti¢io do conjunto A induzida por R ¢
unica. a
Teorema  6.13 - Particio = Relacio de Equivaléncia

Seja A um conjunto. Entio, qualquer parti¢do do conjunto A induz uma relagfo de equivaléncia
R:A—A. a

Defini¢sio  6.14 - Conjunto Quociente -

Seja A um conjunto ¢ R: A — A uma endorrelagdo de equivaléncia. O Conjunto Quociente
denotado como segue:

A/R

¢ a particio de A induzida pela relagdo de equivaléncia R como visto no Teorema 6.11 - Relagdo
de Equivaléncia = Partigdo, ou seja:

A/R={[alr| acA} o
EXEMPLO  6.17 - Conjunto Quociente: Conjunto dos Niimeros Racionais
Suponha que N, denota o conjunto dos nimeros naturais positivos, ou seja:

N+=N'{0}

, R
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e que F denota o segninte conjunto, freqiientemente denominado de conjunto das fragSes (por
que excluir o natural zero da segunda componente?):

F=ZxN;
Considere a seguinte relagdo de equivaléncia:
R ={{a,b),{c,d))EF2| alb=c/d}
Portanto, o conjunto quociente F/R é o conjunto dos nimeros racionais, ou seja:
Q=F/R

Assim, cada niimero racional €, de fato, uma classe de equivaléncia de fragSes como, por exemplo
(neste contexto, é usual denotar um par (a, b) na forma a/b):

[0Ir={0/1,0/2,0/3,...}

[1/2]r ={1/2,2/4,3/6,...} : ]

[5/4]g ={5/4,10/8,15/12,...}

6.5 Exercicios

Exercicio 6.1  Seja A={a,b}. Determine todas as endorrelagdes em A e verifique quais
s30:
a) Reflexivas;
b) Irreflexivas;
¢) Simétricas;
d) Anti-simétricas;
e) Transitivas;
f) Conexas. )
Exercicio 6.2 Seja A={1,2,3}. Para cada uma das seguintes endorrelagcdes em A,
determine se é:
e reflexiva;
o irreflexiva;
e simétrica;
e anti-simétrica;
e ftransitiva;
*  conexa.
a) R1={(1,2),(1,1),(2,2),(2,1),(3,3)}
b) R2={(1,1),(2,2),(3,8),(1,2),(2.3)}
<) R3 ={<1 s 1>! <21 2>’ (1 H 2)! <21 3)’ <3! 1>}
d) Ra=AxA
¢) R5=9 ’
Exercicio 6.3  SejaA={a,b,c,d}. Defina endorrelagdes em A tais que:
a) Rjq: s6 tem a propriedade reflexiva;
b) Ro: s6 tem a propriedade simétrica;
¢) Ra: s6 tem a propriedade transitiva;
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d) Rj: s6 tem a propriedade anti-simétrica;
e) Rs: reflexiva e transitiva, mas nfo-simétrica;
f) Re: reflexiva e simétrica, mas nfo-transitiva;
g) R7:simétrica e transitiva, mas ndo-reflexiva.
Exercicio 6.4  Defina uma endorrelagdo que é simultaneamente reflexiva e irreflexiva e
determine os correspondentes grafo e matriz.
Exercicio 6.5  Como seria a matriz e o grafo de uma endorrelagiio que ndo ¢ reflexiva nem
irreflexiva?
Exercicio 6.6  Exemplifique cada um dos casos abaixo:
a) Relagfo que ndo é simétrica nem anti-simétrica;
b) Relagdo que é simultancamente simétrica e anti-simétrica.
Exercicio 6.7 Para cada um dos fechos ilustrados na Figura 6.6, faca a correspondente
matriz.
Exercicio 6.8  Seja A={1,2,3}. Para cada uma das endorrelacdes em A abaixo, determine
0 seguinte:
» fecho reflexivo e transitivo;
¢ fecho simétrico;
¢ represente o resultado como:
*  grafo;
*  matriz.
a) Ro={(1,1),(1,2),(2, 1)}
b) R1={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}
o) R2={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)}
d) Ra={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3, 1)}
e) Rg=AxA
f) Rs=&
Exercicio 6.9 Em que condi¢cdes uma endorrelagio R ¢ igual ao seu fecho, ou seja,
R=FECHO-P(R) ?
Exercicio 6.10 Faz sentido pensar nos seguintes fechos? Justifique a sua resposta:

a) Fecho irreflexivo;

b) Fecho anti-simétrico.

Exercicio 6.11 Suponha que sfio conhecidos todos os trechos parciais que podem ser
percorridos por um carteiro (exemplo: da casa A para a casa B). Usando a nocfio de grafo como
uma relacfio e o conceito de fecho, como se pode representar todos os caminhos possiveis que o
carteiro pode fazer?

Exercicio 6.12 Sejam A={2,3,4,5}eB={3,4,5,6,10}. Para cada uma das seguintes
relagdes, verifique se sfo conexas:

a) R1={{(x,y)EBxB | x ¢ divisivel por y}
b) Ra={(x, Y)EAxXA | x-y=12}

¢) R3={{X,y)EAxA|x=y+1}

d) Ra={{X,y)EBxB | x=sy}
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Exercicio 6.13 As relacdes de ordem sio fechadas para as seguintes operagdes sobre
conjuntos (ou seja, a operagdo de duas relagdes de ordem resulta em uma relagdo de ordem)?
Justifique a sua resposta:

a) Unido;

b) Intersecgio;

¢) Complemento;

d) Diferenga;

¢) Produto Cartesiano.

Exercicio 6.14 TFoi visto que toda relacdo de ordem conexa (ampla ou estrita,
respectivamente) é uma relagio de ordem parcial (ampla ou estrita, respectivamente), como
ilustrado na Figura 6.8. Justifique por que a vice-versa nem sempre ¢ verdadeira.

Exercicio 6.15 Mostre que as seguintes relagdes de ordem néo sdio conexas:

a) Paraum dado conjunto A, (P(A), C);

b) Relagdo implicagdio em proposigdes.

Exercicio 6.16 Por que, em uma relagfo de ordem vista como um grafo, jamais ocorrerd um

ciclo (um caminho partindo e chegando em um mesmo nodo), excetuando-se, eventualmente, no
caso de endoarcos (ou endoarestas) ou seja, arcos com origem e destino em um mesmo nodo?

Exercicio 6.17 Suponha quea relacfio de ordem ilustrada na forma de um diagrama de Hasse
na Figura 6.15 representa um sistema concorrente. Entfo:

a) Quais os elementos independentes?
b) Para cada elemento ndo-independente, explicite os elementos dos quais ele depende.

p1 cl ql
\J

p2 4—¢2 g2
\/
c3

Figura 6.15 Conjuntos parcialmente ordenados como um sistema concorrente

Exercicio 6.18 Um exercicio interessante para verificar a expressividade dos conjuntos
parcialmente ordenados € o seguinte: caso vocé conhe¢a alguma linguagem de programag8o
concorrente, faga um esbogo de um programa concorrente para o caso exemplificado na Figura
6.15 ¢ compare as especificagdes. De fato, comparativamente com muitas das linguagens
usualmente adotadas, os conjuntos parcialmente ordenados fornecem solugdes mais simples e
claras.

Exercicio 6.19 Seja A={a,b,c}. Determine quais das seguintes endorrelagdes em A sio
relagBes de equivaléncia (justifique a sua resposta):

2 Ry={(aa)(ab), (b a), (bb),(c.0)}
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b) Rz2={(a,a),{a,b),(b,a),(b,b),(b,c)}
¢) Rz={(a,a),(b,b),(b,c),(c,b),(a,c),(c.a)}
d) Rg=AxA
e) Rs=0
Exercicio  6.20 Em que condigdes a relagio @: A— A é uma relagéio de equivaléncia?
Exercicio  6.21 Seja R uma endorrelagiio em N2 definida por:
(a,b)R{c.dy = a+b=c+d
Demonstre que R ¢ uma relagfio de equivaléncia.
Exercicio  6.22 Seja R uma endorrelagiio em N2 definida por:
(a,byR{c,dy<a*d=b=c
Demonstre que R nfio é uma relagdo de equivaléncia.
Exercicio  6.23  As relagdes de equivaléncia sio fechadas para as seguintes operagdes sobre
conjuntos (ou seja, a operagdo de duas relacdes de equivaléncia resulta em uma relacfio de
equivaléncia)? Justifique a sua resposta:
a) Unido;
b) Intersecedo;
¢) Complemento;
d) Diferenga;
e) Produto Cartesiano.
Exercicio 6.24 Seja A={1,2,3}. Paracada uma das seguintes relacdes de equivaléncia,
apresente a parti¢fo induzida (ou seja, o correspondente conjunto quociente):
a) (A=)
b) (P(A),=)
) G-
d) AZZA—A
Exercicio  6.25 Sejam A={x|O=<x=10}e¢Ruma endorrelagdo em A definida por:
xRy e (3kEZ) (x-y=4k)
Qual o conjunto quociente A/R ?
Exercicio 6.26 Complemente a implementagdo do sistema proposto no Capitulo 4 -
Relagbes (o0 qual permite definir relacdes e tratar construcdes correlatas) de tal forma que também
seja capaz de:
*  verificar as propriedades de uma endorrelaggio;
*  para um conjunto de propriedades selecionadas, calcular o fecho de uma endorrelagfo.

7 Cardinalidade de Conjuntos

Entende-se por cardinalidade de um conjunto uma medida de seu tamanho. Até o momento, a
cardinalidade de conjuntos vem sendo tratada de maneira informal ou semi-formal. Por exemplo, a
seguinte expressio foi usada com alguma freqiiéncia:

numero de elementos de um conjunto
Também j4 foi afirmado que:
um conjunto pode possuir um nimero finito ou infinito de elementos
Nesse contexto, foi afirmado que um conjunto €:

a) Conjunto finito se pode ser denotado por extensfo, ou seja, listando exaustivamente todos os
seus elementos;
b) Conjunto infinito, caso contrério.

Assim, em um estudo mais formal sobre a cardinalidade de conjuntos, as seguintes perguntas
surgem naturalmente:

*  como definir formalmente a cardinalidade de um conjunto?

* quando dois conjuntos possuem o mesmo cardinal?

* o que ¢ um cardinal infinito?

* existe mais de um, ou seja, existem diferentes cardinais infinitos?
*  nesse caso, existe uma ordem de cardinais infinitos?

Essas e outras perguntas, além de relevantes, sfo muito importantes no estudo da
Computacdo e Informética. Entretanto, um estudo mais completo ou aprofundado do assunto
foge um pouco do escopo deste livro. Assim, este capitulo aborda a questdo com énfase nos
conceitos, resultados e interpreta¢des mais usados em Computagdo e Informatica, sem deixar de
lado a precisfio formal.

Uma conseqiiéncia importante do estudo da cardinalidade na Computagio e Informdtica é que,
computacionalmente falando, existem mais problemas nfo-solucionaveis do que problemas
soluciondveis. Tal resultado ¢ baseado no cardinal de todos os problemas soluciondveis, ou seja,
problemas para os quais existe pelo menos um algoritmo (uma Mdquina de Turing) capaz de
soluciond-lo. De fato, o conjunto de todos os problemas soluciondveis estd diretamente
relacionado com o conceito de discreto (em oposi¢do ao termo continuo), justificando a
denominagdo Matemdtica Discreta. Embora a nogio intuitiva e o modelo formal da Mdquina de
Turing tenham sido apresentados em uma se¢fo de leitura complementar, sua leitura ¢ fortemente
recomendada.

7.1 Cardinalidade Finita e Infinita

Cardinalidade é definida usando funcdes bijetoras. E interessante observar que o uso da
bijecdo ¢ intuitivo e comum em diferentes civilizagdes e em todas as épocas. Por exemplo:
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e para definir a cardinalidade de conjuntos, era usual fazer uma bije¢8o entre o conjunto de
objetos em questdo (por exemplo, um pequeno rebanho de ovelhas) com um subconjunto
de dedos das mios;

* quando os dedos da m3o ndo eram suficientes para expressar uma cardinalidade maior, erg .

usado, por exemplo, um conjunto de pedras ou de nés em Ccordas para estabelecer g
bijegio;

e observe que se trata de uma bijec8o qualquer, pois ndo existe uma definicfio de qual dedo
(pedra ou nd) corresponde a qual objeto. Ou seja, a preocupagfo era saber se existe uma
bijecdo;

¢ claramente, se sobra (respectivamente, falta) um dedo (ou pedra ou nd), entdo falta
(respectivamente, sobra) um objeto.

Definicio 7.1 - Cardinalidade Finita, Cardinalidade Infinita
A Cardinalidade de um conjunto A, representada por:
' #A
¢ como segue:
a) Finita se existe uma bijecfo entre A ¢ o conjunto {1,2,3,...,n}, para algum n € N. Nesse
caso, afirma-se que (como fica o caso em que N=07?):
#A=n
b) Infinita se existe uma bijecdo entre A e um subconjunto proprio de A. -0

Portanto, um conjunto A ¢ um:

e conjunio finito (ou seja, possui uma cardinalidade finita) se for possivel representd-lo por
extensio, como ja introduzido;

*  comjunto infinito se for possivel retirar alguns elementos de A e, mesmo assim, estabelecer
uma bijecdo com A.

EXEMPLO 7.1 - Cardinalidade Infinita do Conjunto dos Numeros Inteiros

A fungdo f: Z — N tal que, para qualquer aE Z:
se a=0, entdo f(a) =2a
se a<0, entfio f(a)= | 2a| - 1

nfo-negativos sdo associados aos pares
negativos sfo associados aos impares

onde |2a| é o médulo (valor absoluto) de 2a, ¢ bijetora (por qué?). Claramente, N €
subconjunto préprio de Z. Logo, Z §é infinito. =]

7.2 Conjunto Contivel e Nio-Contavel

E importante destacar que nem todos os conjuntos infinitos possuem a mesma cardinalidade,
o que contradiz a noc#o intuitiva da maioria das pessoas.

Definicio 7.2 - Conjunto Contivel, Conjunto Nio-Contavel, Conjunto Enumeravel
Um conjunto A ¢ dito:

a) Finitamente Contavel se for finito,

b) Infinitamente Contdvel ou Enumerdvel se existe uma bije¢do entre o conjunto A e um
subconjunto infinito de N. Neste caso, a bije¢fo ¢ denominada enumeracdo de A;

¢) Ndo-Contavel, caso contrario. Q
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O termo conjunto contdvel usualmente significa finitamente ou infinitamente contdvel.
Observe que um conjunto € infinitamente contvel se for possivel enumerar seus elementos como
uma seqiiéncia infinita: ‘

(a1,ag,2a3,...)
EXEMPLO 7.2 - Conjunto Contavel
Os seguintes conjuntos so (infinitamente) contaveis ou enumeraveis:

Z  (ver a fung¢do bijetora do EXEMPLO 7.1 - Cardinalidade Infinita do Conjunto dos
Nuameros Inteiros);
Q  (prova sugerida como exercicio). a

A prova de que um conjunto ¢ ndo-contdvel pode ser realizada usando o método da
Diagonaliza¢do de Cantor proposta por Georg Cantor (1845-1918). Esse método ¢
freqiientemente aplicado em provas no contexto da Computago e Informética.

Teorema 7.3 - Conjunto Nie-Contavel
O seguinte conjunto é ndo-contavel:

S={xeR|0<x<1}
Prova: (por absurdo - Diagonalizacdo de Cantor)

Suponha que S ¢ contavel. Entfo, existe uma enumeragio de S e, portanto, seus elementos
podem ser enumerados em uma seqiiéncia infinita como segue:

{s1,52,53,...)
Claramente, qualquer nimero S € S pode ser representado como uma seqiiéncia infinita de
decimais, ou seja, dada por uma seqiiéncia infinitamente contavel de digitos como segue:

s=0,dydods...dp...

Por exemplo, m/10=0,31415... Portanto, os componentes de (S1,52,S3,...) podem ser
representados da seguinte forma (observe a diagonal destacada):

s1=0,d1,d1,d15...d1p...
$2=0,d2,d2,d2;...d2,....
s3=0,d3,d3,0d3;...d3,,...

Sn =O,dn1 dnzdns...dnn...

Seja r um'titimero real construido como segue:
r=0,e1ese3...en...
sendo que, parai€{1, 2, 3,... }, a componente & é construida a partir da diagonal como segue:

ej=1,casodj=1
ej=2, caso dij=1

Claramente, r € S. Entretanto, r ¢ diferente de qualquer nimero de {S1, S, S3,...) pois difere pelo
menos no digito destacado na diagonal. Portanto, r € S, o que € uma contradi¢go!

Logo, é um absurdo supor que S & contavel. Portanto, S ¢ ndo-contével. Q

Neste momento, a prova de que o conjunto dos nimeros reais é ndo-contdvel é simples.
Antes considere a seguinte defini¢o.
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Defini¢io 7.4 - Conjuntos Equipotentes
Dois conjuntos A e B sio ditos Equipotentes quando existe uma fungo bijetora entre Ae B. 0
Logo, conjuntos equipotentes sdo aqueles que tém a mesma cardinalidade. Portanto:
* todos conjuntos enumeréveis sdo equipotentes;
* todo conjunto indexado ¢ equipotente ao seu conjunto de indices.
Teorema ~ 7.5-R ¢é um Conjunto Nio-Contavel
O conjunto dos niimeros reais R € ndo-contavel.
Prova: (direta)
Basta provar que R & equipotente a S={XER | 0<x<1}. De fato, seja f:S — R tal que:
se 0<s=1/2, entdo f(s)=(1/2s)-1
se 1/2<s<1,entdo f(s)=(1/(25-2)) + 1
a qual € uma bijecfo (tal verificagio é sugerida como exercicio). a
EXEMPLO 7.3 - Conjunto NéGo-Contdvel
Os seguintes conjuntos sdo nfo-contaveis:

I (conjuntos dos niimeros irracionais);
C  (conjunto dos niimeros complexos);
R2 o

7.3  Cardinalidade dos Conjuntos Nio-Contaveis

O que dizer sobre a cardinalidade dos conjuntos nio-contdveis? Terfo todos a mesma
"quantidade” de clementos? A resposta € ndo, ou seja:

nem todos os conjuntos ndo-contdveis tém a mesma cardinalidade

Estendendo o conceito de contagem ao infinito, pode-se dizer que um conjunto A tem, pelo
menos, tantos elementos quanto um conjunto B, ou seja, que:

#A <#B

quando existe uma funcio injetora f: A>—> B. Para que a relagfo = entre as cardinalidades seja uma
relagio de ordem parcial, ela deve ser:

*»  reflexiva, ou seja, #A =#A. De fato, basta considerar a fungio identidade idp: A — A, a
qual ¢ injetora;

*  tramsitiva, ou seja, se #A < #B ¢ #B < #C, entdio #A s #C. De fato, ja foi visto que a
composicdo de funcSes injetoras é uma fungfo injetora;

*  anti-simétrica, ou seja, se #A = #B ¢ #B < #A, entdo #A = #B. Isso é garantido pelo
Teorema de Schrider-Bernstein, enunciado a seguir, o qual nfio ser4 demonstrado.

Teorema 7.6 - Schrider-Bernstein
Sejam A e B dois conjuntos tais que existem duas fungdes injetoras:

f:A>>B e f2:B>—A
li Entéo existe uma fungfo bijetora:

g:A<B a

7 - Cardinalidade de Conjuntos 151

Um resultado que garante que existem cardinais ndo-contaveis em quantidade infinita € o fato
de que o conjunto das partes de um conjunto tem sempre cardinalidade maior que este. Esse fato
é conhecido como Teorema de Cantor, apresentado a seguir. Na demonstracéo, lembre que:

Nn<m<nNsman=m
Teorema 7.7 - Cantor
Seja C um conjunto e 2C o conjunto das partes de C. Entdo:
#C <#2C
Prova:
A prova ¢ dividida em duas partes:
»  para mostrar que #C < #2C, basta apresentar uma fungo injetora f: C>— 2C
»  para mostra que #C = #2C, basta mostrar que ndo existe uma funcfo bijetora g: C <> 2C
Parte I: (direta)
Seja f: C — 2C uma funcfo tal que, para todo s €C, vale:
f(s)={s}
Claramente f é injetora (por qué?). Portanto, #C = #2C.
Parte 2: (por absurdo)
Suponha que existe uma fungHo bijetora g: C <= 2C, Seja o seguinte subconjunto A de C:
A={acC |a¢g(a)}
Como g ¢é uma fungfo bijetora, em particular,  uma fungo sobrejetora. Portanto existe cEC tal
que g{c) = A. Assim, existem dois casos:

Caso 1. c€A
CEAﬁ g(c):A
cegic)= pela defini¢do de A
CEA

Caso 2: CEA ,
cEA= glc)=A
c&glo)= pela definigdo de A
ceA

o0 que é uma contradi¢do (um elemento ndo pode pertencer ¢ ndo pertencer a um conjunto ao
mesmo tempo)! Ou seja, é absurdo supor que existe tal fungdo bijetora. Logo, ndo existe uma
fungdo bijetora entre C e 2C. Portanto, #C = #2C. 0

A partir desse resultado, pode-se pensar em uma classe infinita de nimeros cardinais.

Definicio 7.8 - Cardinal
Um Cardinal é uma classe de equivaléncia de conjuntos equipotentes. Q

Dessa forma, a classe dos cardinais € a classe de todas as classes de equivaléncia dos
conjuntos equipotentes. Observe a semelhanca com o Paradoxo de Russell se a classe de todos os
cardinais for tomada como um cardinal. Portanto, tal classe ndo € um conjunto.

Em geral utiliza-se a primeira letra do alfabeto hebraico X (1&-se "alef") com indices para
indicar cardinais infinitos conhecidos. De especial interesse para Ciéncia da Computacio é o
cardinal do conjunto dos nimeros naturais N, denotado por Xg. Assim, o cardinal de qualquer
conjunto contével (infinito) ¢ Xg. De fato:

X0 é o menor cardinal dos conjuntos infinitos
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Define-se Xj+1 como sendo o menor cardinal maior que Xj. Prova-se que o conjunto das
partes de N € equipotente ao conjunto R. Considerando que 2K denota o cardinal do conjunto das
partes de conjuntos com cardinalidade k, pode-se afirmar que 2X0 ¢ a cardinalidade do conjunto
dos nimeros reais, ou seja, € a cardinalidade do continuum.

Entretanto, resta a questdo se Ri4q=28i, Essa assercfio é conhecida como Hipotese do
Continuum e foi formulada como hipdtese por Cantor uma vez que ele nio conseguiu obfer sua
prova a partir dos axiomas que estabeleceu para a sua Teoria dos Conjuntos. Atualmente,
primeiro devido a Godel (década de 1930) e depois a Cohen (década de 1950), sabe-se que esse
fato € independente da Teoria dos Conjuntos, ou seja, tanto a Hipétese do Continuum, quanto
sua negagfo sdo consistentes com o restante da Teoria dos Conjuntos, nio gerando nenhuma
contradi¢fo 4 adi¢fo de cada uma em separado & mesma.

7.4 Cardinal do Conjunto de Todos os Problemas
Solucionaveis

O estudo dos cardinais ¢ de fundamental importancia em Computagio e Informatica, com
especial interesse no estudo dos problemas que podem ser resolvidos usando um sistema
computador. De fato, prova-se que existem Xg programas que podem ser definidos em qualquer
linguagem de programacio de propésitos gerais (como a linguagem Pascal ou a linguagem O).
Como, por exemplo, existem 2X0 fungdes de N para N, conclui-se que existem infinitas funges
que néo podem ser representadas algoritmicamente, ou seja, que nfio sfio computiveis (em um
sistema computador). Portanto, pode-se afirmar que:

* cxistem infinitos, mas contdveis, problemas soluciondveis, ou seja, problemas para os

quais existe pelo menos um algoritmo (uma Mdquina de Turing) capaz de soluciona-lo;
existem infinitos, e ndo-contaveis, problemas nédo-soluciondveis, ou seja, para os quais
néo existe qualquer algoritmo (programa) capaz de soluciona-los.

Adicionalmente, como existe uma func8o (injetora) de inclusio de N para R, ¢ ndo existe
fungdo injetora de R para N, pode-se afirmar que #N <#R. Portanto, o cardinal dos problemas
ndo-soluciondveis é maior que o cardinal dos problemas solucionaveis.

7.5  Leitura Complementar: Maquina de Turing

Quando da introducdo do Autdmato Finito no Capitulo 6 - Fungdes Parciais ¢ Totais, foi
destacada a limitago da capacidade de solucionar problemas deste modelo. Como ilustragdo,
prova-se que ndo existe autdmato finito capaz de reconhecer construges tio simples como
palindromos de qualquer tamanho, qualquer niimero de parénteses aninhados ou balanceados
(como em uma expressdo aritmética), etc.

No Capitulo 2 - Légica e Técnicas de Demonstraggo, foi dito que a Maquina de Turing é
aceita como uma formalizagio do conceito de algoritmo computével, ¢ conseqiientemente, do que
¢ possivel solucionar em um sistema computador. No Capitulo 3 - Algebra de Conjuntos,
algumas questOes relacionadas com a capacidade de solucionar problemas foram discutidas.
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Entretanto, o conceito de Méaquina de Turing néo foi introduzido. Adicionalmente, a seguinte
pergunta destaca-se: qual a diferenca fundamentaI. entre os dois moAdelos, d.e Fal foma que o poder
computacional da Méaquina de Turing seja tdo maior que 0 do Aut(?mato leto.. »

A resposta a essa questdo ilustra o porqué de a ]\/I'atema.tlca Dz.?cret‘a possuir como énfase ((i)s
estudos mateméticos baseados em conjuntos contdveis, finifos ou infinitos (conceito apresentado
no Capitulo 1 - Introdugio e Conceitos Basicos). De fato: )

a) A definicio de Autémato Finito, como o préprio'nome indica,'é baseada na nogaoddeczlslt.ii(zz
finitos e predefinidos que o sistema pode assumir. Portanto, ¢ baseada na nogdo de conj
] ontdvel, N
b) féﬁtzfjt’z;i)zrﬁda, a definicio de Maquina de Turing ¢ lN)aseada ila nogdo de estados pOSS,IYe},S
finitos, mas ndo-predefinidos, 0 que implica uma nogio de “tdo grande quanto necessario”.
Portanto, & baseada na nogéo de conjunto infinitamente contavel.

7.5.1 WNogdo Intuitiva da Maquina de Turing

A Mdquina de Turing, proposta pot Alan Turing em 1936, € um mecanismo simples que
formaliza a idéia de uma pessoa que realiza célculos. Lembra, em muito, 0s c':omputadores datuals,
embora tenha sido proposta anos antes do primeiro computador digital. Apesar ' e 1sza
simplicidade, o modelo Méquina de Turing possui, no minimo, 0 MesmMo poder computacional de

) Gsito geral.
qualquer computador de propost . ' ) .

O ponto de partida de Turing foi analisar a situaciio na qual uma pessoa, equipada .COI;’I um
instrumento de escrita ¢ um apagador, realiza célculos em uma folha de papel, organizada em
quadrados. ' o

Inicialmente, suponha que a folha de papel contém somente os dados iniciais do problema. O
trabalho da pessoa pode ser resumido em seqiiéncias de operacdes simples como segue:

e ler um simbolo de um quadrado;
e alterar um simbolo em um quadrado;
¢ mover os olhos para outro quadrado. .
Quando é encontrada alguma representagdo satisfatoria para a resPo’sta desNeJ ada,. a} p.es.soa
termina seus célculos. Para viabilizar esse procedimento, as seguintes mPoteses sdo a?eltavels.
e anatureza bidimensional do papel ndo é um requerimento es_senc1a1 para o0s calcfulos. Pode
ser assumido que o papel consiste de uma fita infinita organizada em quadrados;

i i ili fiéncias de simbolos;
j e simbolos pode ser finito, pois se pode utilizar seqlic ' .
Lo ; lo ¢ finito. Mais

* o conjunto de estados da mente da pessoa duranFe 0 pr(:cesso dfe 'Ca.,l(‘,:.‘l e
ainda, entre esses estados, existem dois em partlcular': estado inicial" e "estado ,
correspondendo ao inicio e ao fim dos célculos, respectlvar_nente; 1 e

s o comportamento da pessoa, a cada momento, ¢é <,1eterm1nado somente pelo seu e
presente e pelo sfmbolo para o qual sua atengdo esta voltada; .

¢ apessoa ¢ capaz de observar ¢ alterar o simbolo de apenas um qua.drado e cada vez,
como de transferir sua atengio somente para um dos quadrados adjacentes.

7.5.2 Modelo e Exemplo

i aqui itui trés
Essa nogdo de uma pessoa calculando pode ser vista como uma maquina, constituida de

partes, como segue:
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a) Fita. Usada simultaneamente como dispositivo de entrada, de saida e de memdria de trabalho;
b) Unidade de Controle. Reflete o estado corrente da méaquina. Possui uma unidade de leitura ¢

gravacio (cabeca da fita), a qual acessa uma célula da fita de cada vez e movimenta-se para a

esquerda ou para a direita; '
¢) Programa ou Fungdo de Transicdo. Fungdo que define o estado da mdaquina e comanda as

leituras, as gravagdes ¢ o sentido de movimento da cabega.

A fita ¢ finita 3 esquerda e infinita (t3o grande quanto necessario)  direita, sendo dividida em
células, cada uma armazenando um simbolo. Os simbolos podem pertencer ao alfabeto de
entrada, ao alfabeto auxiliar ou ainda ser "branco" ou "marcador de inicio de fita". Inicialmente, a
palavra a ser processada (ou seja, a informagfo de entrada para a maquina) ocupa as células mais
a esquerda apés o marcador de inicio de fita, ficando as demais com "branco", como ilustrado na
Figura 7.1, onde f ¢ @ representam "branco” e "marcador de inicio de fita", respectivamente.

marcador de

entrada
inicio de fita A branco
fita & a b b c a B B Eam

cabeca
dafta > 4

controle

unidade de
controle

Figura 7.1 Fita e unidade de controle de uma Maquina de Turing

A unidade de controle possui um nimero finito e predefinido de estados. A cabega da fita 1€ o
stmbolo de uma célula de cada vez e grava um novo simbolo. Apds a leitura/gravacio (a gravacio
¢ realizada na mesma célula de leitura), a cabeca move uma célula para a direita ou para a
esquerda. O simbolo gravado e o sentido do movimento sio definidos pelo programa.

O programa ¢ uma fungéo que, dependendo do estado corrente da maquina e do simbolo lido,
determina o simbolo a ser gravado, o sentido do movimento da cabega e o novo estado.

EXEMPLO 7.4 - Mdquina de Turing - Duplo Balanceamento

Considere a Maquina de Turing ilustrada na Figura 7.2, definida sobre o alfabeto Z={a,b} e
tendo como alfabeto auxiliar (de trabalho) { A, B}, na qual:

* nodos representam estados da maquina, os quais sdo em numero finito;

*  arcos representam fransi¢des ou computagdes atémicas, as quais sdo em nimero finito. O
conjunto de todas as transi¢Ges constitui o programa da Maquina de Turing;

* o estado qg ¢ dito estado inicial e ¢é representado de forma diferenciada (no caso, o nodo
destino de uma seta sem origem);

¢ o estado qq € dito estado final e é representado de forma diferenciada (no caso, o traco da
circunferéncia do nodo ¢ mais forte). m}

A funcio programa considera o estado corrente e o simbolo lido da fita para determinar o
novo estado, o simbolo a ser gravado e o sentido de movimento da cabeca, onde esquerda ¢ direita
sio representados por E e D, respectivamente. A interpretacdo como um grafo ¢ ilustrada na
Figura 7.3.
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(8,8,D)

Figura 7.2 Magquina de Turing

(ay, av, m)

/

estado corrente novo estado

simbolo lido . sentido do movimento

simbolo gravado

Figura 7.3 Interpretago da fung#o programa como um grafo

O processamento de uma Maquina de Turing, para uma palavra de entrada w armazenada na
fita, consiste na sucessiva aplicagdo da fungdio programa a partir do estado inicial gg e da cabega
posicionada na célula mais a esquerda da fita até ocorrer uma condigio de parada. O
processamento de M para a entrada W pode parar ou ficar em /oop infinito. A parada pf)de ser de
duas maneiras: aceitando ou rejeitando a entrada w. As condigdes de parada s8o as seguintes:

a) A méquina assume um estado final: a méquina péra e a palavra de entrada ¢ aceita;

b) A fungiio programa ¢ indefinida para o argumento (simbolo lido e estado corrente): a maquina
péra e a palavra de entrada ¢ rejeitada;

¢) O argumento corrente da fungo programa define um movimento a esquerda € a cab.e(;a da fita
j4 se encontra na célula mais & esquerda: a maquina pra e a palavra de entrada ¢ rejeitada.

:
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A Méquina de Turing ilustrada na Figura 7.2 aceita a seguinte linguagem definida sobre ¢
alfabeto Z={a, b}, conhecida como “duplo balanceamento”:

L1={¢, ab, aabb, aaabbb, ...}

Essa linguagem ¢ um exemplo cléssico e de fundamental importancia no estudo das linguagens,

pois permite estabelecer uma analogia com linguagens que possuem duplo balanceamento em sya
estrutura como, por exemplo:

a) Linguagens Bloco-Estruturadas, como a linguagem de programacfo Pascal, na qual cada bloco
¢ determinado pelo trecho de programa contido entre as palavras begin e end;

b) Linguagens com parénteses balanceados, ou seja, um néimero qualquer de parénteses em um
texto, eventualmente encadeados (aninhados), de tal forma a garantir que, para cada paréntese
aberto (respectivamente, fechado), existe um correspondente paréntese fechado

(respectivamente, aberto), como as expressdes aritméticas, presentes na maioria das
linguagens de programaco.

Observe que, analogamente ao autdmato finito, o programa de uma Maquina de Turing pode
ser definido como uma fungfo parcial. De fato, supondo um conjunto finito de estados Q e um
conjunto de simbolos S (incluindo o alfabeto =, os simbolos especiais f3 e © ¢ o alfabeto auxiliar),
a fungdo programa pode ser definida como segue:

3:Qx8S—QxSx{E,D}

Para a Maquina de Turing da Figura 7.2, a correspondente fungdo programa é representada na
forma de matriz na Figura 7.4, na qual cada estado (linha) e simbolo lido (coluna) determina um
novo estado, o simbolo gravado e movimento da cabega (célula da matriz).

s} o a b A B B

do | (90, ®, D) | (g1, A, D) (93, B, D) | (g4, B, D)
a1 (91,a,D) | (92, B, E) (a1, B, D)
g2 (a2, & E) (do, A, D) | (a2, B, E)
as (93, B,D) | (94, B, D)
q4

Figura 7.4 Maquina de Turing - fungfio programa na forma de matriz

O algoritmo apresentado reconhece o primeiro simbolo a, o qual é marcado como A, e
movimenta a cabega da fita a direita, procurando o b correspondente, o qual é marcado como B.
Esse ciclo ¢ repetido sucessivamente até identificar, para cada @, o seu correspondente b.
Adicionalmente, o algoritmo garante que qualquer outra palavra que nfio esteja na forma de um
duplo balanceamento ¢ rejeitada. A Figura 7.5 ilustra a seqiiéneia do processamento da Maquina
de Turing em questio para a entrada w = aabb.

Observagio 7.9 - Maquina de Turing x Algoritmo

Ao longo de todo o livro, tem sido afirmado que a Mdquina de Turing é aceita como uma
formaliza¢do do conceito de algoritmo. Entretanto, também ¢ usual considerar que o conceito de
algoritmo corresponde a uma Méquina de Turing que sempre para para qualquer entrada. Nesse

caso, uma maquina que eventualmente fica processando indefinidamente (em loop infinito) nio
seria considerada um algoritmo. a

DEe——
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Figura 7.5 Seqiiéncia de processamento de uma Migquina de Turing
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7.5.3 Cardinal do Conjunto de Todas as Maquinas de Turing

J4 foi afirmado que existem infinitos, mas contdveis, prob?emas solucionévei.s, ou1 se;])a,
problemas para os quais existe pelo menos uma Méquina de. Turing capaz (.1e soh:icwnaj 0. ro:
fato, o conjunto de todds as Maquinas de Turing A € equipotente ao con]untco 08 .(rilume ;
naturais. A prova pode ser facilmente entendida como segue (o detalhame?tO' ¢é sugerido com
exercicio e pode ser encontrado na maioria dos livros de Teoria da Computacdo):

dado que uma fungfo programa de uma méquina de Turing ¢ tal que

3C(Qx8)x(QxSx{E,D})

e  entdo, cada par de & possui como primeira componente' um par (es.tado e s'imbolo) € como

segunda componente uma terna (estado, simbolo e sentido d? movimento); o

« portanto, cada par de 8 contém um total de cinco informagdes, todas com possibilidades

finitas de valores; ) ; mite), 5n

» logo, supondo que o cardinal de d é n (uma fun¢dio programa sempre ¢ )

componentes definem toda a fungfo programa; , el &

o pelo Teorema Fundamental da AritmétiFa, sabe-se que cada numero na

univocamente decomposto em seus fatores primos; ’

e assim, as 5n componentes de 8 podem ser codificadas univo'camente cc3m0 um ndmero

natural. Como, para diferentes fungbes programas, tem-se diferentes nameros naturass,
essa construcfio caracteriza uma fungfo injetora de A para N.

S i oS
Portanto, #A = #N. Como #A ¢ infinito, ¢ sabendo-se que #N = Xg ¢é o menor cardinal d
conjuntos infinitos, entdo A ¢ N sdo conjuntos equipotentes.
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7.6  Exercicios

Exercicio 7.1  Afirma-se que a cardinalidade de um conjunto ¢ finita, se existe uma bijecgo
entre A e o conjunto N={1,2,3,...,n}, para algum nE€N. Supondo h=0:
a) Qual € o conjunto A?
b) Qual € a correspondente fungfo bijetora?
Exercicio 7.2  Prove que, de fato, a seguinte funcdo & bijetora:
f:Z — N tal que:
sea=0, entdo f(a)=2a
se a<0, entdo f(a)= | 2a| - 1

positivos sdo associados aos pares
negativos sdo associados aos fmpares

Exercicio 7.3  Prove que R é um conjunto infinito, apresentando uma bije¢o com um
subconjunto préprio de R.

Exercicio 7.4  Prove que Q & contdvel.

Sugestdo: considere Q como sendo um conjunto de pares e, para construir uma funco injetora de
Q para N, lembre-se de que a decomposi¢fo de um niimero em seus fatores primos ¢é finica.

Exercicio 7.5  Prove que a fungiio f:S— R apresentada na prova do Teorema 7.5 - R é um
Conjunto Nao-Contavel € de fato uma bijecdo.

Dica: na investigagdo se f possui inversa, considere a seguinte fun¢do g: R — S tal que:
se x=0, entdo g(x)=1/(2x+2) ’
se x <0, entdo g(x)=(1/(2x-2)) + 1

Exercicio 7.6  Prove que:

a) Nem sempre a intersec¢io de conjuntos néo-contiveis & ndo-contavel;

b) Nem sempre a diferenga de conjuntos ndo-contaveis é nio-contivel.

Exercicio 7.7  Prove que:

@) A unifo de conjuntos contéveis ¢ contavel;

b) O produto cartesiano de conjuntos contaveis & contével.

Exercicio 7.8 Prove que,se ACBeA¢ infinito, entdo B € infinito.

Exercicio 7.9  Lembre-se de que, se existe uma funcdo injetora f: A>> B, entfio #A < #B.

Sabendo que R é nio-contavel, prove que sfo conjuntos nfo-contaveis:

a) R?

b) NxR

¢) C (conjunto dos niimeros complexos)

Exercicio 7.10 Suponha o alfabeto £={a,b }. Desenvolva Maquinas de Turing,

deterministicas ou ndo, que aceitem as seguintes linguagens:

a) {e,a,b}

b) {wWEZ* | w tem o mesmo niimero de simbolos 4 e b}

¢) {wEZ=* | o décimo simbolo da direita paraaesquerdadewéa}

d) {waw | wezs*}

Exercicio 7.11 Detalhe a prova de que o conjunto de todas as Maquinas de Turing ¢
equipotente ao conjunto dos nlimeros naturais.

8 Inducio e Recursio

8.1 Principio da Indu¢do Matematica

O Principio da Indugdo Matemdtica é uma técnica para lidar com tipos de dados que tém uma
relagdo de boa-ordem, isto é, uma relagdio onde todo subconjunto ndo-vazio do tipo de dado tem
um elemento minimo segundo essa relagio de ordem. Um exemplo tipico € o conjunto dos
niimeros naturais (na realidade um tipo de dado). Dada uma boa ordem, pode-se aplicar inducfio
para provar propriedades que valem para todo elemento do tipo de dado.

Por simplicidade, o tipo de dados que tem uma relagdo de boa-ordem considerado é o
conjunto dos niimeros naturais N (ou qualquer outro-conjunto isomorfo a N).

Um exemplo simples que ilustra o Principio da Indugio Matemética é o efeifo dominé (veja a
Figura 8.1): uma fila sem fim de pecas do jogo domind para a qual, ao derrubar a primeira peca,
todas as demais pecas sdo derrubadas em cadeia. Para estar certo de que tal fato ocorre, suponha
que sdo verdadeiras as seguintes proposi¢des:

a) aprimeira peca é derrubada na dire¢fio das demais;

b) se qualquer pega esta suficientemente préxima da seguinte na fila, entfio, ao ser derrubada,
fard com que a sua vizinha seguinte também seja derrubada.

Entio:

* peloitem a), a primeira pe¢a é derrubada;

* peloitem b), a segunda peca é derrubada;

* pelo item b), a terceira peca € derrubada;

* peloitem b), a quarta pega ¢ derrubada;

* e assim sucessivamente.

Portanto, para i tdo grande quanto se queira, pode-se afirmar que a i-ésima pega ¢ derrubada.
Logo, para qualquer n, pode-se afirmar que a n-ésima pega é derrubada.

O Principio da Indug8o Matematica pode ser resumido como segue:

se o inicio é correto e se coisa alguma pode dar errada,
entdo sempre serd correto
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Figura 8.1 Efeito domind

Defini¢do 8.1 - Principio da Indu¢io Matematica

Seja p(n) uma proposigdo sobre M={NEN [n=mem&N} O Principio da Indugdo

Matemdtica € como segue:

a) p{m) € verdadeira;

_b) Para qualquer KEM, vale p(k) = p(k+ 1)

¢) Entdo, para qualquer n EM, p(n) ¢ verdadeira.

Nesse caso, utiliza-se a seguinte denominagfo:
*  base de indugdo: a proposi¢cio p(m)
*  hipétese de inducdo: a proposigio p(K)
*  passo de indugdo: a implicagio p(k) = p(k + 1) a
Na definigio acima, o Principio da Indugfio Matemitica foi apresentado na sua forma mais

tradicional, usualmente denominada de Primeiro Principio da Indugdo Matemdtica. Outras

formulagdes alternativas do mesmo principio s3o apresentadas adiante. Adicionalmente, observe

que, embora o Principio da Indugdo Matemética seja definido considerando o conjunto dos
numeros naturais, qualquer conjunto isomorfo a N pode ser considerado.

Duas aplicagdes do Principio da Indugiio Matemdtica destacam-se:
a) Prova Indutiva ou Prova por Inducdo, uma técnica de demonstra¢do muito comum no
contexto da Computagdo e Informética a qual ndo é do dominio da logica pura;
b) Definigdo Indutiva ou Defini¢do Recursiva igualmente comum no contexto da Computagio e
Informética, a qual j4 foi usada anteriormente de maneira informal.
Um conceito préximo ao de indugdo e presente na grande maioria das linguagens de
programac8o € o de recursdo.
Neste capitulo, sio discutidas diversas construgdes baseadas em inducdo e recursdo e de
especial interesse para Computagdo e Informatica como, por exemplo:
*  Computagdes de um autémato finito;

*  Gramdticas de Chomsky ¢ a Forma de Backus Naur (ou BNF);
*  Expressoes Regulares;

*  Fungles Recursivas Parciais ou Fungdes Recursivas de Kleene.
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8.2 Prova Indutiva

A Prova Indutiva ou Prova por Inducéio é uma técnica de demonstragdo baseada no Principio
da Indugio Matemdtica a qual ndo € do dominio da l6gica pura. Trata-se de uma técnica que se
limita a confirmar se uma determinada conjectura p(n) sobre NEM={NEN |n=m emEN} ¢
correta. . i

Assim, em uma demonstragiio por indugfo, deve-se demonstrar a base de indugfo P(m) e,
tendo fixado um k, supor verdadeira a hipotese de induggio p(k) e demonstrar o passo de indugo,
ou seja, que p(K) — p(k + 1) é, de fato, uma implicac&o.

EXEMPLO 8.1 - Prova por Indugdo: p(n):n<2"
Considere o seguinte teorema:
para qualquer NEN, vale n <2
Uma prova por indugo de p(n):n <2" é como segue:
a) Base de Indugdo. Seja k=0. Entdo:
0<1=20

Portanto, p(0) ¢ verdadeira;

b) Hipétese de Indugdo. Suponha que, para algum K E N, tem-se que:
p(k): k < 2% ¢ verdadeira

¢) Passo de Indugdo. A prova para p(K+ 1):k+ 1 <2k+1 ¢ como segue:

k+1< pela hipdtese de indugiio
2k 4 1 < 2K 4 2K=2 2k = Dk+1
Logo, para qualquer n €N, tem-se que n <2M. 0

EXEMPLO 8.2 - Prova por Indugdo: p(n): 21 <n!
Considere o seguinte teorema:
para qualquer nEN, se n >3, entdio 27 <n!
Uma prova por indugfo de p(n): 2" <n! é como segue:
a) Base de Indugdo. Seja k=4. Entdo:
24=16<24=4!
Portanto, p(4) ¢é verdadeira;
b) Hipdtese de Indugdo. Suponha que, para algum KE N tal que k> 3:
p(k): 2K <k! ¢ verdadeira
¢) Passo de Indugdo. A prova para p(K+1): 2k+1 < (k+ 1)! é como segue:
2k+1 =2 .2k« pela hipétese de indugdo
2skl<(k+1)+kl=(k+1)!
Logo, para qualquer n €N, se n >3, entfo 2" <n!
EXEMPLO 8.3 - Prova por Indugdo: 1+2+... +n=(n2+n)/2
Considere o seguinte teorema:
para qualquer N EN, tem-se quel +2+... +n= (n2+n)/2

Uma prova por indug@o de p(n): 1+2 + ... + n=(n2 +n)/2 é como segue:

]

B e I‘“; £
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a) Base de Inducdo. Seja k=0. Entsio:
(02+0)/2=(0+0)/2=0/2=0
Portanto, p(0) é verdadeira. Note que:
1+2+ . +k=0+1+2+...+k
ois 0 ¢ o el il OTio até : i
geﬁnidoe; 0 elemento neutro da adi¢fo, e, portanto, o somatério até k=0 & perfeitamente
b) Hipédtese de Inducdo. Suponha que, para algum KEN:
P(k):1+2+ ...+ k= (k2 +K)/2 & verdadeira
¢) Passo de Indugdo. Prova para p(k+1):1+2+... +k+ (k+1)=((k+1)2+k+1)/2 é como
segue:
1+2+. . +k+(k+1) =
(1+2+. .. +K)+(k+1) =
K2 +K)/2+(k+1) =
K2 +K)/2+ (2k+2)/2 =
K2 +k+2k+2)/2 =
(K2+2k+ 1)+ (k+1))/2 =
((k+1)2+(k+1))/2
Portanto, p(k+1):1+2+... +k+(k+1) = ((k+1)2 + (k+1))/2 é verdadeira.
Logo, para qualquer nEN, tem-se que 1+2+4... +n = (n2+n)/2 a
EXEMPLO 8.4 - Prova por Inducdo: #2A = 2#A
Quando da introduggo da definicio do conjunto das partes, foi afirmado que, se o cardinal de um

conjl.mto A én, entdo o cardinal de 2A ¢ 2N o que justifica a notagfio 2A. Assim, considere o
seguinte teorema (observe que se refere a conjuntos finitos):

pela hipétese de inducio

para qualquer conjunto finito A, se #A =n, entdo #2A =2n

Antes de apresentar uma prova por inducdo de p(n): #P(A) = 2n i i
Potes de ape ¢@o de p(n): #P(A) = 2", considere o seguinte exemplo
P(2) ={2}
P({a}) ={0,{a}}
P({a,b})={D,{a}{b},{a,b}}
P{{a,b,c}) ={@.{a},{b}{c}{a b}{a,c},{b,c}{a b,c}}
Em particular, observe os conjuntos P({a,b}) e P({a,b iocini
doms e { 1) eP{a,b,c}) (o mesmo raciocinio vale para os

* a me@de dos elementos de P({a, b, c}) corresponde a todos os elementos de P{a,b})
ou seja: S
P({a,b,c})=P({a,b})U{{c}{a c}{b,c}{a b,c}}
* caoutra rneFafie dos elementos de P({a, b, c}) corresponde a todos os elementos de
P{a,b}), adlc1onando—s§ o elemento € a cada conjunto, ou scja:
P({a,b,c}) =P({a,b) U{@U{c}{a}u{c}{b}U{c}{a b}U{c}}

0 que justifica o fato de que #P({a, b,c}) possui o dobro de elementos de #P({a,b}). Assim, a
prova que segue mostra que: ) , ’

cada elemento adicionado a um conjunto
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duplica o cardinal do correspondente conjunto das partes
a) Base de Indugdo. Sejak=0 (#A=0). Entio A=, e:
P(2)={D}
Portanto, p(0) ¢ verdadeira. Note-se que:
#P(D)=1=20=2#0
b) Hipotese de Indugdo. Suponha que, para algum KEN #A =K):
p(k): #P(A) = 2#A ¢ verdadeira
¢) Passo de Indugdo. Prova para p(k+ 1). Sem perda de generalidade, suponha os seguintes
conjuntos (lembre-se de que os conjuntos com o mesmo cardinal sdo isomorfos):
A={1,2,3,...,k}
B={1,2,3,....,kK,k+1}
Por hipétese de indugio, #P(A) = 2k. Como P(A) sdo todos os subconjuntos de B que ndo

possuem o elemento K+ 1, entfo os demais subconjuntos B sdo aqueles que contém o
elemento k+ 1, ou seja, a unifio de cada conjunto de P(A) com {k+1}, resultando em outros

2K conjuntos. Portanto:
#P(B) = 2K 4 2k = 2k+1
Logo, para qualquer conjunto finito A, se #A=n, entéio #2A =20,

8.3 Segundo Principio da Inducdo Matematica

Em diferentes momentos, pode ser conveniente trabalhar com outras formulagdes do
Principio da Indugfio Matematica. Uma formulacfo especialmente importante para Computacio ¢
Informética é o Segundo Principio da Indu¢do Matemdtica.

Para facilitar o entendimento, inicialmente é reproduzido o principio apresentado, o qual
também ¢ denominado de Primeiro Principio da Inducdo Matemdtica:

Seja p(n) uma proposi¢do sobre M={nEN | n=m e mEN}. O Principio da Indu¢io

Matemaética € como segue:

a)  p(m)é verdadeira;
b)  Para qualquer KEM, p(k) = p(k+1);
¢)  Entdo, para qualquer nE€M, p(n) é verdadeira.

O segundo principio considera ndo apenas o resultado anterior p(k), mas todos os anteriores,
para concluir p(K + 1). A seguir, s3o apresentadas duas versSes equivalentes desse principio.
Definicio 8.2 - Segundo Principio da Indug¢io Matematica
Seja p(n) uma proposigio sobre M={NEN | n=2m e MEN}. O Segundo Principio da Indugdo
Matemadtica pode, equivalentemente, ser definido como segue:

a) Primeira Versdo.
a.l) p(m) é verdadeira;
a.2) Para qualquer KEM, vale:
pmyap(m+1)a...apK)=pk+1)
a.3) Entfo, para qualquer n € M, p(n) ¢ verdadeira.
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b) Segunda Versdo. Suponha t EN:

b.1) p(m), p(m+1),...,p(m +1), sdo verdadeiras;
b.2) Para qualquer kEM tal que k=m +1, vale:

p(m) Ap(m+1) A ... ap(k) =pk+1)
b.3) Ento, para qualquer nEN, p(n) é verdadeira. a

Observe que a segunda versio do Segundo Principio da Indugio Matematica prova os t
primeiros casos em separado para verificar a base de indugdo.

Uma aplicagio usual desse principio estd na definicdo e na prova de propriedades de
expressOes, férmulas, drvores, etc., razdo pela qual esse principio freqlientemente é denominado
de inducdo em estrutura, indugdo estruturada, ou ainda, inducdo estrutural,

EXEMPLO 8.5 - Segundo Principio da Inducdo Matemdtica: Proposicdo Légica
Considere o seguinte teorema:

Suponha que p é uma proposicio ldgica
a qual contém exclusivamente os conetivos l6gicos conjungdo, disjungdo e condicéo.
Se o valor-verdade de todos os dtomos de p é V., entdo o valor-verdade de pév

Uma prova por indugfo (no nimero de tomos, usando a primeira versgo do Segundo Principio
da Indugio) é como segue:

a) Base de Indugdo. Sejak=1. Entdo p é um 4tomo. Portanto, por hipétese, o valor-verdade de
pév;

b) Hipdtese de Inducdo. Suponha que, para algum KEN, e para qualquer uEN tal que U<k, se
o numero de 4tomos de p é u, entdo o valor-verdade de pév;

¢) Passo de Indugdo. Seja p uma proposicdo com K+ 1 4tomos. Entio p pode ser reescrita em
um dos seguintes casos, sendo que q er sdo proposicOes 1égicas as quais possuem
individualmente no méaximo k 4tomos e, conjuntamente, possuem K+ 1 dtomos:

gar qvr q-sr
Como, por hipétese de inducdo o valor-verdade de geréV, tem-se que, em qualquer dos
casos, o valor-verdade de p é V. a
EXEMPLO 8.6 - Segundo Principio da Indugdo Matemdtica: Postagem
Considere o seguinte teorema:

Qualquer valor de postagem igual ou maior que 12 reais
pode ser formado usando exclusivamente selos de 4 ¢ de 5 reais

Uma prova por indugfo (no ntimero de selos, usando a segunda versdo do Segundo Principio da
Indugdo) € como segue:
a) Base de Inducdo. Seja k{12, 13, 14, 15}. Entdo, para cada K, vale:

12 reais pode ser formado com 3 selos de 4 reais; .

13 reais pode ser formado com 2 selos de 4 reais e 1 selo de 5 reais;

14 reais pode ser formado com 1 selo de 4 reais e 2 selos de 5 reais;
15 reais pode ser formado com 3 selos de 5 reais;

b) Hipdtese de Indugdo. Suponha que, para KEN, e para qualquer UEN tal que 15=u <k, se o
valor de postagem ¢ u, entdo pode ser formado usando selos de 4 ¢ de 5 reais;

¢) Passo de Indu¢do. Seja uma postagem cujo valor € K+ 1 reais. Entdo tal postagem pode ser
formada usando uma postagem de k - 3 reais mais um selo de 4 reais, Q

———

8 - Indugdo e Recursdo 165

8.4  Definicio Indutiva

O Principio da Indug8io Matematica pode ser usado também em dejﬁnig:ées. Un.laNdeﬁnic;ﬁo' de
uma construgio usando esse principio ¢ denominada definicdo indutiva ou a@ﬁmgao recursiva.
Nesse caso, afirma-se que a construgio € indutivamente definida ou recursivamente definida.
Resumidamente, em uma definicio indutiva:

» abase de indugfo explicita os casos elementares (mais simples);

e 0 passo de indugio determina como os demais casos sdo definidos em termos dos

anteriores. .
Esse tipo de defini¢fo j4 foi informalmente apresentado anteriormente, conforme ilustrado no

seguinte exemplo.
EXEMPLO 8.7 - Definigdo Indutiva: Fecho Transitivo
Suponha uma endorrelagfio R: A — A. A construgio do Fecho Transitivo de R, denotado por R,
¢ definida como segue:
a) Se{a,b)ER, entdo {(a,b)ER*
b) Se{(a,b)ER* e (b, c)E R, entio (a, c)ER*
¢) Os tnicos elementos de R+ sdo os construidos como acima. a
No EXEMPLO 8.7 - Defini¢do Indutiva: Fecho Transitivo, pode-se afirmar que:
¢ item a) é a base de inducio;
e itemb) é o passo de inducdo (e a hipdtese?);
e item c) garante que, de fato, ¢ uma defini¢8o indutiva.
Quando se afirma que se trata de uma defini¢fo indutiva, o item c) é usualmente omitido (pois €

subentendido). .
No exemplo que segue, lembre-se de que, para um dado alfabeto Z, o conjunto de todas as
palavras possiveis sobre = é denotado por =*. Por exemplo, para o alfabeto Z={a,b}:

>*={¢,a,b,aa, ab,ba, bb,aaa,... }
EXEMPLO 8.8 - Defini¢do Indutiva: Conjunto de Todas as Palavras
Para um alfabeto = qualquer, o conjunto =* pode ser indutivamente definido como segue:
a) Base de Indugdo.
eEX*
para qualquer X EX, vale xEZ*
b) Passo de Indugdo.

Se U e v sdo palavras de X¥,
entfio a concatena¢do UV é uma palavra de Z* .
O conceito de Formula Légica ou simplesmente Formula (palavra da Linguagem ,Lo’gica) foi
informalmente introduzido como sendo uma sentenca logica corrc?tame'nte construida sobre o
alfabeto cujos simbolos s3o conetivos (A, v, —>, etc.), parénteses., 1dept1ﬁcad?res P, q,r, etc.),
constantes, etc. No exemplo a seguir, é apresentada uma defini¢fo indutiva de formula.

a

EXEMPLO 8.9 - Definigdo Indutiva: Férmula Logica e
Para facilitar o entendimento, a defini¢fio indutiva de formula logica que segue é simplificada, na
incluindo quantificadores, varidveis, etc.:

.
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a) Base de Indugdo. Qualquer proposigio atémica (incluindo V e F) é uma férmula;
b) Passo de Indugdo. Se q e sfic formulas, entfo também sio férmulas:

(-a)

@ar)

@vrn)

Chnd]

(@< =

Como ilustfag:ﬁo da relagfio entre o Principio da Indugfio Matematica e a definicdo indutiva

observe o seguinte exemplo e compare-o com o EXEMPLO 8.9 - Defini¢fo Indutiva: Férmula
Logica.
EXEMPLO  8.10 - Defini¢do Indutiva x Principio da Inducdo Matemdtica
Uma definigéo indutiva de férmula logica, usando o Segundo Principio da Induco, é como segue:

a) Base de Inducdo. Seja k=0. Entéo qualquer proposicdo atdmica (incluindo os valores verdade
Ve F) é uma férmula;

b) I:Iipo'tese de Indugdo. Suponha que, para algum KE N, ¢ para qualquer i EN tal que i<k, se p
¢ uma formula com i conetivos, ento p é uma formula logica;

) Passo de Inducdo. Seja p uma férmula com k+ 1 conetivos. Entdo p pode ser reescrita em
um dos seguintes casos, sendo que q e I sio formulas e possuem conjuntamente K conetivos:
(-a)
@ar)
@vr)
@—n
(@< | a
Como j4 destacado anteriormente, embora o Principio da Indugio Matematica seja definido
sobre o conjunto dos niimeros naturais, qualquer conjunto isomorfo a N pode ser considerado.
Os exemplos que seguem ilustram defini¢des indutivas sobre N2,

EXEMPLO  8.11 - Definicdo Indutiva sobre N2: Adi¢éo
Suponha que se deseja definir a adigdo nos naturais ad: N2 — N usando-se exclusivamente a
const?nte zero e a funglio sucessor suc: N — N a qual, para qualquer n €N, suc{ny=n+1. Uma
definicdo indutiva é a seguinte: '
a) Base de Inducdo.
ad{0, 0y=0
b) Passo de Indugdo. Se a e b sio nlimero naturais, entfo:
ad(a+1, 0)=suc(ad(a, 0))
ad(a, b+ 1)=suc(ad(a, b))
Como ilustragdo, a adigio de 1 e 2 seria como segue:
ad(1, 2)=
suc{ad(1, 1))=
suc(suc{ad(1, 0))) =
suc(suc(suc{ad(0, 0)))) =
suc{suc(suc(0))) =
suc{suc(1))=
suc(2)=3 a
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EXEMPLO  8.12 - Definicéo Indutiva sobre NP: Minimo
Suponha que se deseja definir a fungfo min:N2 — N a qual determina o menor de dois nimeros
fornecidos. Por exemplo, min{2, 3)=2. Uma defini¢do indutiva € a seguinte:
min{a, 0)=0
min{0,b)=0
min{a+ 1, b+1)=min(a, b)+1
Como ilustracdo, o célculo de mind2, 3) é como segue:
min(2, 3)=
min{1, 2)+1=
min(0, H+1+1=
O+1+1=2 Q

8.5 Expressdes Regulares

No Capitulo 6 - Fung3es Parciais e Totais, foi introduzido o formalismo Autdmato Finito, o
qual é especialmente importante, pois define a classe das linguagens regulares e possui diversas
aplicagdes na Computagio e Informatica. B

Linguagens regulares (prova-se) podem ser alternativamente definidas usando Expressdes
Regulares. A definigfo que segue usa 0 Segundo Principio da Inducio Matematica (segunda
versfo).

Definicio 8.3 - Expressio Regular
Uma Expressdo Regular sobre um alfabeto X ¢ indutivamente definida como segue:

a) Base de Inducdo.

a.l) @ éuma expressio regular e denota a linguagem vazia;
a2) & ¢éuma expressdo regular e denota a linguagem contendo exclusivamente a palavra

vazia, ou seja, {€ };
a.3) Qualquer simbolo XE X é uma expressio regular ¢ denota a linguagem contendo a

palavra unitéria X, ou seja, {X};
b) Passo de Indugdo. Set e S sio expressdes regulares e denotam as linguagens R ¢ S,
respectivamente, entgo:
b.1) Unido. (r+s) é expressio regular e denota a linguagem:
RUS
b.2) Concatenagdo. (rs) é expressdo regular e denota a linguagem:
RS={uv|ucRevES}
b.3) Concatenagdo Sucessiva. (r*) é expressio regular e denota a linguagem:

R* ]}

EXEMPLO  8.13 - Expressdo Regular
Na tabela da Figura 8.2, sfo apresentadas expressdes regulares e as correspondentes linguagens.
Observé que a omissdo de parénteses em uma expressio regular ¢ usual, respeitando-se as

seguintes convengdes:
¢ aconcatenagio sucessiva tem precedéncia sobre a concatenagio ¢ a unifio;
+ 3 concatenacdo tem precedéncia sobre a unido.




168

Matemdtica Discreta para Computacio e Informdtica - P. Blauth Menezes

]
Expressio Regular Linguagem Representada
aa somente a palavra aa
ba* todas as palavras que iniciam por b, seguido por zero ou mais a
(a+b)* todas as palavras sobre {a, b}
(a+b)*aa(a+b)* todas as palavras contendo aa como subpalavra
a*ba*ba* todas as palavras contendo exatamente dois b
(a+b)*(aa+bb) todas as palavras que terminam com aa ou bb
(a+¢)(b+ba)* todas as palavras que ndo possuem dois a consecutivos

Figura 8.2 Expressdes Regulares e as correspondentes linguagens representadas

8.6 Computacgdes de um Autdmato Finito

Alguns modelos computacionais ja foram introduzidos como, por exemplo:
* Rede de Petri, definida como uma relacéo;
¢ Autdmato Finito, definido como uma funcio parcial.

Ambos os modelos foram formalmente definidos sintaticamente. Ou seja, para os dois

modelos, foram apresentadas as definigies formais de sua Jorma. Ja a semdntica, ou seja, uma
3

1ntemre@g§o do funcionamento ou processamento de cada modelo, foi apresentada textualmente
de maneira informal. ’

Quando da apresentagio do modelo Autdmato F inito, foi afirmado que:
o processamento de um Autémato Finito
€ a sucessiva aplicacdo de suas computacdes atémicas (tramsigdes)

N lA’ara faciilit'ar o entendimento do que segue, é reproduzida na Figura 8.3 a sintaxe de um
1.1to.mato Finito (esquerda) na forma de diagrama e uma ilustracio de seu processamento
(direita), para a entrada w = abba, a partir do estado inicial qo.

N

Figura 8.3 Autémato Finito (esquerda) ¢ correspondente seqiiéncia de processamento (direita)
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Supondo um conjunto finito de estados Q e um alfabeto 3, lembre-se de que o programa de

um Autdmato Finito pode ser definido como uma funcdo parcial:

:QxX—-Q
na qual, um par da forma {{(q, a), p), ou seja, tal que 8(q, a)=p, indica que, no estado g, ao ler o
simbolo a, o Autdmato assume o estado p.

Assim, para definir formalmente o comportamento de um Autdmato Finito (ou seja, dar
semdntica 3 sintaxe de um Autémato Finito) para uma dada palavra, é necessirio estender a
defini¢iio da fungfio programa usando como argumento um estado ¢ uma palavra. A fungdo
programa estendida a uma palavra, que determina as computagdes de um autdmato finito a partir
de um dado estado, pode ser definida indutivamente como segue:

e base de indugdo: ao processar a entrada vazia (palavra vazia), o Autdmato permanece no

mesmo estado;

«  passo de indugdo: ao processar uma entrada nio-vazia (palavra ndo-vazia), o Autdmato
processa o primeiro simbolo da entrada, usando a fungfio programa 3 e aplica o mesmo
raciocinio sucessivamente ao resto da palavra.

Seja 8:Q x = — Q a fung#o programa de um Autdmato Finito. Entfo a funcdo programa
estendida, denotada por:

3*:QxZ*—Q

é a fungio programa 8: Q x £ — Q estendida para palavras ¢ é indutivamente definida como segue
(suponha a um sfmbolo qualquer de = ¢ u=aw uma palavra qualquer sobre Z* cujo primeiro
simbolo é a e o resto é uma subpalavra W):

8%(g,¢)=q

5*(q, aw)=5+(8(d, a), w)
EXEMPLO  8.14 - Fungéo Programa Estendida
Considere o Autdmato Finito ilustrado na Figura 8.3. Entdo a fungfo programa estendida aplicada
3 palavra abba a partir do estado inicial qg € como segue:

8*(qo, abba) =

3*(8(qo, @), bba) =

fungao estendida sobre abba
processa abba

d*(q1, bba) = fungdo estendida sobre bba
3*(8(q1, by, ba) = processa bba
d*(qe, ba) = ' funcdo estendida sobre ba
3*(8(q2, b), a) = processa ba
*ar,a)= fungdo estendida sobre a
8*((ar, a), &) = processa @
8*{(qf, &) = qf funcfio estendida sobre &: fim da indugdo
Portanto, a palavra abba ¢ aceita. a

8.7 Leitura Complementar: Gramatica e BNF

As Gramdticas de Chomsky constituem um formalismo universalmente aceito e muito usado
em Computagio e Informética e em outras dreas como, por exemplo:
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*  Linguagens Formais: defini¢io e estudo das propriedades das linguagens em geral;

¢ Teoria da Computagdo: estudo dos limites da solucionabilidade de problemas ¢ suas
propriedades;

*  Linguagens Naturais: estudo de linguagens como o portugués;

*  Sistemas Bioldgicos: simulagio do desenvolvimento de sistemas vivos.

Prova-se que o conceito de gramatica ¢ equivalente ao de Mdguina de T: uring no que se refere
ao poder computacional. Portanto, segundo a Hipétese de Church, qualquer fingdo computdvel
pode ser especificada por uma gramatica. Logo, o conceito de gramatica pode ser considerado
como uma definigio formal de algoritmo (embora a nogio de algoritmo seja intuitiva, razdo pela
qual a Hipétese de Church nfo pode ser demonstrada).

Em Computagéio e Informatica, gramaticas sdo especialmente importantes para definir a

sintaxe de linguagens de programagfo. Em particular, a sinfaxe de linguagens como Pascal, C, etc.,
€ definida usando gramaticas.

8.7.1 Gramaitica

Uma gramdtica ¢, basicamente, um conjunto finito de regras as quais, quando aplicadas
sucessivamente, geram palavras. A geragfio de uma palavra ¢ indutivamente definida. O conjunto
de todas as palavras geradas define a linguagem. Assim, trata-se de uma forma finita de expressar
a sintaxe de linguagens eventualmente infinitas. As gramaticas usadas para as linguagens naturais
como Portugués sfio as mesmas que as usadas para linguagens artificiais como Pascal.
Eventualmente, gramaticas também sfo usadas para definir semdntica. Entretanto, para tratar
semantica, em geral, s3o usados outros tipos de formalismos.

Definicio 8.4 - Gramatica
Uma Gramadtica de Chomsky ou simplesmente Gramatica, é composta por:

a) V, um conjunto finito de simbolos varidveis ou ndo-terminais;
b) T, um conjunto finito de simbolos ferminais disjunto de V;
¢) P(VUT)*—(VUT)*, uma relagdo finita (ou seja, um conjunto finito de pares). Cada par
da relagio ¢ denominado de regra de producéo;
d) S, um elemento distinguido de V denominado simbolo inicial ou vavidvel inicial. '}
Uma regra de produco {ct, B ¢ representada como segue:
a—=p

Por simplicidade, um grupo de regras de producio da forma o — B1, «—= P2, ..., a—=Pn

(mesma componente no lado esquerdo) é usualmente abreviado como uma Gnica producdo na
forma:

0‘—>f51|[32|-~-“3n .
As regras de produgfo definem as condicSes de geragdio das palavras da linguagem. A
aplicagdo de uma regra de produgéio ¢ denominada derivacdo de uma palavra e é formalmente
definida como um par de uma relagio. A aplicagiio sucessiva de regras de produgfio (fecho

transitivo da relagiio de derivagdo) permite derivar as palavras da linguagem representada pela
gramatica.

1
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Definicao 8.5 - Relac¢do de Derivagéo o i
Seja G uma gramatica tal que P: (VUT)* — (VUT)*. Uma Derivagaq é um par da Iielagzo de
Derivagdo denotada por = com dominio em (VUT)* e contradominio em (VUT)*. Um par
(o, B) da relagdo de derivagio ¢ representado de forma infixada como segue:
a=f
A relaggio de derivago = ¢ indutivamente definida como segue:
a) Para toda produgfio da forma S —f (S 6 o simbolo inicial de G), o seguinte par pertence a
relagdio de derivagdo:
S=p
b) Para todo par = p a o da relagdo de derivagdo, se o —> B ¢é regra de P, entdo o seguinte par
também pertence & relagdo de derivagio:
n=ppo a
Portanto, uma derivacio ¢ a substituicio de uma subpalavra de acordo com uma 'regra de
produgdo. A partir de uma gramatica, & possivel derivar ou gerar todas as palavras da linguagem
que ela representa.
icd i Gramatica)
Defini¢io 8.6 - Linguagem Gerada (por uma a . ,
Seja G uma gramatica. A Linguagem Gerada pela gramatica G, denotada} por Lrlnguag('s'rpi(.G),Se
composta por todas as palavras de simbolos terminais derivaveis a partir do simbolo inicial S.
Assim, supondo que =+ denota o fecho transitivo da relagio de derivagdo =»:
Linguagem(G) ={WET* | S=*w} Q
Portanto, uma palavra de uma linguagem néo pode conter variveis.
iti jvacdo: Nu Naturais
EXEMPLO  8.15 - Gramdtica e Derivagdo: Numeros ’ N
Suponha que se deseja definir uma gramatica capaz de gerar qualquer nimero natural valido em
uma linguagem de programagio. Assim, a gramética G na qual:

V={N, D}, sendo que N ¢ o simbolo inicial

T={0,1,2,...,9}

P ¢ constituido pelas seguintes regras:
N—-D
N—-DN
D—0]1]..]9

gera, sintaticamente, o conjunto dos nimeros naturais. Note-se que se 511§t1ng$1ezsr:n$§1 5;(;; t(a)l
esquerda, Por exemplo, distingue-se 123 de 01‘23 (sugere-se como exerc1cN1o 0 e; cnvolvimen'o
de uma gramatica a qual ndo distingue zeros a e’squerda). Como 11ustra<;a(;), um o ag; 0 ¢
némero 243 ¢ como segue (na coluna a direita, € apresentada a regra usada em cada p

deriva;ﬁo): N — DN
DS = N—DN
2N = D—4
2DN = N—D
24N = D—3
24D =
243 Qa

Existe mais alguma derivagdo do nimero 2437
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Observe que, no exemplo acima, a seguinte interpretagdo indutiva pode ser dada a gramatica 8.8 Recursao
em questio:

Base de Indugdo: todo digito é um ntimero natural;

ioria das linguagens de |
Um conceito proximo ao de indugfio e presentc na grande' rr(liamr;af:mahs Iﬁo ﬁungﬁes |
~ . , 5 ~ ~ i Fo ¢ inspirado 1
*  Passo de Indugdo: se n ¢ um ntmero natural, entfo a concatenagdo de N com qualquer programagéio ¢ o de recursdo. De fato, o conceito de rec?rsz.lo ed %ﬂing o a0 da Gramatica de
digito também & um niimero natural. Recursivas de Kleene, o qual é equivalente ao da Madquina de
EXEMPLO  8.16 - Gramdtica e Derivagiio: Expressdo Aritmética

g l)e[a gramatlc (5 H L kV no que C Iefele ao pOdCI comy F C: dO a HlpOtese de Chul Ch,
A hnguagenl €raq la Cholns S putaClonal. OI'tantO, S gun
a abalXO [ COmpOS ta pOI eXpreSS( )ES arl [nét] cas COIltend )

i 3 i eja, qualquer
qualquer fungdo computdvel pode ser especificada por uma funcdo recursiva. Ou seja, qualqg
‘ . j do recursividade. .
parénteses balanceados, dois operadores e um operando: algoritmo pode ser expr.esso 1.1san . e recursdo (e o lnguagem N
¢ 0 sf inici De fato, toda definigdo indutiva pode ser simulada p : e rtepadents
S programagio possui essa facilidade). Entretanto, nem toda recursdo pos;ul e
Pe coniuido is na i te a recursdo respeita a boa or .
st . i i i icdo i iva, pois ndo necessariamente s30 Tesp: ) |
T o gy P (al neprsagio ndua pode ser dada & este (Ii)eﬁmgao mdu: na Ir)naioria das aplicacdes computacionais, ¢ recomendével prodgramalr u;na |
. . estaca-s€ que, s cot | | ; 1o (pela boa |
EnEE recursdo res(;l)eitando os principios da definicdio indutiva pois, nesse caso, © garantido (p |
E—E+E : . s o |
tinge o resultado esperaao. i i
) ordem) die 0 ProBE e B esp g i o entendimento da recursfio de uma i
e O exemplo que segue ¢ especialmente importante para |
-
= linguagem de programagao.

Por exemplo, a expressio aritmética (X +X)*X pode ser gerada pela seguinte seqiiéncia de
derivaggio (identifique, claramente, em cada derivagio, qual a regra de producio usada):

E:>E*E=>(E)*E:(E+E)*E=>(X+E)*E=>(X+X)*E=(X+X)*x

EXEMPLO  8.18 - Definigdo Indutiva: Fatorial .
Para um dado ntimero natural n, define-se o fatorial n! como segue:

ni=1 ,sen= 0
E possivel de d ? ‘ ni=n«(n-1)+(n-2)...+1,sen>0
ossivel gerar a mesma expressdo com outras seqiiéncias de derivacdo? Qo ; :
P & i P d ¥ Para o caso n >0, observe que n! pode ser reescrito como Segue o
l n+(n-1)! sendo que (n-1)!=(n—1)*(n-2)-~-
| 872 BNF Da mesma forma, (n - 1)! pode ser reescrito como segue: 1
. ’ - =N-«}* ) R
Em Computagdo e Informitica, uma forma usual de representar uma gramética ¢ usando a (n-1)+=(n-2)! sendo que (n-2)!=(n-2)+(n-3) . tiolicando
Forma de Backus Naur ou simplesmente BNF (do inglés, Backus Naur Form). Em uma BNF, assim sucessivamente. Portanto, o fatorial de um nimero n pode ser deterinlnalf) rgz at% chegar
e - S i cal
- : . - ode ser recursivamente aplii °
fem-se que: n pelo fatorial de seu antecessor I ! T?I ra(;l(;)cmlodiﬁnida em termos dela mesma, até atingir o b
*  asvaridveis sdo palavras delimitas pelos simbolos { e ) ao fatorial de zero. Logo, a fungdo fatorial pode ser |
*  as palavras ndo-delimitadas sfo terminais; fatorial de zero, como segue:
* umaregra de produgdo (o, ) é representada por: 4) Base de Indugéo.
o= oi=1 i
EXEMPLO  8.17 - BNF: Identificador em Pascal b) Passo de Inducdo. 1“
Suponha que se deseja definir uma BNF capaz de gerar qualquer identificador vélido na linguagem l=n+ (n-1)!
de programacfo Pascal, ou seja, na qual: = '

i do, o calculo do fatorial de 4 € como segue:
Base de Indugdo: toda letra é um identificador; Exemplificando

Passo de Inducdo: se S é um identificador, entfio a concatenacdo de S com qualquer letra

passo de indugdo
4!=4*(4-1)!=4*3!2=‘ P s do indugio
ou digito também & um identificador. 4+ 2 * (23 '(;)! T)? ) i : 3' _2 1= passo de in((iluGaO
+RxD* - I=4xo*2* 115 . 30
Uma BNF ¢ como segue (a variavel (identificador) é o simbolo inicial) i 1320 1-(1-1)1=4-3:2+1+0!= | base de indug 3
(identificador) ::= (letra) | (identificador)(letra) | (identificador)(digito) 4+3:2+1+1=24 .
. 3 ceito de
ey 2=a|b] . | 2 O mesmo principiopode ser adotado nas linguagens de programagfio, usando 0 com
(digito) ==0|1|... |9 =)

i icdio pode ser direta
rsdio, ou seja, o de uma fungéo definida em termos dela mesma. Essa definicd ~p o s
o i 3 i funcgio
,Ee fun’(;ﬁo refe;encia a si mesma) ou indireta (uma funcfio referencia outra fungao que,
lnna . . .
vez. direta ou indiretamente, referencia a primeira).
>

R |




174 Matemdtica Discreta para Computagdo e Informdtica - P. Blauth Menezes

EXEMPLO  8.19 - Funcdo Recursiva em Pascal: Fatorial

A seguinte fungio em Pascal implementa o fatorial usando recursio. Compare com a definicfio
indutiva apresentada no EXEMPLO 8.18 - Defini¢do Indutiva: Fatorial

O céleulo da fungdo fatorial em Pascal é analogo ao do EXEMPLO 8.18 - Defini¢o Indutiva:
Fatorial. - a
Como ilustragfo, segue a mesma funciio em Haskell,

EXEMPLO  8.20 - Funcdo recursiva em Haskell: Fatorial
A seguinte fungdo em Haskell implementa o fatorial usando recursio. Observe que ¢ praticamente
a mesma definicdo apresentada no EXEMPLO 8.18 - Defini¢8o Indutiva: Fatorial:

]

Como j4 afirmado, nem toda programagciio recursiva corresponde a uma definigdo indutiva,
como ilustrado no exemplo a seguir.
EXEMPLO  8.21 - Funcdo Recursiva

A seguinte funcio em Pascal implementa uma fungdo a qual, quando chamada com qualquer
parametro atual, fica processando indefinidamente (Joop infinito).

Observe que a fun¢fio definida ndo corresponde a qualquer no¢fo de boa ordem e, portanto, nio
caracteriza uma defini¢fo indutiva. Q

Observacdo 8.7 - Eficiéncia da Recursdo

Em linguagens imperativas, tais como C e Pascal, toda funcio recursiva segue um padrio de
processamento que, em geral, resulta em uma consideravel demanda do recurso meméria. Por
isso, alguns textos didaticos sobre linguagens imperativas reconhecem o papel da recursio como
uma construgdo que permite expressar certos programas de forma mais elegante, mas nfio a
recomendam pois consideram que um programa recursivo sempre pode ser escrito iterativamente
de forma mais eficiente. O padrio para execugdo de um comando sucessivamente ¢ a iteragéio
baseada em comandos de blocos (tais como os comandos while ou for).

No caso de linguagens funcionais, como Haskell, recursdo € a técnica padrio de aplicar uma
operagdo diversas vezes. Como recursdo & base da maioria dos programas funcionais, os
compiladores ¢ interpretadores, em geral, executam ofimizagSes que ndo sfo padrio em
linguagens imperativas, tais como o reconhecimento de recursdo de cauda que pode ser
implementada de forma téo eficiente quanto iteragio. O estudo de tais técnicas nfo ¢ detalhado
neste livro. . a
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8.9 Leitura Complementar: Func¢des Recursivas Parciais

As Fungdes Recursivas Parciais ou Fungdes Recursivasl q’e Klee{ie, introdu.zidas por S. C.
Kleene (1936), como o proprio nome indica, sdo fungdes parciais deﬁmdas~rec'urs,1lvz-:1mente. )
Assim como Turing, Kleene tinha como objetivo formalizar a nogéo intuitiva de fung:aq
computével e, conseqiientemente, do que & possivel co’mp}ltar em um cc‘)mputador;1 Qu;ndo ~f01
provado que a Classe das Fungdes Turing-Comquave@ era igual & Classe das Fungdes
Recursivas Parciais, a Hipotese de Church cresceu sigmﬁcatlvam'ent.e em termos de crec~hb111dade.
A Hipétese de Church, apresentada no Capitulo 2 - Logica e Técnicas de Demonstragdo, afirma
que: r Y -
qualquer fungdo computdvel pode ser processada por uma Ma,qutf’za de T uring,
ou seja, existe um procedimento expresso na forma de uma Mdaquina de Turing
capaz de processar a fungdo
Relativamente as Functes Recursivas Parciais, verifica-se que a composi¢do de trés fungdes
naturais simples:
e constante zero;
*  sucessor;
e  projecdo;
juntamente com as seguintes operagdes:
e substituico;
*  recursdo primitiva;
¢ minimizagio;
constitui uma forma compacta e natural para definir muitas func@es e suficientemente poderosa
para descrever toda fungfo intuitivamente computavel.

8.9.1 Substituicao
A substitui¢do definida a seguir generaliza o conceito usual de composicdo de fungdes.

Definicio 8.8 - Substitui¢io .
Sejam g:NK— N e f1, fo, ..., fk: N — N fungdes parciais. A fungio parcial:
h:N? —N
¢ a Substituicdo de Fungdes definida a partir de g, f1, f2, ..., fx como segue:
h(X1,X2,..., Xn) = g{f1{X1, X2,..., Xn), £2(X1, X2, -5 Xn1)se s Tk(X1, X250, X))
A funcéo parcial h é dita definida para (X1, X2,..., Xn) S€, € somente se:

4 i ie{1,2,....,k}
fi(x1, X2,-.-, Xn) € definida para todo i€{1,2,..., ) )
g<f1<X1,Xz,,_,,xn),fz(x1,xg,...,xn),...,fk(x1,xz,...,xn))edeﬁmda.

EXEMPLO  8.22 - Substituicdo de Fungdes: Fungdes Constantes
Suponha as seguintes funcdes:

constzero:N—N
suc:N—=N
ad:N2—N

As seguintes fungdes sdo definidas, usando substituigdo de funges:

constante zero: CONStzero(X)=0
sucessor: suc(X)=n+1
adigio: ad{X,y)=X+Yy
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constym =suc({constyerg): N—N
constyois =suc({constym): N =N
constyres = ad(constym, constyois): N - N

constante umi: CONStym{X) = 1
constante dois: CONStgois(X) = 2
constante trés: CONStras(X) =3

Sugere-se, como exercicio, verificar se, usando as mesmas fungdes constzero, SUC € ad, existem
outras formas de definir equivalentemente as fungdes constym, constgois € Constiras. ]

8.9.2 Recursio Primitiva

Definicio 8.9 - Recursio Primitiva
Sejam f:N" — N ¢ g: N"+2 — N fungbes parciais. A fungdo parcial:
h:Nn+1 >N
¢ definida por Recursdo Primitiva a partir de f e g como segue:
h{x1, X2,..., Xn, 0)=KX1, X2,..., Xn)
h(x1,X2,.... Xn, Y+ 1) = g(X1, X2,..., Xn, ¥, (X1, X2,..., Xn, )
A fungdo parcial h é dita definida para (X1, X2,..., Xp, Yy} se e somente se:
(X1, X2,..., Xn) é definida;
g{X1, X2,..., Xn, I, h{X1, X2,..., Xn, I}) & definida paratodoi€{1,2,...,y} Q
EXEMPLO  8.23 - Recursdo Primitiva: Adicdo
Suponha as seguintes funcdes:

id: N —-N identidade: id{x)=x
Suc-:. I\ST —-N sucessor: SUC(X) =X+ 1
73: N3 —>N projecdo (32 componente): m3(X, ¥, z) =2

A fungfo adi¢io nos naturais, tal que:
ad:N2 - N adicdo: ad(x, y)=x+y

¢ definida, usando recursdo primitiva, como segue:

ad(x, 0) =id{x)

ad{x, y + 1) =ma(x, y, suc(ad(x, y)))
Por exemplo, ad(3, 2) ¢ como abaixo. Note-se que, nas instancias de ma(X, y, suc(ad(x, i,
somente a componente suc{ad(x, y)) ¢ importante na légica apresentada. A fungdo w3, bem
como as componentes X e Y, estdo presentes somente para satisfazer a defini¢io de recursio

prlrmtlv.a. De fato, fungdes do tipo proje¢do sdo fundamentais em recursdo primitiva, como serd
visto adiante.
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8.9.3 Minimizacio
O conceito de minimizago que segue nio ¢ intuitivo na nogdo de fungdes recursivas parciais.
Entretanto, ¢ fundamental para garantir que a Classe de Fungdes Recursivas Parciais definida
adiante possa conter qualquer fungfio computavel.
Definicio 8.10 - Minimizacio
Seja f:NN+1— N uma fungsio parcial. A fungio parcial:
h:NP - N
¢ dita definida por Minimizagdo de f e é tal que:
h{X1, X2,..., Xn) =min{y | §X1,....Xn, y)=0¢, VZ tal que z<y, f(X1,..., Xn, Z) & definida }
a
Portanto, a funcdio h, para o valor {X1,...,Xn), ¢ definida como o menor natural y tal que
(X1,..., Xn, ¥) =0. Adicionalmente, a condi¢go:
Vz tal que z < Y, §X{,..., Xn, ) € definida
garante que é possivel determinar, em um tempo finito, se, para qualquer valor z menor do que Y,
#(X1,..., Xn , Z) é diferente de zero. Note que a fungfio h ¢ parcial (quais as condi¢des para estar
definida em (X1,..., Xn)?).
Por simplicidade, no texto que segue, para uma fungfio h definida por minimizagéo de f, a
seguinte notagdo ¢ adotada (compare com a definigio acima):
h(X1, X2,.+., Xn)=min{y | f(X1,...,Xn,¥)=0}
EXEMPLO  8.24 - Minimizagdo, Recursdo: Nimero Zero
Suponha a fungdo constante cONStzero: N — N (sendo que constzerg(X) = 0). Considere a
seguinte fungio que identifica o nimero zero nos naturais, onde NO=1, sendo 1={+} um
conjunto unitério fixo (compare com a fungio constante CONStzero):
zero:1—N nimero zero: zero(+)=0

A fungiio mimero zero pode ser definida, usando minimizagéo, como segue:
zero=mir{y | constzero(y) =0}

De fato, o menor natural y tal que constzero(y) =0 é 0. Q
EXEMPLO  8.25 - Minimizagdo, Recursdo: Antecessor
Suponha a fungdo niimero zero, bem como a seguinte fungdo de projegdo:
n1:N2 - N projegiio (12 componente): w1 (X, ¥) =X
A seguinte fungfio antecessor nos naturais:
anttN—N antecessor

pode ser definida, usando recursdo primitiva (supondo que antecessor de 0 ¢ 0), como segue:

ant(0)=zero
ani(y +1)=m1(y, anky))
Por exemplo, ant(2) &€ como segue:
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Repare que foi necessario usar uma fungfio de projecio. ]
EXEMPLO  8.26 - Minimizagdo, Recursdo: Subtracio
Suponha a fun¢fo niimero zero, bem como as seguintes fungdes:

id:N—=N identidade: id(x)=x
n3:NS =N projecdo (32 componente): w3{X, ¥, Z) =z
A seguinte funcfo subtragfio nos naturais:

sub:N2—-N subtragdo
pode ser definida usando recursdo primitiva:
sub({x, 0) = id{x)
sub{x, y + 1) =ant o mz(x, y, sub{x, y})
Por exemplo, sub(3, 2) é como segue:

Novamente, foi necessario usar uma fungfo de projegio. Sugere-se como exercicio determinar o
valor de sub(2, 3). a

8.9.4 Funcio Recursiva Parcial

FungBes recursivas parciais sdo definidas a partir de trés fungdes basicas sobre o conjunto dos
numeros naturais, como segue:

¢  zero;

®  sucessor;

* projecdo.
Mais precisamente, proje¢do nfio é uma fungfo, mas uma familia de fungdes, p01s depende do
numero de componentes, bem como de qual componente deseja-se projetar. E interessante
observar que, somente com essas trés fungdes, bem como com as constru¢des de substituicio,
recursdo primitiva e minimizagio, ¢ possivel definir qualquer fungfio intuitivamente computével.
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Definicio 8.11 - Funcio Recursiva Parcial

Uma Fungdo Recursiva Parcial ou Fungdo Recursiva de Kleene ¢ indutivamente definida como
segue:

a) Fungbes Bdsicas. As seguintes fungdes sdo recursivas parciais:

zero:1 —- N constante zero: zero(+)=0
suc:N - N sucessor: SUC(X)=X+1
ni: N0 — N projecdio (i-ésima componente): m{X1, X2,..., Xn) =X;

b) Substitui¢do de Funcoes. Se g: Nk— N e fy,fo, ..., ikt N"— N sdo fungles recursivas
parciais, entfio a seguinte funglo é recursiva parcial:
h:Nt— N
¢ ¢ definida pela substituicdo de fungdes a partir de g, f1, fo, ..., fk como segue:
h{X1, X2,..., Xn) = g{F1{X1, X2,.., Xn), f2(X1, X2, ., X}y s Tk{X1, X25..., X))
¢) Recursdo Primitiva. Se :NN— N e g:NN+2— N sdo fungdes recursivas parciais, entdo a
seguinte funcio é recursiva parcial:
h:N+1 - N
¢ ¢ definida por recursdo primitiva a partir de f e g como segue:
h{X1, X2,..., Xn, 0) = (X1, X2,..., Xn)
h(X1,X2,..., Xn, ¥ + 1)=g(X1, X2,..., Xn, ¥, (X1, X2,..., Xn, ¥))
d) Minimizagdo. Se f:NN+1 — N ¢ fungdo recursiva parcial, ento a seguinte fungdo € recursiva
parcial:

hN"—N
e ¢ definida por minimizagdo de f, como segue:
h{X1, X2,..., Xn)=min{y | {{x1,..., Xn,y)=0} 0

EXEMPLO  8.27 - Fungdes Recursivas Parciais
a) Funcdo Identidade. A fungfo identidade:

id:N—N

¢ recursiva parcial, pois & uma funcfo bésica de projegdo, ou seja:

identidade: id(x)=x

. id =4
b) As seguintes fungdes, exemplificadas anteriormente, sdo recursivas parciais:
ad:N2—-N : adi¢io
sub:N2—>N subtragfo

constante um
constante dois
constante trés
numero zero
antecessor

]

constym: N—N
constgeis:N—N
constyras: N— N
zero:{}—N
antN—N

O seguinte teorema nfo serd demonstrado.

Teorema  8.12 - Funcées Recursivas Parciais x Maquinas de Turing

A classe das Fung&es Recursivas Parciais é equivalente a classe das Fungdes Turing-Computaveis
Qa
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8.10 Exercicios

Exercicio 8.1  Prove por indugdo que, para qualquer n EN:
8 2+4+46+...+2n=n(n+1)
b) 1+3+6+...+n(n+1)/2=n(n+1)(n+2)/6
©) 1+8+27...+4n3=(1+2+... +n)2
d) 12+32+52"u+@n-U2=n@n-1x2n+1y3
e) 1+3+2+4+3+5... +n(n+2)=n(n+1)(2n+7)/6
f) 1/(1-2)+1/(2+3)+1/(3«4)... +1/(n(n + 1))=n/(n+1)
g 1+1142:214+3-3L..+n«nl=(n+1)!-1
Exercicio 8.2  Prove por inducfio que:
a) Para qualquer natural N> 1, vale n2 > n + 1
b) Para qualquer natural n > 6, vale n2 > 5n + 10
Exercicio 8.3  Prove por indug8o que, para qualquer n €N:
a) 23n-1 ¢ divisivel por 7
b) 2M+(-1)n+1 ¢ divisivel por 3
Exercicif) 8.4 Prove por indugfio que, qualquer ntimero natural maior ou igual a dois pode
ser definido como o produto de niimeros primos.
Dica: use o segundo principio de indugéo.
Exercicio 8.5  Suponha que A(n) denota 1 +2+ ... 4+n= ((2n +1)2)/8. Entlio:
a) Prove que, se A(k) é verdadeiro paraum KEN, entfio A(k + 1) também é verdadeiro:
b) Considerando o item acima, discuta a afirmagdo: ’
portanto, por indugdo, A(n) é verdadeiro para qualqguer nEN
¢) De fato, A(n) € verdadeiro para qualquer N €N? Prove a sua resposta.
Exercicio 8.6 Porqueca "prova por indugdo" que segue ndo ¢ correta?
a) Propésig:do. Dado um conjunto de n torcedores de futebol, se pelo menos um torcedor é
gremista, entdo todos os demais torcedores também sdo gremistas;
b) "Pi.fova ". A proposi¢do € trivialmente verdadeira para n=1. O passo de indugdo pode ser
facilmente entendido pelo seguinte exemplo:
. suponha que a proposicio & verdadeira paran=3;
. sejam T4, Tp, T3 e T4, quatro torcedores dos quais pelo menos um & gremista
(suponha que é Tq);
o supondo o conjunto { T1, T2, T3 } e a hipétese de que € verdadeiro para n =3, entdo
To e T3 sfo gremistas;
. analogamente para{ Ty, To, T4 }, tem-se que T2 e T4 sfo gremistas;
d portanto, os quatro torcedores sfio gremistas!
. a generalizagio da construgfio acima parak e k+1, & a prova desejada.
Exercicio 8.7  Paracadauma das defini¢Ges indutivas abaixo, descreva o conjunto definido:
a) O conjunto A é indutivamente definido como segue:
5€A
seXEAeYEA, entio X+yEA

‘~—
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b) O conjunto B é indutivamente definido como segue:

2eBe3€B

seb&EDB, entio 2beB e 3beEB
Exercicio 8.8 Considere o alfabeto constituido pelos simbolos das operacdes sobre
conjuntos U (unifio), N (intersec¢io) e ~ (complemento), pelos simbolos de parénteses, bem
como por letras maitsculas (A, B, C, ...) as quais denotam varidveis conjunto. Defina
indutivamente as formulas bem formadas da 4lgebra de conjuntos usando esse alfabeto.
Exercicio 8.9  Defina indutivamente o conjunto de todas as palindromos sobre o alfabeto
{a,b}.
Exercicio 8.10 Relativamente & operagio de exponenciacio X, para um nimero X real:
a) Defina indutivamente a exponenciag¢do em termos de multiplicacdes sucessivas;
b) Detalhe a aplica¢io da fungfio definida paran=3;
b) Desenvolva uma correspondente funcfio em Pascal (ou em outra linguagem de seu dominio).
Exercicio 8.11 Relativamente a operagio de multiplicagio de dois niimeros naturais:

a) Defina indutivamente a multiplicagdo de naturais em termos de adi¢des sucessivas;
b) Detalhe a multiplicagfio de 2 ¢ 3;
¢) Desenvolva uma correspondente fungio em Pascal (ou em outra linguagem de seu dominio).
Exercicio 8.12 Relativamente & funcio max: N2 — N a qual determina o maior de dois
niimeros fornecidos (por exemplo, max(2, 3)=3):
a) Defina indutivamente tal fungo;
b) Detalhe a aplicagfo da fungio definida para os valores 2 e 3;
¢) Desenvolva uma correspondente fun¢io em Pascal (ou em outra linguagem de seu dominio).
Exercicio 8.13 Considere a Defini¢io 8.3 - Expressio Regular. Para cada expresséo abaixo,
verifique se é expressdo regular e justifique a sua resposta:
a) (a)*
b) ((a)
¢) (a+a)
d) ((a+e)(ab))
e) ((a+(bb))")
Exercicio 8.14 Considere a Defini¢do 8.3 - Expressdo Regular. Supondo que o item
referente & concatenagio no passo de indugfo € reescrito como segue (observe que a concatenacgio
passa a ser denotada usando o simbolo * e nfio mais pela justaposi¢fo):
(r*s) é expressio regular € denota a linguagem RS={u*v | uERevES}
demonstre que toda expressio regular assim definida (explicitamente representando a
concatenago usando o simbolo *) possui comprimento (nimero de simbolos) impar.
Sugestdo: use o Segundo Principio da Inducdo Matematica.
Exercicio 8.15 Considere o alfabeto X={a,b}.
a) Desenvolva expressdes regulares que definam as seguintes linguagens:

a.1l) {w | w possui aaa como subpalavra}
a2) {w | o quinto simbolo da direita para a esquerda de W ¢ a}
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b) Descreva em palavras as linguagens definidas pelas seguintes expressdes regulares:
b.1) (aa+b)*(a+bb)
b.2) (b+ab)*(c+a)
Exercicio 8.16 Relativamente a0 EXEMPLO 8.14 - Fungdio Programa Estendida, calcule a
computagio do autdmato finito para a palavra de entrada baba:
a) A partir do estado qg;
b) A partir do estado go.
Exercicio 8.17 Relativamente a0 EXEMPLO 8.15 - Gramitica e Derivagdo: Nuameros
Naturais:
a) Existe mais alguma derivagfio do mimero 2437 Nesse caso, quantas?
b) Modifique a gramatica de tal forma a nfo distinguir zeros a esquerda.
Exercicio 8.18 Relativamente ao EXEMPLO 8.16 - Gramética ¢ Derivagdo: Expressio
Aritmética:
a) Identifique, claramente, em cada passo de derivagfio, qual a regra de produgfio usada para gerar
a palavra (X + X)*X;
b) Existe mais alguma derivagio da palavra (X +X)#x? Nesse caso, quantas?
¢) Para o conjunto de regras apresentado, qual a correspondente defini¢io indutiva?
Exercicio 8.19 Para cada uma das linguagens abaixo, desenvolva uma gramatica que gere a
linguagem:
a) Li=g
b) Lo={e}
©) Lg={a,b}*
d) La={w | w é palindromo em {a, b }*}
Exercicio 8.20 Considere 0 EXEMPLO 8.17 - BNF: Identificador em Pascal. Por que a
seguinte BNF nfio ¢ equivalente & apresentada no exemplo?
(identificador) ::= (letra) | (letra)(identificador) | (digito)identificador)
(letray :=a | b | ... | z
(digito) ==0[1]... |9 ' Q
Exercicio 8.21 Usando a linguagem de programacfio Pascal (ou outra de seu conhecimento),
para cada um dos itens abaixo, desenvolva uma correspondente BNF:
a) Ildentificadores com, no maximo, 6 caracteres;
b) Nimeros inteiros (com ou sem sinal);
¢) Numeros com ponto flutuante (em Pascal, ndmeros reais).

Exercicie  8.22 Uma florista é famosa pelos belos ramos de rosas que arruma. Os ramos sdo
compostos por rosas e galhos de folhas (denominados simplesmente de folhas). Na confecgdo
dos ramos a florista obedece as 4 regras descritas abaixo. A partir dessas regras defina
indutivamente um ramo de rosas:

* ontmero de rosas deve ser sempre impar;
¢ omnumero de folhas deve ser sempre par;
* todo ramo tem que ter folhas;

¢ o numero de folhas pode ser menor que o nimero de rosas, € nio pode ultrapassar por
mais de um o niimero de rosas.
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Exercicio 8.23 Defina indutivamente o seguinte problema:
Um jarro tem p bolas pretas e b bolas brancas. Tiram-se duas bolas quaisquer e:

e se forem de mesma cor, coloca-se uma bola preta na jarra (existe um estoque de bolas
pretas, caso seja necessario);
»  se forem de cores diferentes, coloca-se uma bola branca na jarra.
Exercicio 8.24 Existe uma versdo finita do Principio da Inducdo Matematica a qual,
analogamente 2 infinita, pode ser aplicada a provas e defini¢des. A versdo finita € definida como

. segue:

Seja p(m), p(m + 1), ..., p(n), uma seqiiéncia de proposigdes. O Principio da Inducdo
Matemdtica Finita ¢ como segue:.
a) p(m) é verdadeira;
b) Para qualquer KEN tal que m=k <n vale p(k) =p(k+1)
¢) Entio, para qualquer KEN tal que m=k<n, p(k) é verdadeira.
Usando o Principio da Indugdio Matematica Finita, defina indutivamente uma Microempresa,
sabendo que:
a) As regras que definem uma microempresa sio as seguintes:
* tem que ter pelo menos 10 e no maximo 100 empregados;
s tem que produzir pelo menos um produto;
b) As operagBes sobre a constitui¢do da microempresa sio as seguintes:
*  contratar um empregado;
*  demitir um empregado;
¢ produzir um novo produto;
» deixar de produzir um produto.
Exercicio 8.25 Usando as funcSes recursivas parciais constzero, SUC e ad, verifique se
existem outras formas de definir equivalentemente as fungGes constym, CONStdois € CONStiras
apresentadas no EXEMPLO 8.22 - Substitui¢io de Fungdes: FungBes Constantes.
Exercicio 8.26 Compare e diferencie claramente as fungdes constzero (EXEMPLO 8.22 -
Substituigiio de Fungdes: Fungdes Constantes) e zero (EXEMPLO 8.24 - Minimizagéo,
Recursdo: Nimero Zero).
Exercicio 8.27 Considere o EXEMPLO 8.26 - Minimizaglio, Recursio: Subtragio.
Determine o valor de sub(2, 3).
Exercicio 8.28 Desenvolva fungdes recursivas parciais sobre N para as seguintes operagdes:
a) Multiplicagéo;
b) Quadrado (n2);
¢) Fatorial (n!).
Sugestdo: use a fungdio recursiva de adic8io definida nos exemplos.
Exercicio 8.29 Funcdo de Ackernmann. A fungfo de Ackernmann € um importante. exemplo
no estudo das funcdes recursivas e das fungdes Recursivas Primitivas (funges recursivas, mas
totais e sem minimizagio). Historicamente, foi considerada a possibilidade de que as ﬁln(;f)f:s
recursivas primitivas definissem a Classe das FungBes Totais Computaveis. Entretgn'so., a funcéo
de Ackernmann (prova-se) é um exemplo de fungfo recursiva (total) a qual ndo & primitiva.
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A fungo de Ackernmann ack: N2 — N ¢ tal que:
ack(0,y)=1
ack({1,0)=2
ack{x,0)=x+2, para X =2
ack{x+1,y+ 1)=ack(ack(x, y + 1), y)
a) A definigfio acima satisfaz a defini¢fo de fungfio recursiva?
b) Calcule, passo a passo:
ack(0, 0)=1
ack(2, 1)=1

¢) Defina, formalmente, a fungio recursiva de um argumento ack(x, 2).

9 Algebras e Homomorfismos

Relativamente as dlgebras, ja foi comentado que:

a) Algebra, desde a sua origem até a sua forma atual, refere-se a calculos. Com limitacGes, é
desenvolvida de maneira informal ou formal, em praticamente todos os niveis de escolaridade.
Por exemplo, as operages aritméticas basicas (adigdo, multiplicaggo, etc.) sobre o conjunto
dos niimeros reais constituem uma algebra;

b) Historicamente, o estudo das algebras, em Computagio e Informatica, destaca-se a partir de
1950, com o desenvolvimento da Teoria dos Autbmatos ¢ Linguagens Formais. De certa
forma, toda a Computagiio e Informatica & baseada, direta ou indiretamente, sobre algebras;

¢) As Diretrizes Curriculares do MEC para Cursos de Computagéo e Informatica [MEC 2004]
referem-se 4 Algebra como sendo uma denominaggo alternativa para a Matematica Discreta.

Assim, o estudo mais amplo de 4lgebras é central no contexto da Matemética Discreta. De
fato, alguns exemplos de lgebras j4 foram apresentados, explicita ou implicitamente:

o Algebra de Conjuntos constituida por todos os conjuntos € as operagdes sobre conjuntos
como unido, produto cartesiano, etc.;

o Algebra de Proposigdes constituida por todas as proposi¢des e conetivos logicos (e,
negagdo, etc.);

o Algebra de Fungbes constitnida por todas as fungdes e a operagdo de composi¢io de
fungbes. Seguindo a mesma linha de raciocinio, existe, ainda, a /ilgebra de Relagbes, a
Algebra de Funcées Parciais, etc.

O conceito formal de algebra ¢ relativamente simples. Entretanto, a caracterizagéo de todos os
tipos de algebras possiveis, resulta em um conceito geral e, portanto, com um nivel de abstracio
relativamente alto. Assim, apresentar o conceito formal de 4lgebra e depois exemplificar com
alguns tipos de especial intetesse para Computagio e Informatica pode ser pouco produtivo.
Portanto, optou-se por apresentar inicialmente alguns exemplos de estruturas algébricas,
construindo-se o conceito de algebra do concreto para o abstrato.

Casualmente, todos os exemplos de 4lgebras acima sfo de digebras grandes, pois séo
constituidas de operagdes definidas sobre colegbes de objetos (todos os conjuntos, todas as
fungdes, etc.) os quais nio sdo conjuntos. Neste capitulo, € dada énfase as digebras pequenas, ou
seja, algebras definidas sobre conjuntos.

Um conceito tdo importante quanto o de algebra ¢ o de homomorfismo de dlgebras, o qual &
constituido por fungdes (no caso de algebras pequenas) que mapeiam algebras (estruturalmente
similares), preservando as suas estruturas. De fato, o termo morfismo € usado genericamente para
representar alguma forma de mapeamento (relagio, funcdo, etc.) entre duas estruturas similares, o
qual, quando prefixado por omo, destaca que o morfismo em questdo preserva a estrutura. A
nogéio de homomorfismo é desenvolvida gradativamente ao longo deste capitulo, para cada
estrutura algébrica exemplificada.

Para o desenvolvimento de um estudo mais formal de &lgebra, é necessario primeiramente
apresentar o conceito de operagio e as correspondentes principais propriedades.

Neste capitulo, sdo discutidas algumas importantes construgdes baseadas em lgebras € o0s
correspondentes homomorfismos tais como fecho de Kleene, grafo (visto como 4lgebra) ¢
categoria (também visto como algebra).
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9.1 Operacé inari
. es Binaria

¢ § As propriedades comutativa, associativa e elemento neutro ja foram apresentadas
anteriormente quando do estudo da Algebra de Conjuntos (algumas nogSes também foram
apresentadas quando do estudo da Logica). .
Definicio 9.2 - Comutativa, Associativa, Elemento Neutro, Elemento Inverso
Seja ®: A2 — A uma operagdo bindria, interna ¢ fechada. Entdo a operagdo @ satisfaz as

. Jé foi comentado que o termo operagdo
Interesse para a Computagfio ¢ Informatica s

Epequena) .é sinbnimo de funcso parcial. De especial
40 0s seguintes tipos de operacdes:

operacd inari i i inio é
peracbes bindrias, ou seja, cujo dominio € um conjunto resultante de um produto

. carte51a~no; . propriedades:
:f))s::io;es internas a um conjunto A, ou seja, cujo dominio e contradominio s3o definidos 8) Comutativa:
*  operaghes fechadas, ou seja, total. Lo (VacA)NVbEA) (a®b=b&a)
Definiio 9.1 - Onoracto ghsn ) b) Associativa:.
Soam a B C peragio ~m.arm, Operaciio Interna, Operacio Fechada (VaeA)(VbeA)(VcEA) (ad(b@®c)=(adb)®cC)
] , B ¢ C conjuntos. Entio: ¢) Elemento Neutro:

a) Uma Operacdo Bindria é uma funggio parcial do tipo: (FecA)(VacA)(a®e=eda=a)

@:AxB—>C

b) Uma O e j S
) o C Opseigrzrgl;cz Interlna.ao copjunto A ¢ uma operagio cujo dominio e contradominio sio
(o préprio conjunto A ou o conjunto resultante do produto cartesiano sobre

d) Elemento Inverso:
(VaeA)(JacA)(ada=a®@a=e) Q

Portanto, uma operagdo satisfaz as propriedades: _
a) Comutativa, se a ordem de operagdo dos operandos ndo ¢ importante. Neste caso, afirma-se

A). Em i N .,
) particular, uma operacéo bindria interna ao conjunto A é uma operaco do tipo:
@:A2 A que a operagdo € comutativa;
¢) Uma Operagdo Fechada é uma operagAo total (ou seja, & uma funca b) Associativa, se a precedéncia na aplicagio do operador ndo ¢ importante e, portanto, 0s
EXEMPLO 9.1 - Operacdo ’ #d). J paréntesesdpodem ser omitidos, ou seja, a® (b ®¢) ou (a@b) @ ¢ pode, equivalentemente,
a) Divisg i PRI . ser denotado sem parénteses como segue:
)} Divisdo nos reais. A operagdo div:R2 — R, definida como abaixo (suponha (x,y) ER xR) ’ a®b@c

€ uma operagfio bindria interna a R é
¢ fechada?):
Neste caso, afirma-se que a operagio ¢ associativa;

div{x, y) =
b} Quadrado nos naturais. A operacdo q lfadyr?ad;( / )I/\T — N, definid. : ¢) Elemento Neutro, se existe um elemento neutro o qual, operado a direita (a®e) bem como a
NEN), ¢ uma operagiio interna e fechada: ’ 4 como abaixo (suponha esquerda (e @ a), resulta sempre no outro operando. Neste caso, afirma-se que a operacdo
ossui elemento neutro;

9 Elemento zero. Seia 1 Ceum Con?z;iri:icgr:o:rf ) ) | | d) Iglemer:tto Inv.erso, se cada elemento tem elemento inverso. Neste caso, afirma-se que a

abaixo, a qual identifica o ntimero zero nos naturais. é unief)agao EeI‘O. - .N’ definida como Operag? o fem rvermo. A 5 Tyivoi

g peracio fechada: Observacio 9.3 - Elemento Neutro a Esquerda e a Direita

zero(x)=0 Observe que o fato de satisfazer & propriedade elemento neutro simultaneamente a esquerda € a

direita ¢ fundamental. De fato, existem operagBes que possuem elemento neutro em somente um
dos casos (e, portanto, nfio possuem elemento neutro), como, por exemplo, a divisdo nos reais:
- possui neutro 4 direita (o niimero UM - qualquer nimero dividido por um resulta no proprio) mas
nfo possui neutro a esquerda. a

EXEMPLO 9.2 - Propriedades da Unido

9.2 i x <
PI‘Op riedades das Oper acdes Bindrias Seja A um conjunto. J4 foi visto que a operagfo de unidio U:P(A) x P(A) — P(A) satisfaz as
propriedades comutativa, associativa e de elemento neutro (o qual ¢ o conjunto vazio). a

EXEMPLO 9.3 - Propriedades da Adi¢cdo

a) A operagio de adigio nos naturais +: N2> N satisfaz as propriedades comutativa,
associativa e de elemento neutro (o qual € o Zero);

b) Assim como a adi¢8o nos naturais, a adicdo nos inteiros +: 72 — 7, satisfaz as propriedades
comutativa, associativa ¢ de elemento neutro. Adicionalmente, satisfaz a propriedade de
elemento inverso. De fato, para qualquer inteiro n, basta tomar n como elemento inverso:

d) Unido. Seja A um conjunto

ualquer. A e - [
bindria interna e fechada, R operagdo U:P(A) x P(A) - P (A) ¢ uma operagéo

As principai i Oes binarias, i
principais propriedades das operacdes bindrias, internas e fechadas sio as seguintes:
*  comulativa; |

¢ associativa,
*  elemento neutro,

*  elemento inverso.

Q .?

n+n=n+n=0

[ |
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EXEMPLO 9.4 - Propriedades da Multiplicacéo

a) A operacio de multiplicagio nos naturais #: N2 - N satisfaz as propriedades comutativa,
associativa e de elemento neutro (o qual & o um);

b) Da mesma forma, a operacdo de multiplicagiio nos reais *: R2 - R também satisfaz as
propriedades comutativa, associativa e de elemento neutro. Entretanto, se for considerada a
multiplicag8io nos reais sem o zero, entio a operagdo também satisfaz a propriedade de
clemento inverso. De fato, para qualquer real X, basta tomar 1/X como elemento mverso, ou
seja (por que sem o zero?):

X#1/X=1/x*x=1 Q

9.3  Grupéides, Semigrupos, Monéides, Grupos

Uma operagfo bindria e interna @: A2 — A é um exemplo de digebra e ¢ usualmente denotada
como um par ordenado como segue:

(A, @)
Em particular, como a operacio @ ¢ interna, a dlgebra ¢ denominada de dlgebra interna. Em uma
algebra interna (A, @), o conjunto A é usualmente denominado de conjunto suporte.

Como j4 destacado, as operagSes bindrias e internas sio especialmente importantes para
Computagio e Informatica. Os tipos mais importantes de 4lgebras internas com uma unica
operagdo bindria (interna), juntamente com as suas correspondentes propriedades, sfo
brevemente apresentados na Figura 9.1. Adicionalmente, se a operagdo da lgebra for comutativa,

entdo esta é dita uma 4lgebra comutativa ou abeliana. Por exemplo, um grupdide (A, @) tal que a
operagdo ® ¢ comutativa é denominado de grupdide abeliano.

i

Grupdide v
Semigrupo v v
Mondide v v v
Grupo v v v v

Figura 9.1 Tipos de 4lgebras e as correspondentes propriedades

Consegiientemente, existe uma hierarquia entre esses tipos de algebras, como ilustrado na
Figura 9.2, a qual representa inclusbes proprias. Assim, por exemplo:

todo grupdide ¢ uma algebra interna, mas nem toda algebra interna € um grupdide;

todo grupo é um monoide (respectivamente, semigrupo, grupéide), mas nem todo
monoide (respectivamente, semigrupo, grupdide) € um grupo.

Definicio 9.4 - Grupéide, Semigrupo, Monéide, Grupo

Seja ®: A2 — A uma operagfio (bindria e interna). Entdo (A, @) é um:

a) Grupdide, se a operagio for fechada;

b) Semigrupo, se (A, ®) é um grupéide e, adicionalmente, a operagio @: A2 — A ¢ associativa;
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Universo de Todas as Algebras Internas
(uma operacéo)

Mondides
(fechada + associativa + neutro)

.

J

Figura 9.2 Hierarquia das 4lgebras internas

¢) Mondide, se (A, ®) ¢ um semigrupo e, adicionalmegte., a operagio ®:AZ2 = A satistfraz a
propriedade de elemento neutro. Neste caso, com o objetivo de destacz}r o elemento neu 0., 0
monéide ¢ freqilentemente denotado como segue (supondo que e € A ¢ o elemento neutro):

(A, @,e) |

d) Grupo, se (A, ®, e) & um mondide e, adicionalmente, a operagdo ®: A2 — A satisfaz a
propriedade de elemento inverso. ' '

Adicionalmente, se a operagio for comutativa, entdo o grupéide, semigrupo, monéide ou grupo é

dito, respectivamente:

o Grupdide Comutativo ou Grupoide Abeliano;

o Semigrupo Comutativo ou Semigrupo Abeliano;

o Mondide Comutativo ou Mondide Abeliano;

*  Grupo Comutativo ou Grupo Abeliano. o

EXEMPLO 9.5 - Grupdide, Semigrupo, Mondide: Concatenagéio )

Seja = um alfabeto néio-vazio. Considere a seguinte operagio de concatenagdo:
conc: T* x I* — X*
a qual ¢ fechada, associativa e possui elemento neutro (o qu%al éa palavr.a vazia g). Portant’(?(,iea
algebra interna (2*, conc) ¢ simultaneamente um grupdide, um semigrupo ¢ um monoide.
Adicionalmente, em geral (procure justificar):
< po é um grupo (e se o alfabeto for vazio?), .
« o ¢ uma algebra comutativa (e se o alfabeto for vazio ou unitario?). Qa

EXEMPLO 9.6 - Grupdide, Semigrupo, Mondide: Unido e Interseccdo ‘ i
Seja A um conjunto. Considere as seguintes operagSes de unido e de intersec¢do,
respectivamente:

U:PA)xP(A)=P(A) e N:P(A)xPA)—P(A)
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as quais (j4 foi visto) sdo fechadas, associativas, possuem elemento neutro (0s quais sgo,
respectivamente, os conjuntos & ¢ A) e comutativas. Ento, as seguintes 4lgebras internas s
simultaneamente grupéides abelianos, semigrupos abelianos e monédides abelianos:

(B(A),U) e (P(A),N)
Se as operagdes de unifio e de intersecgdo fossem definidas sobre todos os conjuntos,
constituiriam grup6ides? E se o conjunto A for vazio, constituem grupos? n]
EXEMPLO 9.7 - Grupéide, Semigrupo, Mondide, Grupo: Adi¢do e Multiplicacdo
Considerando as operagdes de adicdo e de multiplicaggo, as seguintes 4lgebras internas sdo

simultaneamente grupéides abelianos, semigrupos abelianos ¢ monéides abelianos (qual o
elemento neutro em cada caso?):

(N,+) e(N, =)

(Z,+)e(Z, )

R,+)e(R, =)
Adicionalmente, sdo grupos abelianos as seguintes dlgebras internas:

(Z,+)

(R, +)

(R-{0}, %) O
EXEMPLO 9.8 - Grupdide, Semigrupo, Mondide, Grupo: Unitdrio

A seguinte algebra interna ¢ simultaneamente grupdide abeliano, semigrupo abeliano, monéide
abeliano e grupo abeliano:

{=1h
supondo que a operagdo !:{#}x{#}~>{ # } € fechada, entfio é associativa, comutativa, possui
elemento neutro (o qual é o {inico elemento do suporte), possui elemento inverso (por qué?Neéa
unica com origem em { * } x{ * } & destino em {*} (por qué?).
Observe que o menor mondide (em termos do cardinal do conjunto suporte) é o unitario. Q
EXEMPLO 9.9 - Grupdide, Semigrupo: Vazio .
A seguinte lgebra interna é simultaneamente grupdide abeliano e semigrupo abeliano:
(2, 2)

sendo que a operagio vazia &: F x & — & & fechada, associativa (por qué?), comutativa e é a
Unica com origem em & x & e destino em & (por qué?).
Observe que o menor grupéide (em termos do cardinal do conjunto suporte) é o vazio. o
EXEMPLO  9.10 - Algebra Néo-Grupéide
As seguintes 4lgebras internas ndo sio grupoides (procure justificar cada um dos itens):

Subtragéo nos naturais: (N, -)

Divisdo nos reais: (R, /)

Produto cartesiano no conjunto das partes: (P(A), ), supondo A nio-vazio Q
EXEMPLO  9.11 - Algebra Néio-Semigrupo
As seguintes algebras internas sdo grupoides, mas ndo sio semigrupos, pois as respectivas
operagdes ndo sio associativas (procure justificar cada um dos itens):

Subtra¢do nos inteiros: (Z, -)

Divisao nos reais sem o zero: (R-{0},/) a

—7—
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EXEMPLO  9.12 - Algebra Néo-Monéide ) . o

a) Vazio. O semigrupo abeliano (&, @) (EXEMPLO 9.9 - Grupdide, Semlgrupo. 1Vazlcit),
claramente nfio possui elemento neutro. Lembre-se de que o elefr'lento~neutro éum e .Cl’flen 0
do conjunto suporte, e, portanto, o conjunto suporte de um mon01fie .nao pode ser va21f),

b) Adicdo e Multiplicagdo. As operagdes de adicdo e de multlpljcagao gobre COIl_]l}I‘l(';OS,
excluindo-se, respectivamente, os elementos O e 1, obviamente nfo constituem monoides,
como, por exemplo:

(N-{0}, ) e(N-{1},%)
(R-{0},+)e(R-{1},%)
EXEMPLO  9.13 - Algebra Ndo-Grupo » '
Procure justificar por que cada uma das seguintes algebras ndo ¢ um grupo:
dicdo e Multiplicacdo. o
L g adic8o nos inteiros
211\{1’ +)> multiplicagio nos reais
%

b) Unido e Intersecgdo. Seja A um conjunto ndo-vazio.
(P(A), L)
(P(A),N)

¢) Concatenagdo. Seja = um alfabeto ndo-vazio.

{=*, cong, &)

9.4 Importantes Propriedades dos Monoéides e Grupos

O seguinte teorema mostra que o elemento neutro em um mondide (e, consequenteal'lent?, o
& 30
um grupo) é tnico. De fato, o teorema, com a correspondente prova, ¢ uma generalizag o
- Seni a rova
seguinte resultado apresentado quando do estudo das Técnicas de Demonstragdo (prova p
absurdo):
0 é o unico elemento neutro da adigdo em N

Teorema 9.5 - Elemento Neutro de um Monéide é Unico B
Seja (A, ®, &) um mondide. Entdo e € A ¢ o tmico elemento neutro do monéide.
Prova: (por absurdo) . _ .
Seja (A, ®, &) um mondide. Suponha que € ndo ¢ o tnico elemento neutro. Portanto, existe um
outro elemento neutro € = €. Entfo:
= =a+e. Em
¢ como e ¢ elemento neutro, para qualquer a € A, tem-se que a=e+a=a2a
particular, para a=g, tem-se que: )
e=e+e=¢e+e (

= =a+e. Em
» como € é elemento neutro, para qualquer a €E A, tem-se que a=g+a=a+¢
particular, para a =€, tem-se que: o
e=e+e=e+g
i =e, 0 que ¢ uma
+ portanto, pela transitividade da igualdade em (1) e (2), tem-se que €=€, 0 q
contradi¢fio, pois foi suposto que €=¢€
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Assim, € absurdo supor que o elemento neutro do monéide (A, ®, e) ndo ¢ tnico. Logo, o
elemento neutro de qualquer mondide ¢ tinico. a

. O~segu1nte Teorema apresenta uma importante propriedade para os grupos, a qual generaliza
a intui¢do sobre operagdes como a adigfo nos reais (bem como nos inteiros ou racionais). Por
exemplo, sabe-se que, para a seguinte equagfio nos reais:

X+3=y+3
obtem-se X =y. Tal propriedade é usualmente denominada de cancelamento.

Teorema 9.6 - Propriedade de Cancelamento dos Grupos

Sga (A, @, e) um grupo. Entdo, a propriedade de cancelamento é satisfeita, ou seja,
simultaneamente:

a) Cancelamento a direita:
(VacANVxEA)(VYyEA) (xDa=y@a—»>x=y)
b) Cancelamento & esquerda:
(VaceA)(VxEA)(VYEA) (a®@x=a®y—>x=Y) ]
Prova:
Suponha (A, ®, e) um grupo. Para quaisquer aEA, XEA e YyEA, vale:
a) Cancelamento g direita. Suponha que X ® a=y @ a. Entfio;

X= elemento neutro
X®Pe= clemento inverso
X®((a®a)= associatividade
(x®a)®a= hip6tese
(y@a)®a= associatividade
y®(a®a)= elemento inverso
5 @e= elemento neutro

Portanto, X =y
b) Cancelamento a esquerda. A prova é andloga e é sugerida como exercicio.
Logo, a propriedade de cancelamento ¢ satisfeita. , Q
A prova do seguinte teorema é sugerida como exercicio.
Teorema 9.7 - Elemento Inverso em um Grupo é Unico
Seja (A, @) um grupo. Entfio, para qualquer aE A, o elemento inverso de a é tinico. n]

9.5 Homomorfismos

Ja foi afirmado que um homomorfismo de 4lgebras é constituido por fungdes (no caso de
algebras pequenas) que mapeiam 4lgebras de um mesmo tipo, preservando as suas estruturas. No
que segue, ¢ estudado como as estruturas de grupéides, semigrupos, monéides e grupos
(abelianos ou ndo) sio preservadas por homomorfismos.

Como homomorfismo de algebras é constituido por fungdes, seria de se esperar que 0s
conceitos de monomorfismo, de epimorfismo e de isomorfismo fossem naturalmente estendidos

1,
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para mapeamentos de 4lgebras. Entretanto, somente o de isomorfismo pode ser estendido, como
destacado na importante observagfo a seguir.

Observacio 9.8 - Monomorfismo, Epimorfismo e Isomorfismo de Algebras
O conceito de isomorfismo, baseado na existéncia de um morfismo inverso, pode ser
naturalmente estendido para as estruturas algébricas em geral, conforme ¢ destacado no texto que
segue. Entretanto, a correta extensdio dos conceitos de monomorfismo e de epimorfismo exige
nogdes e conceitos baseados em Teoria das Categorias, os quais fogem do escopo deste livro.
Assim, o leitor deve ficar atento ao fato de que nem todo monomorfismo (respectivamente
epimorfismo) entre estruturas algébricas é induzido por um monomorfismo (respectivamente,
epimorfismo) entre conjuntos. o
Duas estruturas algébricas sdo ditas isomorfas se existe um isomorfismo entre tais estruturas.
Nesse caso, as estruturas sio consideradas basicamente a mesma, ou seja, iguais a menos de
isomorfismo e, obrigatoriamente, possuem as mesmas propriedades.

9.5.1 Homomorfismo de Grupéides e de Semigrupos

Um homomorfismo de grupdides ¢ constituido por uma funggo entre os conjuntos suportes
tal que preserva a operagio no seguinte sentido (veja a Figura 9.3):

a imagem do resultado da operagfo dos operandos no grupéide origem
¢ igual ao resultado da operagfio da imagem dos operandos no grupéide destino.

homomorfismo
- EEE RN . »
A®) N\ /5 B8)
a2 \ / » b2

a3 =ai®a2

Figura 9.3 Homomorfismo de grupdides preserva a operagio

Um homomorfismo de semigrupos é como um homomorfismo de grupdides, no sentido em
que basta preservar a operag#o.
Defini¢io 9.9 - Homomorfismo de Grupdides
Sejam (A, ®) e (B, ®) dois grupdides. Um Homomorfismo de Grupdides:

h:(A, @) —(B,®)
¢ uma funcio entre os conjuntos suportes h: A— B tal que:
(Vai €A)(Vaz EA)(h(a1 ®az)=h(a1)®az)) Q

A notagdo h: (A, ®)— (B, ®) (e nio simplesmente como uma fungdo h: A— B) destaca o
fato de que se trata de um morfismo entre algebras.

Alguns homomorfismos de grupoides s3o 6bvios como, por exemplo:

e identidade;

e inclusdo.

Entretanto, nem sempre um homomorfismo € 6bvio.

———
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EXEMPLO  9.14 - Homomorfismo de Grupéides: Identidade, Inclusdo

Sejam (A, ®), (N, +) e (Z, +) grupéides. Entéio:

a) Identidade. A fungdo identidade ida: A — A induz o homomorfismo identidade de grupdides:

idae): (A @) — (A, @)
b) Inclusdo. A funcio inclusio incyn,z: N — Z induz o homomorfismo inclusdo de grupdides:
NCN,+).(2.4): (N, +) = (Z, +) Q

Observe que, no EXEMPLO 9.14 - Homomotfismo de Grupdides: Identidade, Inclusdo, os

morfismos apresentados consideram sempre a mesma operagdio. Ou seja, os termos identidade e

inclusdo consideram toda a estrutura do grupdide, e nio apenas o conjunto suporte. O seguinte

exemplo ilustra um caso em que, ao ser considerado apenas o conjunto suporte, a fungio
identidade induz um morfismo o qual nfio é um homomorfismo de grupdides.

EXEMPLO  9.15 - Morfismo Nao-Homomorfismo de Grupdides
Seja A um conjunto. Considere os grupdides (P(A), U), (P(A), N) e a fungo identidade
idp(a): P(A) — P(A). O seguinte morfismo induzido pela fungdo idp(a) ndo ¢, em geral, um
homomorfismo de grupéides:
idpa): (P(A), Uy — (P(A), ny
Considere, por exemplo, A={a, b}, sendo que P(A)={@,{a }{b},{a,b}} Em particular:
idpay{atu{b}=idp@y{a,b})={a,b}
o0 que ¢ diferente de:
idpa{aru{b)=idpy{ap) Nidpay{bP={a}N{b}=o
e, portanto, idp(a): (P(A), U)— (P(A), N) ndo preserva a operagdo. Logo, nfo € homomorfismo
de grupdides. Qa
De forma andloga, sugere-se como exercicio apresentar um caso em que uma fungfo inclusio
(no-identidade) induz um morfismo o qual nfo é homomorfismo de grupoides.
O seguinte exemplo ¢ especialmente importante no contexto da Computagio e Informatica.
EXEMPLO  9.16 - Homomorfismo de Grupdides: Concatenagéo
Sejam 21 ={a, b, c} e Zp ={r, s} alfabetos. Considere os grupdides (X1*,concy) e (Sp*, concy).
Entio:
a) A funcdo f: 34 — 2 tal que (observe que ¢ uma fungdo entre alfabetos):
Kay=r
fb)=r
flc)=s
induz (canonicamente) o seguinte homomorfismo de grupdides (observe que mapeia
palavras), o qual 6 ilustrado na Figura 9.4 (esquerda):
*:(Z1*, concy) — (So*, concy)
o qual é indutivament_e definido como segue:
f*(e)=¢
para qualquer simbolo X € 34, vale () =f(x)
se XEZ1 e WEZ1*, entlo f*(x w) = {(x) F*(w)
Por exemplo:
f*(abc)=
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f(a)f*(bc)=
f(a) fb) f*(c) =
f(a) Kb f(c) *(e) =
rrse=rrs
b) A fungdo entre alfabetos g: 22 — 24 tal que:
gn=2a
S 1 i 9.4 (direita):
induz o seguinte homomorfismo de grupoides, o qual ¢ ilustrado na Figura 9.4 :
g*: (Z2*, concg) — (1%, CONC1)

e "
Sugere-se como exercicio detalhar a defini¢io indutiva do homomorfismo g*.

I m g*\-4.>

---f* --I.

P

€
. a
: b
° C
: aa
. ab
ab >
o bb
bb -ns

Figura 9.4 Homomorfismos de grupbides induzidos por fungdes entre alfabetos

ica pides
Definicio 9.10 - Isomorfismo de Grupéi . B
Um ho‘inomorﬁsmo de grupdides h: (A, ®) — (B, ®) ¢ dito um Isomorfismo c?’e Grupou.z’es se e
somente se h possui um homomorfismo de grupdides inverso, ou seja, se cxiste um

homomorfismo de grupdides g: (B, ®) — (A, ®) tal que:
goh=idae e hog= idB,®)
17 - Isomorfismo de Grupdides
gﬁﬁ?i}uﬁ iliabito. Coisidere os grupbides (=*, conc) e (N, +). Seja:
h:2—N
uma funcdo tal que h(a)=1. Entdo h:= —Ninduz o homomorfismo de grupdides:
h*:(*, conc) = (N, +)

[

o qual ¢ indutivamente definido como segue:

h*(e)=0

h*(a)=h(a)

se WE Z*, entdio h*(aw)=h(a)+h*w)
Observe que 0 homomorfismo apresentado mapeia cada palavra no seu corresp
(nmimero de simbolos). Por exemplo:

h*(aaa)=

h(a)+h*(aa)=

h(a) +h{a)+h*(@)=

h(a) +h{a) + h(a) + h*(e)=

1+1+1+0=3

ondente tamanho
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De fato, 0 homomorfismo induzido h*: (£*, conc) — (N, +) é um isomorfismo de grupéides (qual
0 homomorfismo inverso?). Logo, (£*, conc) e (N, +) séo considerados, basicamente, o mesmo,
ou seja, iguais a menos de isomorfismo. Nesse caso, como (N, +) é abeliano, obrigatoriamente,
(=*, conc) também & abeliano. a
Observacio  9.11 - Base de Sistemas Numéricos

Desde o ensino fundamental, a base dos sistemas numéricos usualmente adotada no estudo da
Matematica € a base decimal, cuja origem estd no numero de dedos das duas maos do ser
humano. Trata-se de uma base especialmente complicada para representacdo em sistemas
computadores. De fato, o computador usa a base bindria (os dois valores possiveis de um bit: 0
¢ 1.ou qualquer outro alfabeto bindrio). Observe que, no EXEMPLO 9.17 - Isomorfismo de
Grupoides, foi apresentada uma base undria para os niimeros naturais e a correspondente
operagdo de adi¢do. O detalhamento de bases ¢ desenvolvido em estudos como Arquitetura de
Computadores e Aritmética Computacional. De forma andloga, sugere-se, como exercicio, definir
uma base bindria para os nlimeros naturais. a

Os dois teoremas que seguem estabelecem importantes resultados, a saber:

* acomposi¢io de homomorfismos de grupbides ¢ um homomorfismo de grupéides;

* homomorfismos de grupéides preservam a propriedade associativa.
Teorema  9.12 - Compeosicio de Homomorfismo de Grupoides
Sejam (A, @), (B, ®) ¢ (C, V) grupdides e f:(A,®)—(B,®) ¢ g:(B,®)—(C, V)
homomorfismos de grupéides. Entdo, o morfismo composto:
' gofi{A,@®—(C,V)
induzido pela composi¢io das fungdes f:A—B e g:B — C, ou seja, pela fungdo composta
gof:A—C, é um homomorfismo de grupoides.
Prova: .
Suponha que f: (A, ®) = (B, ®) ¢ g: (B, ®) = (C, V) sdo homomorfismos de grupéides. Como a
composi¢do de fungdes € uma fungdo, para mostrar que gof:(A,®)—(C,V)é um
homomorfismo de grupéides, basta mostrar que a composigio preserva a operagdo. Assim, para
quaisquer a1 EA e ap EA, vale:

gof(a; ®ag)= defini¢fio de composicio

g(f(a1 @ap))= f ¢ homomorfismo de grupdides
g(a1)®@Faz)) = g ¢ homomorfismo de grupbides
o(f(a1)) Vg{f(ag)y = defini¢8o de composiciio
gofar) Vgoikaz)

Portanto, gofas@ag)=gof(a;)Vgof(ap), ou seja, a operagio & preservada pelo
homomorfismo composto.

Logo, gof:(A,®)—(C, V) é um homomorfismo de grupéides. a

O seguinte teorema mostra que, em um homomorfismo de grupoides, se um dos dois
grupoides (origem ou destino) ¢ semigrupo, entdo o homomorfismo também preserva a
associatividade.

Teorema  9.13 - Homomorfismo de Grupéides Preserva a Associatividade

Sejam (A, @) e (B, ®) grupdides e f: (A, ®) — (B, ®) um homomorfismo de grupdides. Se (A, ®)
ou (B, ®) ¢ semigrupo, entdo f: (A, ®) — (B, ®) preserva a associatividade.
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Prova:
Caso 1: (A, ®) é semigrupo. Como ® ¢ associativa, para quaisquer aEA, bEA e CEA, vale:

Ha®(b@c)=H(a®b)@c)
Como f: (A, ®) — (B, ®) preserva a operagdo, vale:
a® (b@c))=K(a®b)®c)<
Ha)y®K(b@c)=K(a®b)®(c)=
f(a) ® ({b) ®f(c)) = (f(a) ® (b)) ®(c)
Portanto, preserva a associatividade;
Caso 2: (B, ®) é semigrupo. Para quaisquer aEA, bEA e CEA, vale:

fla®(b®c))= f preserva a operagio
Ha)y@f(b®@c)= f preserva a operagdo
fla)® (f(by ®f(c)) = ®¢ associativa
(Ka) ® b)) ®f(c)= f preserva a operagio
Ha®@b)®f(c)= f preserva a operagdo
a®b)®c)

L. a
Portanto, preserva a associatividade.

Portanto, um homomorfismo de semigrupos é como um homomorfismo de grupdides, no
sentido em que basta preservar a operagéo.
Definicio 9.14 - Homomorfismo de Semigrupos
Sejam (A, ®) e (B, ®) dois semigrupos. Um Homomorfismo de Semigrupos:
h:(A,@®)—(B,®)

¢ um homomorfismo de grupéides h: (A, @) — (B, ®).
Um homomorfismo de semigrupos h: (A, ®) — (B, ®) é dito um isomorfismo de semigrupos

se e somente se h possui um homomorfismo de semigrupos inverso. N '
A preservagio da comutatividade segue um raciocinio analogo ao da associatividade. Assim, a

prova do seguinte teorema ¢ sugerida como exercicio.

Teorema 9.15 - Homomorfismo de Grupéides Preserva a Comutatividade .

Sejam (A, ®) ¢ (B, ®) grupdides e f:(A, ®) — (B, ®) um homom.or.ﬁsmo de grupdides. Se (A, ®)
ou (B, ®) ¢ abeliano, entdo f:(A, ®) — (B, ®) preserva a comutatividade. Q

0

9.5.2 Homomorfismo de Mondides

Em se tratando de mapeamento de mondides, preservar a operagéo, néo necessari.amente
implica preservar o elemento neutro (sugere-se como exercicio comprovar tal fa?o). Assim, um
homomorfismo de mondides é uma fungdo entre os conjuntos suportes tal que, simultaneamente
(veja a Figura 9.5): '

¢ preserva a operagdo (como um homomorfismo de grupoides/semigrupos);

» preserva o elemento neutro.

Definicio 9.16 - Homomorﬁsnio de Monéides B
Sejam (A, @, ea) ¢ (B, ®, eg) dois mondides. Um Homomorfismo de Mondides:

h:(A,®,ea)— (B, ®, ep)
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homomorfismo

AN EEERN l . .
(A®.ep) /eA\\ G{B,@,eB)
al

» b2

b3 =b1&®b2

a2
a3 =al®a2

Figura 9.5 Homomorfismo de mondides

¢ um homomorfismo de semigrupos (ou de grupéides) h: (A, ®)— (B, ®) tal que preserva o
elemento neutro, ou seja:
h{ea)=ep Q
. Analogamente aos grupéides (ou semigrupos), um homomorfismo de mondides é um
isomorfismo de mondides se e somente se possuir um homomorfismo de monoides inverso.
EXEMPLO  9.18 - Homomorfismo: Identidade, Incluséo
Sejam (A, ®, &), (N, +, 0) e (Z, +, 0) mondides. Entio:
a) Identidade. A funcgio identidade ida: A — A induz o homomorfismo identidade de monéides:
idia@.e): (A ®,e)—> (A ®,e)
Observe que 0 endomorfismo id(a @,e) € um isomorfismo de monéides;
b) Inclusdo. A funcio inclusio incn,z: N — Z induz o homomorfismo incluso de monéides
abelianos:
INC(N, +,0),(z,+,0):{N, +,0) = (Z, +,0) u]
EXEMPLO  9.19 - Homomorfismo: Unido
Sejam A={a,b}e X={x,y, 2z} conjuntos. Considere os mondides abelianos (P(A), U, &) e
(P(B), U, &), bem como o morfismo:
h:(P(A), U, @) — (P(X), U, &)
tal que:
hN@)Y=0
h{{a})={x,y}
h{{b})={y, z}
h({a,b})={x,y,z}
Entdo, h é um homomorfismo de monéides. De fato, além de preservar o elemento neutro,
prNese,rva a operacfo. Para exemplificar a preservagfio da operacfio (Ilembre-se de que um exemplo
ndo ¢ uma prova para qualguer caso), considere o seguinte:
h{{a}u{b})=h({a,b})={xy,z}={xy}U{y,z}=h({a}) Uh({b})
e portanto, h({a}U{b})=h({a})Uh{({b})
Para este exemplo, como seria uma prova de que, de fato, h sempre preserva a operagio? [}
EXEMPLO  9.20 - Homomorfismo: Isomorfismo
Seja Z={a} um alfabeto. Considere os monéides (Z*,conc,s)e (N, +,0). Entdo, o

homomorfismo de grupéides apresentado no EXEMPLO 9.17 - Isomorfismo de Grupdides é um
isomorfismo de mondides. De fato:
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h*:(2*, conc, g) = (N, +,0)
além de preservar a operagfio (pois é um homomorfismo de grupoides), preserva o elemento
neutro, ou seja: .
h*{e)=0 0
O teorema que segue mostra que a composi¢do de homomorfismos de mondides € um
homomortfismo de mondides.

Teorema 9.17 - Composicio de Homomorfismo de Monéides
Sejam (A, ®, ep), (B, ®,eg) ¢ (C, V,ec) mondides e (A, ea)—~(B,®,ep) ¢
9:(B,®,eg)—~{(C,V, ec) homomorfismos de mondides. Entdo, o homomorfismo composto:

gof:(A,® ea)—(C,V,ec)
induzido pela composigdo das fungdes f:A—Beg:B—C, é um homomorfismo de monodides.

Prova: (direta)

‘Suponha que f: (A, ®, ea)— (B, ®,ep) e g: (B, ®,eB) = (C,V, ec) sdo homomorfismos de

mondides. Como a composi¢io de dois homomorfismos de semigrupos ¢ um homomorfismo de
semigrupos, para mostrar que g o f:(A, ®, ea)—>(C, V, ec) ¢ um homomorfismo de monoides,
basta mostrar que a composi¢do preserva o elemento neutro. De fato:

goflea)= definigdo de composicio
g{flea)) = f ¢ homomorfismo de mondides
glep)= g é homomorfismo de mondides
ec '

Portanto, g 0 K(ea) = e¢, ou seja, o elemento neutro ¢ preservado pelo homomorfismo composto.

Logo, gof: (A, ®, ea) = (C, V, ec) é um homomorfismo de mondides. Qo

9.5.3 Homomorfismo de Grupos

Um homomorfismo de grupos ¢ como um homomorfismo de grupdides, no sentido em que
basta preservar a operagfo. De fato, a seguir, prova-se que, em se tratando de grupos, ao
preservar a operagdo, automaticamente, preserva-se o elemento neutro e o elemento inverso.
Adicionalmente, como a composicio de homomorfismos de grupdides é um homomorfismo de
grupdides, a composi¢do de homomorfismos de grupos é um homomorfismo de grupos.

Por fim (e analogamente aos casos anteriores), um homomorfismo de grupos € um
isomorfismo de grupos se e somente se possuir um homomorfismo de grupos inverso.

Na prova do teorema que segue, ¢ usado o resultado do Teorema 9.6 - Propriedade de
Cancelamento dos Grupos.

Teorema 9.18 - Homomorfismo de Grupos x Elemento Neutro
Sejam (A, ®, ea) ¢ (B, ®, ep) grupos ¢ f:(A, @, ea)— (B, ®, ep) um homomorfismo de
grupdides. Entdo, f preserva o elemento neutro, ou seja:
flea)=eB
Prova:
Suponha (A, ®, ea) e (B, ®, ep) grupos ¢ (A, ®, ea)— (B, ®,eg) um homomorfismo de
grupdides. Entdo:
ea)®H(ea)=
lea@en)=

f ¢ homomorfismo de grupoides
elemento neutro de @
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flea)= . elemento neutro de ®
Kea)®ep
Portanto, {{ea) ® Kea) =f(ea) ® ep. Pela propriedade do cancelamento (2 esquerda), vale:
flea)=ep
Logo, f preserva o elemento neutro. ]

Na prova do teorema que segue, sdo usados os resultados dos seguintes teoremas:

® Teorema 9.18 - Homomorfismo de Grupos x Elemento Neutro;

® Teorema 9.6 - Propriedade de Cancelamento dos Grupos.
Teorema  9.19 - Homomorfismo de Grupoes x Elemento Inverso
Sejarrr{ (A,®,ea) e (B,®, ep) grupos e f: (A, @, ep)—(B,®,eg) um homomorfismo de
grupoides. Entdo f preserva o elemento inverso, ou seja:

(VaeA) (Ka)=1Ka})

Prova:

Suporr}ha (A, ®,ea) e (B,®,ep) grupos e f:(A,®,ep)— (B, ®,ep) um homomorfismo de
grupdides. Para qualquer a EA, vale:

fa)®Ka)= f ¢ homomorfismo de grupdides
fla®@a)= elemento inverso de @
flea)= f preserva elemento neutro
ep= elemento inverso de ®
Ka)®1(a) f ¢ homomorfismo de grupéides

Portanto, f(a) ® Ka) = f(a) ® f(a). Pela propriedade do cancelamento (2 direita), vale:

Ka)=Ha)

Logo, f preserva o elemento inverso. a

9.6 Monoéide Livre Gerado e Fecho de Kleene

J4 foi visto que:
a) Para um dado alfabeto X, a 4lgebra interna (=*, conc, £) é um mondide;
b) O conjunto Z* pode ser indutivamente definido a partir do alfabeto =, usando a opefag:ﬁo de
concatenagfo, como segue:
b.1) Base de Indugdo.
eEX*
para qualquer X EZ, vale X EX*
b.2) Passo de Inducdo.
se U e v sfio palavras de Z*, entdo a concatenacio U v € palavra de Z*
Observe que 0 mesmo raciocinio pode ser aplicado sobre um conjunto A qualquer, o qual nfo

necessariamente € um alfabeto (ou seja, ndo necessariamente é finito). Adicionalmente, no passo

de indugdo, pode-se considerar a possibilidade da palavra vazia, dado que ¢ & o elemento neutro
da concatenagio, ou seja:

seUEA* entioUc=cU=uU
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Tal construgo resulta em um tipo especial e importante de mondéide denominado de mondide
livre, no qual o conjunto suporte A* é (livremente) gerado por um conjunto qualquer A
Definicio  9.20 - Monoéide Livre, Fecho de Kleene
Seja A um conjunto. Um Mondide Livre Gerado por A ou Mondide szremente Gerado por A é
a dlgebra interna:

{A*, conc, )
em que conc: A* x A* — A* ¢ a operagiio de concatenag:ao a palavra vazia € é o elemento neutro
e o conjunto suporte A*, também denominado de Fecho de Kleene de A, ¢ indutivamente
definido como segue:

a) Base de Indugdo.

e EA*
para qualquer X €A, vale XE A*

b) Passo de Indugdo.
se U e V sdo palavras de A*, entdo a concatenagfio UV é palavra de A*
Nesse contexto, o conjunto A € denominado de Gerador. a
Portanto, para um dado alfabeto, vale:
* o conjunto de todas as palavras definidas sobre um alfabeto ¢ o conjunto suporte do
monbide livremente gerado pelo alfabeto, ou seja, o Fecho de Kleene do alfabeto;

* uma linguagem formal (como, por exemplo, Pascal) ¢ simplesmente um subconjunto do
Fecho de Kleene do alfabeto.

Em que condigdes um mondide livre gerado por um conjunto € um monoide abeliano?

EXEMPLO  9.21 - Homomorfismo: Mondides Livres

Sejam Z1={a,b,c}eZo={r, s} alfabetos. Considere os monéides (21*,00nC1, &) €

{Zp*, concy, €). Entlo:

a) Considere 0 EXEMPLO 9.16 - Homomorfismo de Grupéides: Concatenaco. Observe que 0s
homomotfismos definidos s&o homomorfismos de monéides livres (preservam a operagdo € o
elemento neutro). Os dois homomorfismos apresentados sdo (canonicamente) induzidos por
uma funcdo entre os conjuntos geradores. De fato, tal tipo de homomorfismo (induzido por
uma funcfo entre os geradores) & usual;

b) Um homomorfismo de mondides livres h:(Z1*, conc1, £) — (Zp*,CcONCp, &) ndo induzido por
uma fungdio entre os conjuntos geradores ¢ indutivamente definido como segue:

hig)=¢

Nay=rm

h{b)=rs

h(c)=ss

se XE T e WE 1 *, entfio h{x w)=h(x) h(w)
Por exemplo:

h{abc)=

h{a) h{bc)=

h(a) h{byh{ce)=

h(a) h{b) h(c) h(e) =

rrrssse=

rrrsss
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9.7 Grafos

Até o momento, todas as 4lgebras apresentadas consideram uma unica operagfio a qual ¢
definida sobre um tmico conjunto. Entretanto, freqlientemente, as algebras:
* possuem mais de uma operacio;
*  as operagBes sdo definidas sobre mais de um conjunto. Neste caso, sdo denominadas de
digebras polissortidas (do termo sorte, no sentido de género, classe ou espécie). De forma

andloga, as dlgebras definidas sobre um tnico conjunto sio denominadas de dlgebras
monossortidas .

A nogo de grafo j4 foi informalmente apresentada quando do estudo das endorrela¢des. De
fato, jé foi visto que toda endorrelagfio pode ser vista como um grafo (e conseqiientenente, como
uma algebra). Entretanto, o inverso ndo & verdadeiro: nem todo grafo pode ser visto como uma
endorrelagio (a verificagdo de tal resultado é sugerida como exercicio).

Grafos sdo especialmente importantes para Computaggo e Informatica e seu estudo & apenas
brevemente apresentado neste livro. A énfase do que segue € sobre grafos pequenos (nodos e
arcos constituem conjuntos) e direcionados (arcos possuem sentido). Um grafo pode ser visto
como uma élgebra como segue:

*  nodos e arcos sdo conjuntos sobre 0s quais as opera¢des sdo definidas. Portanto, trata-se
de uma 4lgebra polissortida;
* origem e destino sio duas operacSes unarias fechadas (nfio-internas) as quais associam,
para cada arco, o seu nodo origem e destino, respectivamente.
Definicio  9.21 - Grafo '
Um Grafo Pequeno Direcionado ou simplesmente Grafo G é uma élgebra polissortida:
G=(V, T, orig, dest)
na qual:
a) V ¢ um conjunto de Nodos ou Vertices,
b) T éum conjunto de Arcos, Arestas ou Setas; ‘
¢) orig:T—Vedest:T—V sdo operagdes totais (fungBes) denominadas Origem e Destino,
respectivamente. a
Um arco t tal que orig(ty=A e dest(t)=B é normalmente denotado por t:A - B. E usual
representar grafos na forma de diagramas (quando possivel) nos quais cada nodo é representado
por um circulo ou ponto, e cada arco, por uma seta, respeitando seus nodos origem e destino. Por
exemplo, o arco t: A— B ¢ ilustrado na Figura 9.6 (esquerda).
EXEMPLO  9.22 - Grafo
a) Arco unico. Gy ={{A, B},{t},origy, desty ), ilustrado na Figura 9.6, esquerda, onde:
orig(ty=A
dest{t)=B
b) Nodo isolado. G =({X}, 2, origs, destz), onde orige: @ —{X} e desto: @ —{X } sdo
fungdes vazias, como ilustrado na F igura 9.6, centro;
) Arcos paralelos. Gz = (1,2} {r,s,t,u,v}, 303, 313), como ilustrado na Figura 9.6, direita.
Dois arcos sdo ditos paralelos se possuem os mesmos nodos origem ¢ destino. Note-se que r,
8 ¢ 1 sdo arcos paralelos, assim como U e V. a
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oo =0=!

Figura 9.6 Grafos

Muitas publicacdes consideram que um grafo ndo pode possuir arcos paralelos. Se tal ocorrer,
a estrutura é considerada um multigrafo.

Analogamente s algebras monossortidas apresentadas, um homomorfismo de grafos deve
preservar a estrutura dos grafos, ou seja, ao mapear os nodos e arcos, deve preservar as
operagdes de origem e de destino. Portanto, o mapeamento qe um arco deve ser de acordo com o
mapeamento dos seus correspondentes nodos origem e destino.

Defini¢cio 9.22 - Homomorfismo de Grafos
Sejam G1=(V1, T1,0rigy,desty) e Go=(Va, To,0rigs, desto) grafos. Um Homomorfismo de
Grafos:

h:G1— G2

¢ um par de fungdes:
h=(hy, hr)
onde:
hy:Vi—=Vas e hrTi—=T2
sfo tais que (sendo "o" a composicio de fungdes):
origgoht=hyoorigy e destaohr=hyodesty Q
EXEMPLO  9.23 - Homomorfismo de Grafos
Suponha os grafos:
G1={A, B,C}L{r,s,t}, origy, desty)
G2={1,2,3},{a,b,c,d,e} origs, desto)
ilustrados na Figura 9.7. Note-se que 0 homomorfismo de grafos:
h=¢hy,ht): Gy — G2
ilustrado na mesma figura, preserva origem e destino dos arcos (existe mais algum homomorfismo
de grafos de G para G2? Existe pelo menos um morfismo de G para Gi1? Por qué?). 3

Teorema  9.23 - Composi¢cio de Homomorfismos de Grafos .
Sejam G1=(V1,Tq,0rigq,dests), Go2=(Va, T2, 0rigo, desto) e Ga =~<V3, T3, origs, dests)
grafos ¢ f:G1— Gz e g: G 2— G3 homomorfismos de grafos. Entdo, o homomorfismo
composto:
gof:G1—=Gs

tal que g o f={(gy o fy, g7 o fr), & um homomorfismo de grafos.
Prova: - (direta)
Seja t: A— B arco do grafo G1. Entdo:

t:A—»>Béarcode Gy = _

fr(t): fy(A) — fy(B) ¢ arco de G, pois f ¢ homomorfismo de grafos =

gTr(®): gv(fv(A)) = gv(fv(B)) ¢ arco de Ga, pois g é homomorfismo de grafos

Logo, gof é homomorfismo de grafos.
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Figura 9.7 Homomorfismo de grafos preserva origem e destino

9.8  Categorias

Em um primeiro momento, a Teoria das Categorias pode ser vista como uma generaliza¢io
da algebra de funcdes. Nesse contexto, claramente, a principal operagéo sobre fungdes ¢ a de
composi¢io. Na realidade, uma Categoria ¢ uma estrutura abstrata, constituida de objetos e setas
entre os objetos, com uma propriedade fundamental que € a composicionalidade das setas. Por
exemplo, objetos e setas podem ser conjuntos e fungdes. Alguns exemplos de categorias séo
ilustrados na Figura 9.8.

Em uma categoria, qualquer modificagdo sobre os objetos, as setas ou a composi¢do resulta
em uma nova categoria. Por exemplo, na primeira categoria da Figura 9.8, a substituicdo das
fungdes (totais) por fun¢Bes parciais resulta em uma nova categoria (conjuntos e fungdes
parciais), com diferentes propriedades. Como ilustragdo, nesse caso, um simples produto
cartesiano (generalizado categorialmente) de dois conjuntos ¢ diferente nas duas categorias.

E importante observar que as nogdes de objeto, seta ¢ composigio nio necessariamente
possuem estruturas que lembrem as usadas na Teoria dos Conjuntos. Por exemplo, no caso de
um conjunto parcialmente ordenado visto como uma categoria, os objetos ndo possuem qualquer
estrutura (um objeto € um elemento de um conjunto), as setas sfo pares de elementos, e a
composicdo ¢ dada pela transitividade da relaggo.

Adicionalmente, uma mesma estrutura pode constituir uma categoria por si s, ou ser objeto
de uma categoria, como nos dois casos referentes aos conjuntos parcialmente ordenados
ilustrados na Figura 9.8 (fungdes monotdnicas, ou seja, fungdes que preservam a estrutura de
ordem dos conjuntos, sfo formalmente apresentadas em capitulo subseqiiente). Assim, a
categoria dos conjuntos parcialmente ordenados pode ser vista como uma categoria de categorias
(ou seja, uma categoria cujos objetos sdo conjuntos parcialmente ordenados vistos como
categorias).

Teoria das Categorias e Ciéncia da Computagdo nfo sé possuem muito em comum como s3o
enriquecidas mutuamente a partir de visdes e abordagens de um campo sobre o outro. Entre as
diversas caracteristicas da Teoria das Categorias que motivam o seu uso na Computacdo, destaca-
se a expressividade de suas construgdes conforme é explicitamente destacado nas Diretrizes
Curriculares do MEC para Cursos de Computagfo e Informatica, como segue:
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Conjuntos e Fungdes

fungdes (totais)

np
composi¢io de funcdes

conjuntos
Figuras figuras transformagdes de construtor de
figuras transformagOes
“complexas”
Um Programa tipos de dados operagdes construtor de operagdes
Funcional nfo-primitivas
Espacos Vetoriais espagos vetoriais transformacgdes composi¢do de .
lineares transformagdes lineares
Grafos grafos homomorfismo de composicdo de
grafos homomorfismo de grafos
Logica proposicdes provas transitividade das provas
Uma Mdquina de estados transigdes construtor de
Estados computacdes
Conjuntos conjuntos fungdes monotdnicas | composicdo de fungGes
Parcialmente parcialmente monotonicas
Ordenados ordenados . ;
Um Conjunto elementos do pares da relagio de transitividade da relagdo
Parcialmente conjunto ordem parcial de ordem parcial
Ordenado

Figura 9.8 Exemplos de categorias

Teoria das Categorias possui construgdes cujo poder de expressdo ndo posszfi, em geral,
paralelo em outras teorias. Esta expressividade permite formalizar idéias n'mzs complexas
de forma mais simples, bem como propicia um novo ou melhor entefza’zmento das .
questBes relacionadas com toda a Ciéncia da Computagdo. Como Teoria das Categorias
é uma ferramenta nova, para exemplificar, vale a pena estabelecer um paralelo com a

linguagem Pasca

No que segue, apenas o conceito de categ
propriedades e aplicagdes ndo ¢ objetivo dest
(eventualmente grande) no qual os arcos sé

oria (como 4lgebra) ¢ apresentado. O estudo de suas
a publicagio. Uma categoria ¢ basicamente um grafo
o componiveis, formando caminhos, e cada nodo

possui um endoarco especial, com um significado de identidade.

Definiciio 9.24 - Categoria
Uma Categoria C é uma &lgebra polissortida:

C =(Obg, Morc, orig, dest, v, o)

onde:

a) Obg ¢é uma colegdo de Objetos;

b) Morg é uma colecdo de Morfismos ou Setas;
¢) orig:Morg — Obc e dest: Morg — Obg sdo ope
Origem e Destino, respectivamente. Um morfismo f de

¢ usualmente denotado por:

f:A—B

I: Teoria das Categorias estd para a Teoria dos Conjuntos assim como
Pascal estd para a linguagens Assembler.

ragbes fechadas e totais denominadas
Morc tal que orig(f) =A e dest(f)=B
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d) o:(Morg )2 — Morg é uma operagéio denominada Composigdo tal que cada par de Morg2:
(:A—=B,g:B—C)
¢ associado a um morfismo:
gof:A—=C
A operacdo de composico deve satisfazer a propriedade associativa, segundo a qual, para
quaisquer morfismos :A—B, g:B—->Ceh:C—D de Morc, vale:
(hog)of=ho(gof)
¢) 1:0bg — Morc é uma operagdo denominada Identidade tal que cada objeto A de Obg ¢
associado a um morfismo freqiientemente denotado como segue:
tatA— A
A operac¢do identidade deve satisfazer a propriedade da identidade, segundo a qual, para
qualquer morfismo f: A — B em Morg, vale:
foipa=1gof=f o
EXEMPLO  9.24 - Categoria Set
A categoria Set ¢ tal que possui todos os conjuntos como objetos, todas as fungSes (totais)
como morfismos, e as operagdes categoriais de composi¢io e identidade sdo dadas pela
composigio de fungBes e pela fungio identidade de cada conjunto, respectivamente. Ou seja:
Set=(Obset, Morset, orig, dest, 1, 0)
a) Obset ¢ a colegdo de todos os conjuntos;
b) Morset ¢ acolecfio de todas as fun¢des (totais);
©) orig:Morset — Obsegt ¢ dest: Morset — Obset sdo tais que, para qualquer fungfo f com
dominio em A e codominio em B, vale orig(f) = A e dest(f)=B
d) o:(Morset)2— Morset ¢ a operagdo de composi¢do de fungdes a qual, como ja foi
verificado, é associativa;
¢) 1:Obset—Morset ¢ a operago identidade, segundo a qual cada conjunto A & associado a
fungdo identidade ida: A — A, ou seja:
A) = ida Q
EXEMPLO  9.25 - Categoria Mon
A categoria MOR ¢ tal que possui todos os monéides como objetos, todos 0os homomorfismos de
mondides como morfismos, e as operagdes categoriais de composicdo ¢ identidade sio dadas pela
composico de homomorfismos de mondides ¢ pelo homomorfismo identidade de cada monoide,
respectivamente. De forma analoga, pode-se definir as categorias constituidas por:
*  grupdides e correspondentes homomorfismos;
*  semigrupos e corrrespondentes homomorfismos;
*  grupos e corrrespondentes homomorfismos. ]
EXEMPLO  9.26 - Categoria GF
A categoria BF ¢é tal que possui todos os grafos como objetos, todos os homomorfismos de grafos
como. morfismos, e as operagdes categoriais de composi¢dio e identidade sio dadas pela
composi¢do de homomorfismos de grafos e pelo homomorfismo identidade de cada grafo,
respectivamente. Q
EXEMPLO  9.27 - As "Menores" Categorias
As "menores” categorias em termos do nimero de objetos e de morfismos sdo as seguintes:
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a) Categoria Vazia. A menor categoria é a categoria que ndo possui objetos nem morfismos.
Formalmente, é dada pela seguinte Algebra (procure justificar cada componente):
(2, 2,3, 0,3, D)
b) Categoria 1. A categoria com somente um objeto ¢ um morfismo (no caso, o morfismo
o . L . da);
identidade desse objeto) & ilustrada na Figura 9.9 (esquer 3 ' ' -
¢) Categoria 1+1. A categoria com dois objetos e dois morfismos (identidade) € ilustrada na

Figura 9.9 (centro); o . ’
d) Categoria 2. A categoria com dois objetos e trés morfismos (sendo dois identidade) é

e a
ilustrada na Figura 9.9 (direita).

Figura 9.9 As "menores" categorias

No exemplo acima, é importante observar que, em qilalquer da§ categorias, 0S ob]be'txvz 3:
morfismos ndo necessariamente séo conjuntos, nem fupgoes, respgcttvamepte'. Qom rcl)h o ina o de
reforgar essa idéia, o exemplo a seguir introduz uma "visao categorial” da historia conhec
"os trés porquinhos e o lobo mau".

EXEMPLO  9.28 - Categoria (Trés Porquinhos e o Lobo Mau) A -
A hist6ria "os trés porquinhos ¢ o lobo mau" pod§ ser interpretada como: os trés porql(lil ucr)rs1 ' 015,
P> e P3, o lobo mau L e os morfismos com origem no lobo n}au e destmofem ca izenﬁdade
porquinhos (o lobo persegue cada um dos porqulrihos), além dos m.or~ 1s"morlsqal g
(interpretados como "outra atividade qualquer que néo envolve perseguico"). e
constitui uma categoria a qual é ilustrada na Figura 9.10.

Figura 9.10 Categoria "os trés porquinhos e o lobo mau"
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9.9 Exercicios ¢) X éum alfabeto tal que #2=2. }
Exercicio 9.6 A operacfo de unifio definida sobre todos os comjuntos constitui um v ‘
Exercicio 9.1  Considere o EXEMPLO 9.1 - Operagdo. Para quais operagdes | grupdide? Analogamente para a operag#o de intersecgdo? ‘
exemplificadas faz sentido verificar se satisfaz as propriedades comutativa, associativa, de | Dica: a classe de todos os conjuntos constitui um conjunto? !

elemento neutro e de elemento inverso? Exercicio 9.7  Verifique se as seguintes algebras internas sfo grupdides. Justifique a sua

Exercicio 9.2  Considere a Observagio 9.3 - Elemento Neutro & Esquerda ¢ 4 Direita. resposta:
Apresente uma outra operagio (diferente da divisdo) que satisfaga a propriedade de elemento

a) Subtragio nos seguintes casos:
neutro ou a esquerda ou & direita, mas ndo ambas.

_ ! . , N9 (2 RS
Exercicio 9.3  Seja A={a,b,c}. Considere a operagfio interna @:A2 — A definida pela

. . . . . ivisd intes casos:
tabela ilustrada na Figura 9.11. Verifique e justifique se a operacdo satisfaz cada uma das b) Divisdo nos seguintes ¢

seguintes propriedades: R,y (R-{0},/) (N-{0}DIV)

a) Fechada; sendo DIV a divisdo inteira (por exemplo, 7 DIV 2 =3)

b) Associativa; ¢) Produto cartesiano no conjunto das partes (P(A), x) nos seguintes casos:

c) Elemento neutro; ) A étal que #A=0

d) Elemento inverso;, g A ¢ tal que #A =1

e) Comutativa. A é tal que #A>1
@ I a b c Exercicio 9.8  Justifique por que cada uma das seguintes dlgebras #do é um semigrupo:
a la a a a) Subtragdo nos inteiros: (Z, -) ’
b Ja b a b) Divisdo nos reais sem o zero: {R-{0},/) o
% a a ¢ Exercicio 9.9  Considere a operagdio {) em R definida por: '

Figura 9.11 Operagfio interna Xy =ax+by+cxy

onde a, b e ¢ sio numeros reais dados. Determine as condigdes para @, b e ¢ de modo que (R, §)

Exercicio 9.4  Considere uma determinada operagiio interna ®: A2 — A ¢ a correspondente : ..
constitua um mondide.

dlgebra (A, ®). Freqiientemente & conveniente representar a operagio na forma de tabela, também _ . ) ) . |
denominada de #dbua, analogamente ao caso ilustrado na Figura 9.11. Neste caso, uma série de Exercicio 9.10 Relativamente a0 um monéide cujo conjunto suporte ¢ unitério ({+},1)
propriedades pode ser inferida simplesmente analisando a tdbua. Para cada uma das seguintes sendo que a operagdo I:{* }x{x*}—={#} étal que * !+==, responda: ‘
propriedades, qual a correspondente analise da tabua que deve ser realizada? a) O mondide € abeliano? i
a) Fechada; b) Por que este ¢ o menor mondide em termos de numero de elementos do conjunto suporte? i
b) Elemento neutro; Exercicio 9.11 Justifique por que sdo grupos abelianos as seguintes algebras internas: - }\
¢) Elemento inverso; a) (Z,+) ‘ T, /
d) Comutativa. b) (R,+) - o i
No caso especifico do elemento neutro (analisando a tdbua): c) (R-{0},*) . ‘
€) Procure concluir a razdo da sua unicidade. d) ({*},!) (ver exercicio acima)

Dica: suponha que o elemento neutro nfio ¢ unico ¢ analise a tdbua, considerando que o Exercicio 9.12 Suponha A um conjunto nfo-vazio. Justifique por que no sio grupos as

elemento deve ser neutro & esquerda e a direita. seguintes algebras internas:
Exercicio 9.5  Seja = um alfabeto. Considere o grupéide (=*, conc), sendo que a operagio a) (N,+)
de concatenagdo ¢ tal que: b) (R, *)
CONC: T# x T* — 3% : ) (P(A),U)

Para cada um dos seguintes casos, verifique qual o correspondente tipo da 4lgebra interna, bem d) (P(A). ) ) N . S
como se é abeliana (justifique a sua resposta): Exercicio 9.13 Considere a 4lgebra interna (R, ®), sendo que a operago @ é definida por:
a) = éum alfabeto vazio; X@y=x-y+3

b) Z ¢ um alfabeto unitério; Mostre que (R, @) ndo é um grupo comutativo.

L. -




e e e
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Exercicio 9.14 Ja foi afirmado que a Algebra de Fungdes, constituida por todas as fungdes e
a operacdo de composicdo de fungBes, ¢ uma algebra grande e, portanto, ndo ¢ um grupdide,
Entretanto, observe que as 4lgebras de fungdes abaixo sfo pequenas. Para cada caso, verifique o
correspondente tipo de dlgebra de fungdes:

a) Algebra constituida por todas as endofungdes sobre JJ;
b) [’\lgebra constituida por todas as endofungdes sobre um conjunto finito e ndo-vazio A;
¢) Algebra constituida por todas as fungdes definidas sobre dois conjuntos finitos A e B.
Exercicio 9.15 A tabela-verdade ilustrada na Figura 9.12 apresenta as 16 possiveis
operagdes bindrias internas e fechadas (conetivos) sobre o conjunto {F, V }. Algumas dessas
operagdes sdo especialmente importantes, como:

b conjungéo

h  disjuncdo

n condigdo

i bicondicdo
P tautologia
a  contradi¢do
g EXOR

o NAND

i

NOR (abreviatura dos termos em inglés not e or)

Na tltima linha da tabela, o simbolo ¢ indica operagdes associativas. Claramente, todas as
operagdes da tabela constituem um grupéide sobre { F, V }. Verifique e justifique:

a) Quais sfo semigrupos?
b) Quais sdo mondides?
¢} Quais sdo grupos?

miim < I<
m< M I<

mimm <

MM |< (M

mim < |I<

MM |m o [m
n|<|m |m
< <
T < |I< |
T < <
<|m|([m |m
< |n|m|<
< [7|< |m
< [nI< <
< [<|m ™
<I<im <
< [< < [
< K IK< <

Figura 9.12 Conetivos possiveis

Exercicio 9.16 Considere o Teorema 9.6 - Propriedade de Cancelamento dos Grupos.
Desenvolva a prova referente ao cancelamento a esquerda.

Exercicio 9.17 Considere o Teorema 9.7 - Elemento Inverso em um Grupo é Unico.
Desenvolva a correspondente prova.

Dica: use a propriedade de cancelamento dos grupos.

Exercicio 9.18 Para cada um dos seguintes casos, verifique se existe e, neste caso, detalhe
como seria um homomorfismo de grupdides, dado que:
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a) O conjunto suporte do grupdide origem é vazio;
b) O conjunto suporte do grupdide destino é vazio;
¢) O conjunto suporte do grupdide origem & unitario;
d) O conjunto suporte do grupdide destino ¢ unitario.
Exercicio 9.19 Analogamente ao EXEMPLO 9.15 - Morfismo Néo-Homomorfismo de
Grupoides, apresente um caso em que uma fungfo incluséo (ndo-identidade) induz um morfismo
o qual nfio é homomorfismo de grupdides.
Exercicio 9.20 Suponha os alfabetos =q={a,b,c}eX2={r,s} Seja g:Z2 >2Z1 uma
fungfo tal que:
gih=a e gs)=b
Detalhe a definigo indutiva do seguinte homomorfismo de grupéides induzido pela fungéo g:
g*: (Zo*, conca) — (21 *,concy)
Exercicio 9.21 Relativamente ao EXEMPLO 9.17 - Isomorfismo de Grupdides:
a) Mostre que o homomorfismo h*:(Z*, conc) — (N, +) possui inverso.
b) Defina uma base bindria (na forma de um isomorfismo de grupoides) para os numeros
naturais.
Exercicio 9.22 Desenvolva a prova do Teorema 9.15 - Homomorfismo de Grupdides
Preserva a Comutatividade.
Exercicio 9.23 Mostre que um homomorfismo de grupdides entre dois monoides ndo
necessariamente preserva o elemento neutro.
Exercicio 9.24 Considere 0 EXEMPLO 9.19 - Homomorfismo: Unido. Como seria uma
prova de que, de fato, o morfismo h sempre preserva a operagéo?
Exercicio 9.25 Verifique se o morfismo abaixo determina um homomorfismo entre as
algebras (e, neste caso, de que tipo de dlgebra):
f:{Z, =y (Z, %)
dada por f(x) =x2, sendo (Z, *) o mondide multiplicativo dos inteiros.
Exercicio 9.26 Em que condigdes um monodide livre gerado por um conjunto ¢ um mondide
abeliano?
Exercicio 9.27 Descreva em palavras o conjunto suporte do mondide livre gerado
(N*, conc, &).
Dica: o suporte néo é o conjunto gerador N.
Exercicio 9.28 Considere os mondides livres (£1*,00Nncq, &) e (Z2*,00NCy, ¢), sendo que
S1={a}e2»={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Entéo:
a) Apresente um homomorfismo de (Z2*, concz, &) para (Z1*,concy, &);
b) Defina indutivamente o homomorfismo de monéides canonicamente induzido pela seguinte
fungio entre os conjuntos geradores:
21 —=32
dada por f(a) =0
Exercicio 929 Sejam Z1={a,b}eZ2={X,y,z}. Considere os mondides livres
(Z1* concy, €) e (T2*, concy, €). Entdo:
a) Defina indutivamente o homomorfismo de monéides canonicamente induzido pela seguinte
fungfio entre os conjuntos geradores:
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f:34 =3
dadaporf(a) =xef(b)=y
b) Apresente um homomorfismo entre os dois mondides o qual ndo é induzido por uma funcio
entre os conjuntos geradores.
Exercicio 930 Sejam A={a},B={a, b}eC={0, 1, 2}. Defina as seguintes relagdes
como grafos, explicitando todas as componentes das correspondentes algebras:
a) J:A—=A
b) (B, =), dado que = ¢ definida por {(a, a), (b, b)}
¢) (C, <), dado que < & definida por {{0, 1), {0, 2), (1, 2)}
d) R:C—Ctalque R={{0, 2), (2, 0), (2, 2)}
Exercicio 9.31 Relativamente aos grafos (o termo “menor” grafo refere-se ao grafo com o
menor niimero possivel de nodos e arcos):
a) Qual € o0 "menor" grafo?
b) Qual o “menor” grafo sendo que o conjunto de nodos & N?

Exercicio 9.32 Por que nem todo grafo pode ser visto como uma endorrela¢io?

Dica: ¢ possivel definir uma endorrelagfio para a qual o correspondente grafo possua dois
ou mais arcos distintos com o mesmo nodo origem ¢ destino?

Exercicio  9.33  Considere os grafos G1 e Gy ilustrados na Figura 9.7:

a) Defina um homomorfismo de grafos de Gy para Go diferente do ilustrado;
b) Existe pelo menos um homomorfismo de grafos de Gp para G1? Justifique a sua resposta.

Exercicio 9.34 Para um grafo G qualquer, qual seria o seu correspondente homomorfismo
identidade?

Exercicio 9.35 Defina formalmente, detalhando as correspondentes seis-uplas, as
"menores" categorias ilustradas na Figura 9.9.

Exercicio 9.36 Para determinadas condiges, entende-se por "menor" categoria aquela que
possul o menor nimero de objetos ¢ de morfismos tal que satisfaz s condicSes dadas. Assim,
represente diagramaticamente:

a) A "menor" categoria com 3 objetos denotados por A, Be C
b) A "menor" categoria com 3 objetos A, B e C que possua, pelo menos, os morfismos f:
A—-B,gB—-Ceh:A—=C
¢) A "menor" categoria com trés objetos A,Be C que possua, pelo menos, os morfismos f:
A—=B,g:B—C ¢ h: C— A. Compare com a solugio do item acima (note-se que a
diferenga estd no morfismo h).

Exercicio 9.37 Considere todos os paises da América do Sul como objetos e a relagio “faz
fronteira com” como morfismos. Supondo que um pais faz fronteira consigo mesmo, tal
construgfo constitui uma categoria?

Exercicio 9.38 Detalhe como um conjunto parcialmente ordenado pode ser visto como uma
categoria.

Exercicio 9.39 Construa formalmente a Categoria dos Conjuntos das Partes de {a, b},
denotada por 212 b}, na qual:

Objetos: todos os conjuntos de 2{a b}
Morfismos: todas as fungdes inclusio sobre os objetos acima.

10 Reticulados e Algebra Booleana

Este capitulo d4 continuidade ao estudo de 4lgebra, mas em um contexto mais abstrato,
motivado pelo estudo realizado no Capitulo 3 - Algebra de Conjuntos, quando foi destacado que
a correlagio direta existente entre Logica ¢ Algebra de Conjuntos ndo era casual. De fato, ambas
80 um caso particular de uma algebra abstrata denominada Algebra de Boole ou Algebra
Booleana, originalmente apresentado por George Boole (1815-1864) em 1854.

Uma particularidade das Algebras Booleanas comparativamente com aquelas apresentadas
anteriormente é o fato de que relagdes de ordem sZo fundamentais. Com o objetivo de enfatizar a
importincia das relagbes de ordem neste contexto, inicialmente ¢ apresentado o conceito de
reticulado como um conjunto parcialmente ordenado e, somente ap6s, como uma estrutura
algébrica. Reticulados sfo usados para definir Algebra Booleana.

Reticulados e Algebras Booleanas sdo especialmente importantes no contexto da Computagdo
e Informatica, bem como na Engenharia e ciéncia em geral. Em particular, as seguintes aplicagdes
sdo destacadas:

*  primitivas para programacdo concorrente,

*  circuitos logicos ou redes logicas.

Inicialmente, lembre-se de que uma endorrelagio R: A — A é uma Relagcdo de Ordem Parcial
Ampla ou simplesmente Relagdo de Ordem Parcial se R € reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Dada uma relagdo de ordem (A, R), as seguintes denominagdes s3o usuais:

* A ¢ um conjunto parcialmente ordenado ou simplesmente conjunto ordenado,

eventualmente abreviado por ¢.p.o.;

* A éum poset (do inglés, partially ordered sef).

Lembre-se, também, de que toda relagiio de ordem pode ser representada na forma de um
grafo e, em particular, na forma de um diagrama de Hasse, no qual é usual omitir as arestas que
podem ser deduzidas pelas propriedades transitiva e reflexiva (eventualmente, também é comum
usar arestas ndo-orientadas), como ilustrado no seguinte exemplo, anteriormente apresentado.
EXEMPLO  10.1 - Relacdo como Grafo x Diagrama de Hasse
Considere o conjunto parcialmente ordenado ({1,2,3},=) sendo que a relagdo < ¢ dada pelo
seguinte conjunto:

{{1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,8),(1,3)}
Assim, a relagdo de ordem & representada na Figura 10.1, como grafo (esquerda) e como diagrama
de Hasse no qual as arestas podem ser orientadas (centro) ou n#o-orientadas (direita - observe
que os elementos sdo dirigidos de baixo para cima). Q

@ﬂ.'};}'1.2 .

e N ——

Figura 10.1 Relac8o: Grafo (esq.) x Diagrama de Hasse orientado (centro) ¢ nfio-orientado (dir.)
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10.1 Limitantes de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Antes de apresentar o conceito de reticulado como relagfio de ordem, € necessario apresentar a
nogdo de limitante de um par de elementos de uma relagdio de ordem parcial. Resumidamente,
para uma dada relagdo de ordem parcial e para um par de elementos do conjunto em questdo,
definem-se:

*  limitante inferior: elemento da relaggo de ordem que antecede os dois elementos do par

considerado;

*  limitante superior: elemento da relagdo de ordem que sucede os dois elementos do par

considerado.

Claramente, limitantes inferiores e superiores, se existem, nfo necessariamente s30 1inicos.
Neste contexto, para Computagdo e Informatica, sio especialmente importantes o maior
limitante inferior € o menor limitante superior, também denominados de produto e de soma,
respectivamente.

Outro limitante importante no estudo que segue é o de menor elemento e o de maior elemento
de uma relagfo de ordem parcial, também denominados de elemento inicial e de elemento terminal,
respectivamente. O significado de tais elementos é o sugerido pela propria denominagdo e pode
ser resumido como segue:

*  menor elemento: elemento da relagdo de ordem que antecede qualquer outro elemento do
conjunto;

*  maior elemento: elemento da relagio de ordem que sucede qualquer outro elemento do
conjunto.

Os conceitos de soma ¢ de produto sfo definidos para pares de elementos da relagdo de
ordem, induzindo operagdes bindrias. Entretanto, poderiam ser generalizados para seqiiéncias de
elementos de qualquer tamanho, inclusive tamanho zero (seqiiéncia vazia), quando os conceitos
de soma e de produto coincidem com os de menor e de maior elementos, respectivamente. Ou
seja, elementos inicial e terminal correspondem i soma e ao produto de zero elementos,
respectivamente. A generalizago desses conceitos e a discussdo detalhada dessa observacio néo
serdo realizadas, pois fogem do escopo deste capitulo.

O leitor atento ji deve ter percebido que a soma e o produto s&o conceitos duais, bem como
0s clementos inicial e terminal. Tal fato fica claro ao longo desta se¢fo.

Defini¢do  10.1 - Limitante Inferior, Limitante Superior, Produto, Soma
Sejam (P, R) uma relagfio de ordem parcial, aEP e b €P. Um elemento pEP é dito:

a) Maior Limitante Inferior, Produto ou Infimo de @ e b se, simultaneamente:

a.l) p ¢ limitante inferior de a e b, ou seja:
pRa e pRb

a.2) p sucede os demais limitantes inferiores de a e b, ou seja:
(Vg€ P)(q ¢ limitante inferior de a e b—qR p)
b) Menor Limitante Superior, Coproduto, Soma ou Supremo de a e b se, simultaneamente:

b.1) p ¢ limitante superior de a e b, ou seja:
aRp ¢ bRp

b.2) p antecede os demais limitantes superiores de a e b, ou seja:

(Vg€ P)(q ¢ limitante superior de ae b—pRq) a

e |
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Para uma dada relagdo de ordem parcial (P, R}, o produto e a soma do par de elementos ae b
sfio usualmente denotados como segue, respectivamente:
produto: axb
soma:a+b
Como serd visto adiante, existe uma estreita relagfio entre produto e soma com operagdes da
Loégicaeda Algebra de Conjuntos, justificando as seguintes notagdes, as quais sfo usuais:
produto: anbouanb
soma:avbouaUb
EXEMPLO  10.2 - Produto e Soma: Cadeia
Considere o conjunto parcialmente ordenado ({1, 2, 3}, =) ilustrado na Figura 10.1. Observe que
se trata de uma cadeia (a relagfo 6 conexa). Entdo:
a) Para o par de elementos 1 ¢ 2:
1=1x2 (produto);
2=1+2 (soma).
Analogamente, para o par de elementos 1 ¢ 3:
1=1x 3 (produto);
3=1+3 (soma).
De fato, em uma cadeia, qualquer par de elementos possui soma e produto (por qué? Neste
caso, qual a soma e qual o produto?);
b) Para o par de elementos (repetidos) 2 e 2:
2=2x 2 (produto);
2=2+2 (soma).
De fato, em um conjunto parcialmente ordenado, para qualquer par de elementos repetidos, o
elemento repetido serd simultaneamente produto e soma (por qué?). a
Deve ficar claro que as nogdes de “inferior” e de “superior” sdo definidas em relacfio aos pares
ordenados da relagdo de ordem R considerada. Ou seja, tais nogdes refletem as nogdes “antecede”
e “sucede” em relacdo a R, respectivamente.
Defini¢io 10.2 - Menor e Maior Elementos, Elementos Inicial e Terminal
Sejam (P, R) uma relagio de ordem parcial. Um elemento p € P ¢ dito:
a) Elemento Inicial ou Menor Elemenio da relagio de ordem, se:

(VaeP)(pRa)

b) Elemento Terminal ou Maior Elemento da relagio de ordem, se:

(VaeP)(aRp) O

Em uma relacfio de ordem parcial, 0 menor e o maior elementos, se existem, sio usualmente
denotados pelos digitos O ¢ 1 ou, alternativamente, pelos simbolos L e T, respectivamente.

EXEMPLO  10.3 - Inicial e Terminal: Cadeia
Considere o conjunto parcialmente ordenado ({1, 2, 3}, <) ilustrado na Figura 10.1. Entfo:

1 ¢é elemento inicial (menor elemento);

3 ¢ elemento terminal (maior elemento).
De fato, uma cadeia finita e nio-vazia sempre possui elementos inicial e terminal (por qué? E se a
cadeia for infinita?). : Q
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Eventualmente, o elemento inicial pode coincidir com o elemento terminal, como ilustrado no
seguinte exemplo. Nesse caso, tal elemento também € denominado de elemento zero.

EXEMPLO  10.4 - Elemento Zero
Considere o conjunto parcialmente ordenado ({a}, =) (como seria o correspondente diagrama de
Hasse?) o qual € uma cadeia e, portanto, ¢ um reticulado. Nesse caso:
a ¢ elemento inicial;
a ¢é elemento terminal.
Portanto, a ¢ um elemento zero. a

Observacgio 10.3 - Dualidade: Produto x Soma; Inicial x Terminal

Como ja comentado, as no¢des de produto e de soma sfo conceitos duais, ou seja, um produto
(respectivamente, uma soma), em uma relacéo de ordem parcial, sera uma soma (respectivamente,
um produto) na correspondente relagdo dual.

O mesmo raciocinio também ¢ valido para os elementos inicial e terminal: Como ilustracéo,
dualizando a relagio ({1,2,3}, <), ou seja, considerando o conjunto parcialmente ordenado
({1,2,3},=)
a) Compare com o EXEMPLO 10.2 - Produto e Soma: Cadeia:

2=1x2 (produto);

1=1+2 (soma);
b) Compare com 0 EXEMPLO 10.3 - Inicial e Terminal: Cadeia:

1 é elemento terminal;

3 ¢ elemento inicial.
Qual o conceito dual de elemento zero? Qa

Considerando a observagio acima e antecipando resultados, os conetivos A € v, bem como as

operagdes entre conjuntos M e U, também sfo conceitos duais, assim como os valores-verdade V
e F, bem como os conjuntos vazio ¢ universo.

EXEMPLO  10.5 - Soma, Produto, Inicial e Terminal: Conjunto das Partes

Considere o conjunto A={a,b, c} e arelagdo de ordem (P(A), C) ilustrada na Figura 10.2.
Entéo:

a) O conjunto & € elemento inicial, e o conjunto { a, b, ¢} é elemento terminal,
b) Para o par de conjuntos{a}e{b}:

& ¢ o produto;

{a,b}éasoma;
c) Para o par de conjuntos{a,b}e{a,c}:

{a}é o produto;
{a,b,c}é asoma;

d) Para o par de conjunto Je{a,b,c}

& € o produto;
{a,b,c}éasoma.

Observe que o produto e a soma correspondem as operacdes de intersec¢fo € de unifo,
respectivamente. Para que o leitor se convenga da dualidade das operagdes de unifio e de
intersecgio, sugere-se, como exercicio, considerar a relagio dual (P(A}, D) e verificar o produto e ]
a soma para os mesmos casos acima. Analogamente para os elementos inicial e terminal. m]
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{a} {b} fc}
{a,b} fa,c} {b,c}
{a,b,c}

Figura 10.2 Diagrama de Hasse: conjunto das partes

Dependendo da relagiio de ordem parcial considerada, soma, produto, inicial ou terminal
podem ou ndo existir, conforme ilustrado no exemplo a seguir.
EXEMPLO  10.6 - Soma, Produto, Inicial e Terminal: Concorréncia
Considere o conjunto parcialmente ordenado ( Agdes, dep ) ilustrado na Figura 10.3, sendo que:
Agdes={c1,c2,c3,p1,p2,q1,02,93}
Lembre-se de que essa relagiio de ordem ja foi apresentada anteriormente e representa uma relagdio
de dependéncia causal entre as agSes (elementos do conjunto). Nesse caso, duas a¢es sdo ditas
independentes se nio sdo pares da relagio de ordem. Por exemplo:
p1 e g2 sdo agdes independentes;
c1 e p2 sio agdes dependentes.
A relagdio de ordem parcial { Agdes, dep ) é tal que:
a) Nzo possui elemento inicial, nem elemento terminal;
b) O par de agdes ple q1 ndo possui soma nem produto;
¢) Para o par de agbes €2 ¢ (2:
ndo possui produto
c3=c2+Q2
d) Para o par de agBes p2 e €3:
c2=p2xc3
ndo possui soma
¢) Para o par de agdes C2 € C3:
c2=c2xC3
¢3=c2+c3
Em um conjunto parcialmente ordenado visto como um sistema concorrente, a existéncia de uma

soma ou de um produto possui importantes interpretagdes, assim como a existéncia de elemento
inicial e terminal (ver 10.5 - Leitura Complementar: Primitivas para Programag&o Concorrente).0
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p1 cl ql

Figura 10.3 Conjunto parcialmente ordenado visto como um sistema concorrente

O resultado do seguinte teorema pode ser intuido dos exemplos apresentados ¢ &
especialmente importante no estudo dos reticulados adiante.

Teorema  10.4 - Unicidade: Soma, Produto, Inicial e Terminal
Em um conjunto parcialmente ordenado (P, R):

* um elemento inicial (respectivamente, terminal), se existe, & #nico;
* paraum dado par de elementos, o produto (respectivamente, a soma), se existe, & #nico.
Prova: (por absurdo)

Para provar a unicidade dos elementos inicial e terminal, basta provar para um dos dois
elementos, pois a prova para o outro elemento serd a dual. Analogamente para soma e produto. A
prova que segue € para o elemento inicial (para que o leitor se convenca da dualidade, sugere-se,
como exercicio, detalhar a prova do elemento terminal). A prova da unicidade da soma ou do
produto ¢ sugerida como exercicio.

Unicidade do elemento inicial. Suponha que 0 e 0’ sio elementos iniciais distintos de (P, R).
Entdo:

como 0 ¢ elemento inicial, tem-se que OR 0’
analogamente, como O’ é elemento inicial, tem-se que O'RO

Pela propriedade anti-simétrica da relagdo de ordem parcial, tem-se que 0=0", 0 que ¢ um
absurdo, pois foi suposto que so elementos iniciais distintos.

Logo, o elemento inicial, se existe, & tnico. u

10.2 Reticulados

Reticulados nfio necessariamente incluem uma ordem na sua estrutura. Entretanto, em um
estudo mais aprofundado, ¢ ficil verificar que a defini¢éo de reticulado baseada em relagio de
ordem ou baseada em 4lgebra sfio equivalentes. Neste contexto, inicialmente é apresentada a
defini¢do de reticulado como relagéo de ordem e, posteriormente, como uma &lgebra. Para mostrar
a equivaléncia entre as duas definigdes, seria necessario fazer também o caminho inverso: da
defini¢o algébrica, congluir a definigio baseada em relagio de ordem, o que ¢ sugerido como

7

exercicio de pesquisa.

10.2.1 Reticulado como Relacio de Ordem

Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado no qual todo par de elementos do
conjunto possui simultaneamente soma e produto.
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Definicdo 10.5 - Reticulade (defini¢io baseada em c.p.o.)
Seja (P, R) uma relagfo de ordem parcial. Entdo (P, R) é um Rericulado se qual'quer. par de
elementos de P possui simultaneamente menor limitante superior (soma) e maior limitante
inferior (produto), ou seja:

(VaeP)(VbeP)axbePara+bEP) Q

Como a soma ¢ o produto sfo conceitos duais, se o conjunto parcialmente ordenado (P, R) ¢
um reticulado, entfo a relagdo dual (P, ROP) também ¢ um reticulado.
EXEMPLO  10.7 - Reticulado: Cadeia
Como, em uma cadeia, qualquer par de elementos possui soma e produto, tem-se que qualquer
cadeia ¢ um reticulado (qual a forma geral do diagrama de Hasse de uma cadeia?). Em particular,
s8o reticulados:

({1,2,3}=)

(N,z)

{1}%=) . o
Como fica o caso da relaglio (&, D), ou seja, a relagdo vazia definida sobre o conjunto vazio? E
uma cadeia? Nesse caso, é um reticulado? ]

No exemplo acima, o reticulado (N, = ) nfio possui elemento terminal. Conseqilentemente, a
existéneia de inicial ou de terminal néo € uma propriedade geral dos reticulados.
EXEMPLO  10.8 - Reticulado x Diagrama de Hasse
Observando o diagrama de Hasse de uma relagio de ordem parcial, € possivel concluir se a relagiio
¢ um reticulado. Observe atentamente os itens abaixo e procure justificar cada caso:
a) As relagdes de ordem ilustradas na Figura 10.4 ¢ na Figura 10.5 sfo reticulados (possuem
clemento inicial e terminal?);
b) As relagdes de ordem ilustradas na Figura 10.6 ndo s&o reticulados. Por exemplo, observe
que: '
* esquerda: o par de elementos a e b ndo possui produto;
* centro: o par de elementos d e € nfo possui soma;
* direita: o par de elementos € e g ndo possui produto (por qué? Possui soma?). o
EXEMPLO  10.9 - Reticulado: Conjunto das Partes
Considere o conjunto A={a, b, c} e a relagio de ordem parcial (P(A), C) ilustrada na Figura
10.2. Claramente a relagdo € um reticulado, pois € um dos casos apresentados na Figura 10.5
(direita).
Portanto, por dualidade, a relagdo (P(A), 2) também ¢ um reticulado (qual o correspondente
diagrama de Hasse?). Q
EXEMPLO  10.10 - Reticulado: Divisores
Para um numero natural positivo n, suponha que Dy, denota o conjunto de todos os divisores de
n. Por exemplo:
Dg={1,2,3,6}
Dg={1,2,4,8}
D24={1,2,3,4,8,12,24}
Cada conjunto de divisores determina uma relagio de ordem parcial (Dp, ;) na qual, para qualquer
par de elementos a e b de Dy
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Figura 10.4 Reticulados (diagramas de Hasse)
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Figura 10.5 Reticulados (diagramas de Hasse)

a:b se e somente se b € divisor de a

Por exemplo, para (D, : ), tem-se que 3 é divisor de 6, ou seja, 6 : 3. Entfio (Dg,:), (Dg,:) e
(D24, 1) s#io reticulados, como ilustrado na Figura 10.7, da esquerda para a direita,
respectivamente, pois sdo casos particulares dos reticulados ilustrados na Figura 10.4. Para um

melhor entendimento dos conceitos apresentados, sugere-se como exercicio verificar:

* qual o significado da soma e do produto nestes casos?

* qual o correspondente diagrama de Hasse se n for um niimero primo?
*  para qualquer natural positivo n, {Dp, :} € um reticulado?

* 0 mesmo raciocinio vale se o natural considerado for o zero?

(]

a
b
c
e
e g

f /

Figura 10.6 N#o s#o reticulados (diagramas de Hasse)

NS

NS
i \"
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N

N NN\
NS NN\
| N

ry

Figura 10.7 Reticulados: divisores de 8 (esquerda), de 6 (centro) e de 24 (direita)

10.2.2 Reticulado como Algebra
Observe que, em um reticulado (P, R), o produto ¢ a soma s30 conceitos duais e definem duas
operagdes bindrias e fechadas x: P2 — P e +: P2 — P. Portanto, as seguintes estruturas algébricas
constituem grupdides:
P,xy e (P,+)
Adicionalmente, para qualquer reticulado (P, R}, prova-se que (P, x) e (P, +):
e satisfazem as propriedades associativa e comutativa. Portanto, constituem semigrupos
abelianos;
e satisfazem uma importante propriedade conjunta das duas operagdes denominada
absorcdo, definida como segue (suponha quaisquer a e b elementos de P):

ax(a+b)=a e a+(axb)=a
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Teorema  10.6 - Reticulado: Propriedade Comutativa
Seja (P, R) um reticulado. Entfio, as operagdes produto e soma sdo comutativas.

Prova:
- Suponha a e b elementos quaisquer de P. Sejam p=axb e q=bx a. Entio:
p=axb= defini¢do de produto
pRaapRb= comutatividade da conjungdo
pRbapRa= defini¢do de produto
pR(bxa)= g=bxa
PRq

Portanto, p R q. Seguindo 0 mesmo raciocinio para q=b x a, obtem-se que R p. Como R ¢
anti-simeétrica (pois € uma relagio de ordem), p=q, ou seja:

axb=bxa
Como (P, R} ¢ um reticulado, por dualidade:
a+b=b+a a

Teorema  10.7 - Reticulado: Propriedade Associativa

Seja (P, R) um reticulado. Entdo, as operagdes produto e soma sio associativas.

Prova;

Suponha &, b e ¢ elementos quaisquer de P. Sejam p=(axb)xce g=ax(bxc). Entio:

p=(axb)xc= defini¢fo de produto

pR{axb)apRc= definigfio de produto
(pPRaapRbyapRc= associatividade da conjuncfio
pRaa(pRbapRc)= defini¢éo de produto
pRaapR(bxc)= defini¢do de produto
pR(ax(bxc))= gd=ax(bxc)
pRq ' ‘ '

lf’ortatntf), p R . Seguindo o mesmo raciocinio para q=ax (b x c), obtem-se que g R p. Como R
¢ anti-simétrica (pois € uma relago de ordem), p=q, ou seja:

ax(bxc)=(axb)xc
Como (P, R) ¢ um reticulado, por dualidade:

a+(b+c)=(a+b)+c Qa
Teorema  10.8 - Reticulado: Absorciio

Seja (P, R) um reticulado. Entéio, as operagdes produto ¢ soma conjuntamente satisfazem 2
propriedade absor¢3o. ’

Prova:

Suponha a, b e ¢ elementos quaisquer de P. Sejamp=ax(a+b)eg=a+ (axb). Entio:
p=ax(a+b)=
pRaapR(a+b)=

defini¢do de produto
simplificagdo da conjungio

pRa

Portanto, p R a. Por outro lado, como R é reflexiva, a R a. Entiio:
aRa= defini¢o de soma e transitividade de R
aR(a+b)= defini¢&o de produto (a ¢ limitante inferior de a e de a +b)
aR(ax(a+b))= : p=ax(a+b)

aRp
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Como pRaeaRp, e considerando que R ¢ anti-simétrica, a=p, ou seja:
ax{a+b)=a
Como (P, R) é um reticulado, por dualidade:
a=a+(axb) a
Definicio 10.9 - Reticulado (defini¢do algébrica)
Sejam (P, x) e {P, +} dois semigrupos abelianos tais que satisfazem conjuntamente a propriedade
absorcdo. Entdio a seguinte dlgebra monossortida com duas operagdes binérias € um Reticulado:
(P, x,+) Q
EXEMPLO  10.11 - Reticulado (defini¢do algébrica): Conetivos A e v
Considere os valores-verdade F € V, bem como os conetivos l6gicos A e v. Entdo a seguinte
estrutura constitui um reticulado (qual o correspondente diagrama de Hasse?):
YF,VHa,v)
De fato, quando do estudo da l6gica:
»  foi verificado que as estruturas ({F,V}, o) e {F,V}, v) sfo semigrupos abelianos (pois
sdo operagdes fechadas, associativas e comutativas);
»  foi discutido que tais conetivos satisfazem & propriedade absor¢go. ]
EXEMPLO  10.12 - Reticulado (definigdo algébrica): Operagdes (e U
Considere um conjunto A qualquer, bem como as operagdes M e U. Entdo a seguinte estrutura
constitui um reticulado:
(P(A),N, L)
De fato, quando do estudo da 4lgebra de conjuntos:
* foi verificado que as estruturas (P(A), N) e (P(A), U) sfo semigrupos abelianos (pois sdo
operagdes fechadas, associativas e comutativas);
«  foi discutido que tais operagdes satisfazem a propriedade absorgdo. Q
Independentemente das propriedades que originam a definigdo algébrica de um reticulado, a |
seguinte propriedade também é satisfeita por qualquer reticulado. |
Teorema  10.10 - Reticulado: Idempoténcia
Seja (P, x, +) um reticulado. Entio, as operagdes produto e soma satisfazem a propriedade
idempoténcia, ou seja, para qualquer elemento p EP:

pxp=p ¢ p+p=p

Prova:

Suponha p e ¢ elementos quaisquer de P. Entfo:
pxp=p= absorcdo: a+(axb)=a, supondo a=peb=q
px(p+(pxQq))=p= absorcdo: ax (a+b)=a, supondo a=peb=pxqg
p=p

Portanto:

pxp=p e, pordualidade, p+p=p -

EXEMPLO  10.13 - Reticulado: Idempoténcia
a) Considere o reticulado ({V, F}, A, v}. Quando do estudo da l6gica, foi verificado que:

papsp e pvp<sp
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b) Considere o reticulado (P(A), N, U). Quando do estudo da algebra de conjuntos, foi verificado
que:

XNX=X e XUX=X a

10.3 Tipos Especiais de Reticulados

Trés tipos de reticulados destacam-se, a saber:
* reticulado distributivo: a soma se distribui sobre o produto ¢ vice-versa;
*  reticulado limitado: possui elementos inicial e terminal;

* reticulado complementado: reticulado limitado no qual cada elemento possui
complemento em relagfio 4 soma e ao produto.

10.3.1 Reticulado Distributivo

Definiciio 10.11 - Reticulado Distributivo
Um reticulado (P, x, +) é dito um Reticulado Distributivo se (suponha a, b e ¢ elementos
quaisquer de P):
ax(b+c)=(axb)+(axc) e a+(bxc)=(a+b)x(a+c) Q

De fato, as duas igualdades que definem um reticulado distributivo sdo equivalentes, ou seja, &
suficiente mostrar uma das duas igualdades para provar que o reticulado ¢ distributivo.
EXEMPLO  10.14 - Reticulado Distributivo: Conetivos A e v
Considere os valores-verdade F e V. O seguinte reticulado é distributivo:

{F, VLA, v)

De fato, quando do estudo da logica, foi verificada a distributividade do A sobre o v (e vice-
versa). a

EXEMPLO  10.15 - Reticulado Distributivo: Operagdes Ne U
Considere um conjunto A qualquer. O seguinte reticulado ¢ distributivo:
(P(A),N, V)
De fato, quando do estudo da algebra de conjuntos, foi verificada a distributividade da N sobre o
U (e vice-versa). nQ
O seguinte exemplo mostra que nem todo reticulado ¢ distributivo.

EXEMPLO  10.16 - Reticulado Ndo-Distributivo

Os reticulados ilustrados na Figura 10.8 néo sdo distributivos. De fato, para cada caso, a ndo-
distributividade pode ser verificada por absurdo:

a) Suponha que o reticulado R1 ¢ distributivo. Entdo, em particular:
a+(bxc)=(a+b)x(a+c) =
ax0=b+1 <«
0=1
o que é um absurdo. Logo, R1 é nio-distributivo;

b) A prova da ndo-distributividade do R2 é sugerida como exercicio. Q
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1 1
Figura 10.8 Reticulados ndo-distributivos

No estudo dos homomorfismos de reticulados adiante, € apresentado um teorema geral que
auxilia na verificagio se um reticulado ¢ ou nfo distributivo. O seguinte teorema ¢ mais especifico
e mostra que toda cadeia ¢ um reticulado distributivo.

Teorema 10.12 - Cadeias sdo Reticulados Distributivos
Toda cadeia é um reticulado distributivo.

Prova: '
Sejam (P, x, +) uma cadeia ¢ @, b ¢ ¢ elementos quaisquer de P. Considere os seguintes casos

complementares:

Caso 1: aRb ou a R c. Entfio (procure justificar cada caso):
ax(b+c)=a
(axb)+(axc)=a

Caso 2: bR a e c Ra. Entio (procure justificar cada caso):
ax(b+c)=b+c
(axb)+(axc)=b+c

Logo, toda cadeia ¢ distributiva.

10.3.2 Reticulado Limitado

Ut reticulado limitado é um reticulado o qual possui elemento inicial e terminal.

Definicio 10.13 - Reticulado Limitado o
Unm reticulado (P, x, +) é dito um Reticulado Limitado se possui elemento inicial O e elemento

terminal 1. Neste caso, o reticulado € usualmente denotado como segue:

{P,%,+,0,1) Q
EXEMPLO  10.17 - Reticulado Limitado
Os reticulados ilustrados na Figura 10.8 sdo limitados.
EXEMPLO  10.18 - Reticulado Limitado: Cadeia

Toda cadeia finita e nfo-vazia é um reticulado limitado. Bm particular, a cadeia finita ({a},=)¢
um reticulado na qual a é simultaneamente elemento inicial terminal (ou seja, é elemento zero).d

]

EXEMPLO  10.19 - Reticulado Néo-Limitado '
A cadeia (N, =) ¢ um reticulado, mas ndo ¢ limitado, pois nfo tem elemento terminal. [}
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EXEMPLO  10.20 - Reticulado Limitado: Conetivos Aev

ConSId T S TrCs- da V. S¢ 1C 1 [ l v € s¢ trata (le
€re 08 valores-ver (le I c () gulﬂte reticu adO
F V) lmltado (Obse (57 qu S uma

AF.V}a,v,F,V) o
EXE{W’LO 10.21 - Reticulado Limitado: Operagdes Ne U
Considere um conjunto A qualquer. O seguinte reticulado ¢ limitado:

(P(A),N, U, D, A)
Em particular, a relagio (P({a,b, c}), ) ilustrada na Figura 10.2 é um reticulado limitado. Q

3 i
Iela deflnlcao de pIOdutO [ de Soma. qualque Ietlculado hnlltado SatlsfaZ as Segulntes

a) Elemento Absorvente.

ax0=0 e a+t1=1 ¢y
b) Elemento Neutro.

axl=a e a+0=a ?)

Portanto, as estruturas algébricas (P, x, 1) ¢ (P, +, 0) constituem monéides comutativos.

10.3.3 Reticulado Complementado

Um reticulado complementado é um reticulado limitado no qual cada elemento possui

p 21l m 1 Q S (
com le nento e relacao a soma ]CSu]talld() no elemento termlnal € ao oduto resu tando no

Dgﬁni;ﬁo 10.14 - Complemento, Reticulado Complementado

Sejam (P, x, +,0, 1) um reticulado limitado ¢ a € P. Entdio:

a) Um elemento a' EP ¢ dito Complemento de a (e vice-versa) se:
axa'=0 e¢ a+a'=1

b) Um reticulado ¢ dito um Resi
ticulado Complementado se qualquer el i
complemento, ou seja: HEAET lemento possul um

(VacP)(Ja' €P)(axa'=0ra+a’ = 1)
Nesse caso, o reticulado é usualmente denotado como segue:
(P,x,+,",0,1) ]

. C(I)ns1derar%do as propriedades elemento absorvente (1) e elemento neutro (2) referentes aos
reticulados limitados, o elemento terminal é o complemento do inicial (e vice-versa), ou seja:

1x0=0 e 1+0=1

Complemento nio deve ser confundido com elemento inverso. Conseqiientemente, um
>

reticulado complementado nio necessari impli
amente implica que as estruturas algébri
(P, +,0) constituam grupos. ! jecbricas (B 1) ¢

EXE].WDLO 10.22 - Reticulado Complementado: Légica

Considere os valores-verdade F e V. O seguinte reticulado é complementado:
<{ F! V}: AV, F1 V>

De fato, V é o complemento de F, ou seja:

FA-F=FAV=F ¢ Fv-F=FyV=V a
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EXEMPLO  10.23 - Reticulado Complementado.: Conjuntos
Considere um conjunto A qualquer. A seguinte estrutura algébrica ¢ um reticulado
complementado:
(P(A),N, U, ~, &, A)

Em particular, o conjunto A={a, b, c} e a correspondente relagdo de ordem (P(A), C) ilustrada
na Figura 10.2 é um reticulado complementado. Por exemplo, o complemento do conjunto {a, b}
¢ o conjunto {C}, ou seja:

{a,b}N{c}=0

{a,b}U{c}={a,b,c} Q

O complemento de um elemento, se existe, ndo necessariamente é inico, como ilustrado no

seguinte exemplo.
EXEMPLO  10.24 - Complemento Ndo Necessariamente é Unico
Considere o reticulado R2 limitado ilustrado na Figura 10.8 (direita), o qual é complementado.
Entretanto, o compleriento de um elemento ndo necessariamente ¢ (inico. Por exemplo, b € € sdo
ambos complementos de a. Sugere-se como exercicio verificar se, no reticulado R1, existe algum
elemento com mais de um complemento. a

10.4 Sub-Reticulado

Intuitivamente, um sub-reticulado ¢ uma parte do reticulado a qual também ¢ um reticulado.
Sub-reticulados sdo especialmente importantes, quando do estudo dos homomorfismos de
reticulados adiante, pois auxiliam na determinac¢@io se determinado reticulado é ou nfo
distributivo.

Definicdio 10.15 - Sub-Reticulado
Sejam (P, x, +) um reticulado ¢ Q CP. Entio (Q, x, +) é um Sub-Reticulado de (P, x, +) se
(Q, x, +) for um reticulado no qual as operagdes de produto ¢ de soma sdo como em (P, x, +),

mas restritas a Q. Q

EXEMPLO  10.25 - Sub-Reticulado
a) Na Figura 10.9, sfo ilustrados um reticulado (esquerda) e dois correspondentes sub-
reticulados (centro e direta);
b) Para o reticulado na Figura 10.9 (esquerda), ndo sdo correspondentes sub-reticulados os
diagramas ilustrados na Figura 10.10 (por qué?). Qa
O pleno entendimento do seguinte exemplo é fundamental para o correto entendimento da
definig8o de sub-reticulado.
EXEMPLO  10.26 - Ndo-Sub-Reticulado
Considere a Figura 10.11. A relagio de ordem parcial (P({a, b, c}), C) determina o reticulado R1
(esquerda). Observe atentamente que as estruturas R2 (centro) e R3 (direita) constituem
reticulados, mas ndo sdo sub-reticulados de R1 pois:
+ para{a,b}e{b,c}, oproduto em R1 é{b}, ao passo que o produto em R2 ¢ &.
Portanto, a operagiio de produto em R2 néo ¢ como em R1 para os mesmos elementos;
e para{a}e{b}, asomaem R1¢é {a,b}, ao passo que a soma em R3 ¢ {a,b,c}.
Portanto, a operagio de soma em R3 ndo ¢ como em R1 para os mesmos elementos. 1
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Figura 10.9 Reticulado (esquerda) e sub-reticulados (centro, direita)
b c / \\
d \ / \
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Figura 10.10 No so sub-reticulados

fa} {b} fc} fa}

{b,c} {a} {b} fc}

{a,b} {a,c} fb,c}

{a,b,c} {a,b,c}
{a,b,c}

Figura 10.11 Reticulado (esquerda) e reticulados que ndo sio sub-reticulados (centro, direita)
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10.5 Leitura Complementar: Primitivas para
Programacio Concorrente

Lembre-se de que conjuntos parcialmente ordenados constituem um modelo seméntico para
sistemas concorrentes. Nesse contexto, a existéncia de produto entre dois elementos pode ser
interpretada como segue:

a) Dependéncia causal. Os dois elementos sdo dependentes causais de um mesmo elemento,
pois possuem um limitante inferior. Por exemplo, no conjunto parcialmente ordenado {a, b,
C, P. 0, X, ¥, 2}, =) ilustrado na Figura 10.12, embora b seja independente de ¢, ambos
dependem de g para ocorrerem. Adicionalmente, como o préprio nome indica, q ¢ o “maior”
(“mais recente”) elemento dos quais b e ¢ sdo dependentes causais, ou seja, € o produto de b
¢ ¢. Note-se que ambos também dependem de p, mas este néio € o “maior” (limitante inferior).
Adicionalmente, nio existe produto entre y e p, significando que nfio possuem qualquer
dependéncia causal comum;

b) Concorréncia. Além da dependéncia causal, b e C sfio concorrentes. Ou scja, ndo s6
dependem da ocorréncia de g, como também pertencem a partes independentes do sistema,
com origem em .

Tal interpretacio pode ser usada para dar seméntica a uma primitiva (operagdo atémica, em
geral implementada no niicleo de um sistema operacional) denominada fork, a qual possui como
funciio o “disparo” de partes concorrentes (independentes) de um sistema.

A Figura 10.13 ilustra um trecho de programa em uma pseudolinguagem (tipo Pascal)
correspondente ao subconjunto parcialmente ordenado ilustrado na Figura 10.12 (esquerda).
Nesse caso, os rotulos das instrugdes correspondem aos elementos do conjunto parcialmente
ordenado (o que cada instrugio rotulada faz nfio é detalhado). O trecho de programa ilustra o
disparo e o controle de fim de processamento (usando uma outra primitiva denominada quit)
das partes concorrentes.

Assim, a existéncia do produto entre dois elementos significa que existe um fork que
disparou as duas partes independentes do sistema (qual a interpretagio se o produto for um dos
dois elementos considerados?).

i
N
i

Figura 10.12 Conjunto parcialmente ordenado: dependéncia causal/concorréncia

N o —< of— X%

Analogamente ao produto, a existéncia da soma entre dois elementos também possui uma
importante interpretacdo, que ¢ a de caracterizar a existéncia ¢ o momento em que Ocorre a
sincronizagio de duas partes independentes (concorrentes) de um sistema (¢ se néo existir a
soma?).




230 Matemdtica Discreta para Computagdo e Informdtica - P. Blauth Menezes

Figura 10.13 Trecho de programa usando as primitivas fork e quit

Tal sincronizagiio pode ser usada para dar seméntica a uma primitiva denominada join (de
fato, em inglés, join ¢ uma denominacfo alternativa de soma). Por exemplo, no conjunto
p.arcialmente ordenado na Figura 10.14, w é a soma de b e u. Assim, as partes independentes do
sistema em que se encontram b e U serdo sincronizadas em W (qual a interpretacfio se a soma for
um dos dois elementos considerados?), o que significa que existe um join em w, como ilustrado
no trecho de programa na Figura 10.15 (o néimero 2 apés o join significa a sincronizaciio de
duas partes independentes). Note-se a dificuldade de expressar um conjunto parcialmente

ordenado (como um modelo para sistemas concorrentes) usando as primitivas fork, quit e
join apresentadas.

a/p\u
&N,
NS

N

Figura 10.14 Reticulado representando um sistema concorrente

Figura 10.15 Trecho de programa usando as primitivas fork, quit e join

10 - Reticulados e Algebra Booleana 231

Como produto e soma sfo conceitos duais, conclui-se que as primitivas fork e join
também sfo duais. Por fim, uma importante conclusfio desta discussdo é que, idealmente, um
sistema concorrente deve ser um reticulado. Adicionalmente, freqlientemente ¢ desejado que o
reticulado seja complementado, o que ¢ considerado uma boa técnica de construcio de sistemas,
ou seja, no qual:

* 0 elemento inicial significa que possui um tinico inicio ou ponto de entrada;

* o clemento terminal significa que o sistema tem um tGnico fim, ou seja, existe um ponto de

terminagfo bem definido.

7

10.6 Algebra Booleana

Uma Algebra Booleana é um reticulado especializado particularmente importante para
Computago e Informatica. Destaque-se que:

»  Logica e Algebra de Conjuntos so casos particulares da Algebra Booleana, o que explica a
forte correlagdo entre essas duas algebras aparentemente tdo distintas, conforme &
discutido ao final desta secio;

+  Algebra Booleana ¢ usada para modelar circuitos de dispositivos eletrénicos, conforme é
comentado adiante.

Definicio 10.16 - Algebra Booleana
Uma Algebra Booleana ou Algebra de Boole é um reticulado distributivo e complementado. 0

Uma Algebra Booleana é usualmente denotada como um reticulado complementado:
(P,x,+,,0,1)

Pode-se verificar que, considerando que se trata de um reticulado complementado e
distributivo, entdo ele é unicamente complementado. Adicionalmente, pelos estudos anteriores
deste capitulo, uma Algebra Booleana (P, x, +,',0, 1) satisfaz as seguintes propriedades
(suponha a, b e ¢ elementos quaisquer de P):

a) Por ser um reticulado:
Associativa.
ax(bxc)=(axb)xc
a+(b+c)=(a+b)+c
Comutativa.

axb=bxa
a+b=b+a

Absorgdo.
ax{a+b)=a
a+(axb)=a

Idempoténcia.

axa=a
a+a=a
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b) Por ser um reticulado distributivo:
Distributiva.
ax(b+c)=(axb)+(axc)
a+(bxc)=(a+b)x(a+c)
¢) Por ser um reticulado complementado (e, conseqiientemente, limitado):
Elemento Neutro.
axl1=a
a+0=a
Elemento Absorvente.
ax0=0
a+1=1
Complemento.
axa'=0
a+a'=1
d) Adicionalmente, as seguintes propriedades podem ser verificadas (o que ¢ sugerido como
exercicio):
Duplo Complemento.
@)y=a
DeMorgan.
(axb)=a'+b’
(a+b)'=a’'xb’
EXEMPLO  10.27 - Algebra Booleana: Logica
Considere os valores-verdade F e V. J4 foi visto que a seguinte estrutura é um reticulado
distributivo e complementado, ou seja, é uma Algebra Booleana:
({F,V},A,V,ﬂ,F,V) g
EXEMPLO  10.28 - Reticulado Limitado: Conjuntos
Considere um conjunto A qualquer. J4 foi visto que a. seguinte estrutura é um reticulado
distributivo ¢ complementado, ou seja, € uma Algebra Booleana:
(P(A),N, U, 2, A)
Em particular, a relaggo (P({a, b, c}), C) ilustrada na Figura 10.2 é uma Algebra Booleana.
Observacio 10.17 - Logica x Algebra de Conjuntos
Como antecipado no Capitulo 3 - Algebra de Conjuntos, bem como em diversos pontos ao longo
deste livro, a correlacio direta entre Légica Matemdtica e Algebra de Conjuntos ndo é casual. De
fato, como pode ser observado nos dois exemplos acima, as duas é4lgebras sio casos particulares
da Algebra Booleana. Conseqiientemente, ambas herdam todas as propriedades desse tipo de
élgebra. Qa
Portanto, uma das vantagens em verificar se uma determinada estrutura algébrica constitui
uma Algebra Booleana ¢ o fato de que todas as propriedades listadas acima (bem como outras nio
estudadas neste livro) sdio automaticamente decorrentes.
Entretanto, deve ficar claro para o leitor que nem todas as propriedades listadas sdo
independentes. Ou seja, algumas podem ser obtidas a partir de outras, como, por exemplo, as

| ' . v
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propriedades duplo complemento ¢ DeMorgan. Portanto, definigdes filternatiyas de élgebra
Booleana sdo freqiientemente apresentadas, usando um conjunto de proprle.dades 1ndependen’Fes.
Como ilustragdo, ¢ apresentada, a seguir, uma definigio alternativa (entre diversas outras usuais).
Definicio  10.18 - Algebra Booleana (definiciio alternativa)
Uma Algebra Booleana ou A Igebra de Boole é uma algebra monossortida:
<P7 X, +, ,5 Oy 1)

na qual;

Produto. Operagdo binria interna ¢ fechada tal que x: P2 — P;

Soma. Operagdo bindria interna e fechada tal que +: P2 — P;

Complemento. Operagdo unaria interna e fechada tal que ': P —= P;

Elemento Inicial. Elemento distinguido 0 € P;

Elemento Terminal. Elemento distinguido 1 EP;

tal que satisfaz as seguintes propriedades (suponha a, b e ¢ elementos quaisquer de P):

Comutativa.

axb=bxa
a+b=b+a

Distributiva.
ax(b+c)=(axb)+(axc)
a+(bxc)=(a+b)x(a+c)

FElemento Neutro.
axl=a
a+0=a

Complemento.
axa'=0 . .
a+a'=1

10.7 Circuitos Logicos

O matemético americano Claude Shannon identificou, em 1938, uma forte 90rre1ag:ﬁo entre a
légica proposicional e a logica de circuitos e foi o primeiro a sugerir que a Algc?bra l?qoleana
poderia unificar as duas abordagens, servindo como formalismo para mf)del.ar czr’cu'ztos logicos ou
redes logicas. Uma importante conseqiiéncia desse trabalho é que os c1r<.:u1tos Ioglcos~ podem ser
modelados, analisados, testados e otimizados independentemente de sua implementago.

De fato, praticamente todos os circuitos de um computador digital sdo mode_lados em termos
de uma Algebra Booleana cujo conjunto suporte possui dois elementos: verdadeiro e falso.

E claro que o projeto de computadores digitais deve considerar diversos outros fatores como
o tempo de propaga¢io de um sinal, minimiza¢fio de problemas decorrentes de falhas ‘de,alguns
componentes, etc. O texto que segue considera somente os aspectos referentes a Algebra
Booleana, os quais sfo apenas brevemente apresentados, bem como se concentra em dois tipos
de portas e um inversor, a saber (ver Figura 10.16):
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* porta E, correspondendo ao produto (conjuncio), usualmente denotada pelo simbolo

g 7,
s

*  porta OU, correspondendo & soma (disjungZo), usualmente denotada pelo simbolo “ +;
* inversor, eventualmente denominado de porta NAO, correspondendo ao complemento
(negacio), usualmente denotado pelo simbolo “'”.

XeY X+Y X X

Figura 10.16 Portas: E (esquerda), OU (centro) ¢ NAO (direita)

Portanto, trata-se da seguinte Algebra Booleana, na qual O ¢ 1 denotam falso e verdadeiro,

respectivamente:
{0,1},+,+,°,0,1)

O projeto de circuitos ¢ introduzido via exemplos, sendo que:

*  sinais (representados por linhas) podem ser combinadas exclusivamente nas portas;

* um sinal pode ser entrada para mais de uma porta. Nesse caso, um ponto de “divisdo” é

representado por um pequeno circulo preto;

¢ asaida de uma porta ndo pode ser entrada para ela mesma (ndo existem endoarcos). -
EXEMPLO  10.29 - Circuito Légico
A Figura 10.17 representa o diagrama correspondente a seguinte expressio:

(XeY)+2' a

XY)+2Z

Figura 10.17 Circuito 16gico

EXEMPLO  10.30 - Circuito com Multiplas Saidas: half-adder
A Figura 10.18 representa o diagrama para o half-adder, o qual adiciona dois bits X e Y, gerando
duas saidas, como segue:
* um bit correspondente A (meia) soma dada por (X+Y) * (X*Y)', ou seja:
0,5e X=0Ay=0)v(X=1AY=1)
1, caso contrario
* um bit correspondente ao carry (“vai um”) dado por X ¢ Y, ou seja:
1,se X=1AY=1
0, caso contrario 0

u
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(X+Y)s (XYY

XeY

Figura 10.18 Circuito com miltiplas saidas: half-adder

Claramente, expressdes diferentes (¢ com diferentes diagramas de circuitos) podem ser
equivalentes, ou seja, podem implementar a mesma fungdo 16gica. Assim, outro ponto de
fundamental importdncia na construgiio de circuitos, sio as técnicas de minimizacio de
expressdes de acordo com determinada forma de expressfo. Entretanto, a discussdo deste tépico
foge do escopo deste livro.

Por fim, portas logicas sio formadas basicamente por transistores para os quais existemn
diferentes tecnologias de fabricagio. Um importante exemplo & a tecnologia MOS (Metal Oxido
Semicondutor), a qual teve um grande desenvolvimento visando os circuitos em alta escala de
integraco. Como curiosidade, destaque-se que as portas 16gicas tipicas desta tecnologia sfo as
negadas como, por exemplo, a porta NAND. Assim, para construir uma porta E, é necessario
adicionar um inversor na saida da porta NAND.

10.8 Homomorfismos

Quando da apresentacfio do conceito de algebra, foi destacado que tdo importante quanto o
estudo das algebras € o estudo dos homomorfismos entre dlgebras. De fato, o estudo dos
homomorfismos nfo ¢ restrito apenas a estruturas algébricas, mas se estende a qualquer tipo de
estrutura, inclusive s nio-baseadas em conjuntos, como exemplificado quando da apresentagéo
do conceito de categoria. Em particular, no texto que segue, sio apresentados os seguintes
homomorfismos: -

*  Homomorfismo de Conjuntos Parcialmente Ordenados, usualmente denominado de
Funcdo Monoténica;

*  Homomorfismo de Reticulados;

»  Homomorfismo de Algebras Booleanas.

Analogamente ao estudo de homomorfismos realizado no Capitulo 9 - Algebras e
Homomorfismos, a correta extenso dos conceitos de monomorfismo e de epimorfismo exige
nog¢des e conceitos baseados em Teoria das Categorias os quais fogem do escopo deste livro.
Entretanto, o conceito de isomorfismo, baseado na existéncia de um morfismo inverso, pode ser
aplicado a todos os tipos de morfismos estudados a seguir. Neste contexto, duas estruturas sfo
ditas isomorfas se existe um isomorfismo entre tais estruturas. Neste caso, as estruturas sdo

: p
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t]

consideradas basicamente a mesma, ou scja, iguais a menos de isomorfismo e, obrigatoriamente
possuem as mesmas propriedades.

10.8.1 Homomorfismo de C.P.O. ou Funcio Monotdnica

I{m homomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados ou uma Jungdio monotdnica é uma
funcéo que.mapela 0s conjuntos, preservando a estrutura de ordem. Conjuntos parcialmente
f)rdenados, Juntamente com os correspondentes homomorfismos, constituem uma categoria com
Importantes aplica¢des no estudo dos sistemas concorrentes, circuitos logicos, etc.

Defini¢io  10.19 - Homomorfismo de C.P.O., Funcio Monoténica
Sejarp (A,R) ¢ (B, S) dois conjuntos parcialmente ordenados. Um Homomorfismo de Conjuntos
Parcialmente Ordenados ou uma Fungdo Monoténica, denotado como segue:
h:(A,R)— (B, S)
¢ uma fungdo h: A — B tal que:
(Ya; EA)(Yag €A)(a1 Rag —h(ai) Sh(az)) w}

Portanto, uma fungio monotonica ¢ uma fungio que mapeia os conjuntos, preservando a

estrutura de ordem, no seguinte sentido (veja a Figura 10.19):

se dois elementos estdo ordenados no conjunto origem,
entdo as imagens dos dois elementos estdo ordenadas no conjunto destino.

homomorfismo

R) +xessnnis- (B,S)

Figura 10.19 Homomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados

0 tAeo.rema a seguir mostra que a composig¢do de fungSes monotonicas resulta em uma fungfio
monotonica. Portanto, conjuntos parcialmente ordenados como objetos e fungdes monotdnicas
como morfismos constituem uma categoria.

Teorema  10.20 - Composi¢io de Funcdes Monoténicas
Sejam (A, R), (B, S) e (C, T) conjuntos parcialmente ordenados e f: (A,R)—(B,S) e
9:(B, 8) =(C, T) fungdes monotdnicas. Entdo, o morfismo composto:

gof:{A,R)y—(C,T)
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induzido pela composigio das fungdes f:A—B e g:B — C, ou seja, pela fun¢io composta
gof:A— C, é uma fungfio monotdnica.

Prova:

Suponha que f:{A, R)— (B, S)e g:(B,S) > (C, T) sdo fungbes monotdnicas. Como a
composi¢do de fungdes é uma fungdo, para mostrar que gof:(A,R)—(C,T) ¢ uma fungio
monotdnica, basta mostrar que a composigio preserva a ordem. Assim, para quaisquer a1 EA ¢
ap €A, vale:

ajRax= f é fung¢do monotdnica
faq1)SKag)= g é fun¢io monotdnica
gf{a1 ) T g{f(az)) = defini¢do de composicio
gof(ai) Tgofaz)
Portanto, a ordem & preservada pela fungdo composta. Logo, g o f:(A, R)—(C, T) ¢ uma fungio
monotdnica. Q

Observagio 10.21 - Categoria Poset
A categoria Poset é tal que:

*  objetos: todos os conjuntos parcialmente ordenados;

* morfismos: todas as fun¢des monotdnicas;

*  composi¢fo: composi¢io de fungdes;

* identidade: dada pelas fungdes monotdnicas identidade. Q

10.8.2 Homomorfismo de Reticulados

A defini¢io de homomorfismo de reticulados que segue ¢ baseada na defini¢io algébrica.
Posteriormente, & verificado que a ordem dos correspondentes conjuntos parcialmente ordenados
¢ preservada (o que seria um resultado esperado). Reticulados, juntamente com os
correspondentes homomorfismos, constituem uma categoria.

Definicio 10.22 - Homomorfismo de Reticulados
Sejam (P, x, +) e (Q, A, v} dois reticulados. Um Homomorfismo de Reticulados, denotado como
segue:
h:(P,x,+)—={(Q, A, V)
¢ uma fungdo entre os conjuntos suportes h: P — Q tal que sdo homomorfismos de semigrupos:
h:i(P,x)—=(Q,An) e hi(P,+)—=(Q,v) a

Portanto, um homomorfismo de reticulados h: (P, x, +) = (Q, A, v) ¢ dado por uma fungéo
entre os conjuntos suportes h: P — Q tal que preserva simultaneamente as duas operagdes
(produto ¢ soma). Claramente, se apenas uma das operagdes for preservada, ndo constitui
homomorfismo de reticulados.

Para verificar que um homomorfismo de reticulados h: (P, x, +) —>(Q, A, v) preserva a ordem,
suponha que (P, R) ¢ (Q, S) sio os correspondentes reticulados, usando a definigdo baseada em
c.p.o. Entfio, pata quaisquer aE P e b EP, vale:

aRbe operagio de produto
axb=a=
h{(axb)=h{a)=

h preserva produto
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h(a)ah(b)=h(a)= operagdo de produto
h{(a)Sh(b)

Portanto, h: (P, R) —(Q, S) preserva a ordem, ou seja:

aRb=-h(a)Sh(b)

Lembre-se de que dois reticulados sdo ditos reticulados isomd;fos se existe um isomorfismo
de reticulados entre eles €, nesse caso, sio basicamente o mesmo reticulado, ou seja, sdo iguais a
menos de isomorfismo. Isso significa que reticulados isomorfos possuem a mesma “forma”
(geralmente representada usando diagrama de Hasse). Como ilustragio desse fato, reveja os
seguintes exemplos, os quais usaram intuitivamente o conceito de isomorfismo de reticulados:

*  EXEMPLO 10.8 - Reticulado x Diagrama de Hasse;

* EXEMPLO 10.9 - Reticulado: Conjunto das Partes;

* EXEMPLO 10.10 - Reticulado: Divisores.

O teorema que segue também & baseado em isomorfismos de reticulados, ou seja, na analise da
“forma”. O teorema nfo serd demonstrado.
Teorema  10.23 - Reticulado Distributivo/N#o-Distributivo
Um reticulado no ¢ distributivo se e somente se existir um sub-reticulado isomorfo a um dos
dois reticulados ilustrados na Figura 10.8. a

Relativamente & composigio de homomorfismos de reticulados, considere que:

como um homomorfismo de reticulados é dado por uma fungdo entre os conjuntos
suportes tal que preserva as operagdes de produto e de soma, ou seja, sdo dois
homomorfismos de semigrupos;

como a composicdo de homomorfismos de semigrupos ¢ um homomorfismo de
semigrupos;
entdo a composigio de homomorfismos de reticulados é um homomorfismo de reticulados.
Observagdo 10.24 - Categoria Lattice
A categoria Lattice ¢ tal que:

*  objetos: todos os reticulados;

¢ morfismos: todos os homomorfismos de reticulados;

* composi¢do: composicio de homomorfismos de reticulados;

* identidade: dada pelos homomorfismos de reticulados identidade. a

10.8.3 Homomorfismo de Algebras Booleanas

Um homomorfismo de dlgebras Booleanas, usualmente denominado de homomorfismo
Booleano:

h:(P1,x1,+1,",01, 11) = (P2, x2, +2,~, 02, 12)

intuitivamente deve preservar a estrutura das algebras, ou seja, € tal que, para quaisquer aEPq e
bePy:

h(axib)=h(a)xgh(b)
h(a+1b)=h(a)+ah(b)
h(a’)=(h(a))y :
h(01)=02
h(11)=12
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Entretanto, tal definicfio pode ser simplificada pela preservagio de apenas duas operacgdes,
como segue.
Definicio 10.25 - Homomorfismo Booleano
Sejam (P1,x1,+1,,01,11) e (P2,x2,+2,7,02,12) duas dlgebras Booleanas. Um
Homomorfismo de Algebras Booleanas ou Homomorfismo Booleano, denotado como segue:

h:(P1,x1,+1,",01, 11) = (P2, x2, +2,~, 02, 12)

¢ uma funcfio entre os conjuntos suportes h: Py — P2 tal que, alternativamente:
‘a) Preserva as operagdes de produto e de complemento;
b) Preserva as operagdes de soma e de complemento.

A verificaciio de que a preservagdo das operagdes de corpplemento ¢ de produto
(respectivamente, de soma) implica a preservagdo da soma (respectivamente, do produto), do

clemento inicial e do elemento terminal ndo é dificil e & sugerida como exercicio. Da mesma forma,
¢ facil verificar que a composigdo de homomorfismos Booleanos ¢ um homomorfismo Booleano,

o que induz a seguinte categoria.
Observagio 10.26 - Categoria Bool
A categoria Bool ¢ tal que:

Q

¢ objetos: todas as algebras Booleanas;

*  morfismos: todos os homomorfismos Booleanos;

*  composigfo: composi¢io de homomorfismos Booleanos;

» identidade: dada pelos homomorfismos Booleanos identidade. ]

10.9 Exercicios

Exercicio 10.1 Suponha a, b e C elementos distintos de um dado conjunto A. Mostre que,
relativamente a diagramas de Hasse: )
a) A configuragio ilustrada na Figura 10.20 (esquerda) ndo pode aparecer em qualquer relagiio de

ordem; ~
b) A configuragio ilustrada na Figura 10.20 (direita) nio pode aparecer em qualquer relagio de
ordem.
a a
b —p ¢C b —» ¢

Figura 10.20 Diagramas de Hasse

Exercicio 10.2 Considere a Figura 10.4 e a Figura 10.5. Para cada diagrama:

a) Qual o elemento inicial?
b) Qual o elemento terminal?




240 Matemdtica Discreta para Computagdo e Informdtica - P. Blauth Menezes

Exercicio 10.3 Considere a Figura 10.6. Para cada diagrama:
a) Verifique a existéncia de elemento inicial. Justifique a sua resposta;
b) Verifique a existéncia de elemento terminal. Justifique a sua resposta.
Exercicio 104 Emuma cadeia néo-vazia:
a) Qualquer par de elementos possui soma? Nesse caso, qual é a soma?
b) Qualquer par de elementos possui produto? Nesse caso, qual € o produto?
Exercicio 10.5 Justifique:
em um conjunto parcialmente ordenado, para qualquer par de elementos repetidos,
o elemento repetido serd simultaneamente produio e soma
Exercicio 10.6 Relativamente as cadeias:
a) Qual a forma geral do diagrama de Hasse de uma cadeia?
b) (D, D) é uma cadeia? Nesse caso, possui elemento inicial ou terminal?
¢) Se a cadeia for finita e nio-vazia:
* qual o elemento inicial?
* qual o elemento terminal?
d) Se a cadeia for infinita, obrigatoriamente existe elemento inicial ou elemento terminal?
¢) Em que condicGes uma cadeia possui elemento zero?
Exercicio  10.7 Qual o conceito dual de elemento zero?
zicx((:;clclo 10.8  Considere o conjunto A={a,b,c} e a relagio de ordem (P(A), D). Entdo
pare com o0 EXEMPLO 10.5 - Soma, Produto, Inicial e Terminal: Conjunto das Partes):
a) Quais sdo os elementos inicial ¢ terminal?
b) Para cada par de conjuntos que segue, determine a soma e o produto:
b.1) {a}e{b}
b.2) {a,b}e{a,c}
b.3) Te{a,b,c}

Exercicio 109 Considere o conj =
: junto A={a,b,c} e a relaciio de ord i
na Figura 10.21 na forma de diagrama de Hasse. Entio: ; e (PIA) ) flustada

a) Verifique a existéncia dos elementos inicial e terminal. Justifique a sua resposta;
Dica: (;;:;far;lz ;que o elemento {a, b, ¢} ndo ¢ origem, nem destino de qualquer aresta do
b) Para cada par de conjuntos que segue, determine a soma € 0 produto:
b.1l) {a}e{b}
b2) {a,b}e{a,c}
b3) De{a,b,c}
b4) {a,b,c}e{a, b,c}
Exercicio 10.10 Considere a Figura 10.6. Para cada diagrama:
a) Identifique quais pares de elementos rdo possuem soma;
b) Identifique quais pares de elementos ndo possuem prodt’lto.
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{a} {b} fc} {a,b,c}
{a,b} fa,ct {b,c}

Figura 10.21 Diagrama de Hasse: conjunto das partes

Exercicio 10.11 Relativamente ao Teorema 10.4 - Unicidade: Soma, Produto, Inicial e
Terminal, detalhe as seguintes provas:
a) Unicidade do elemento terminal.
Dica: dualize a prova do elemento inicial;
b) Unicidade da soma ou do produto (apenas uma, pois a outra ¢ a prova dual).
Exercicio 10.12 Foi afirmado que as duas defini¢Ses de reticulado apresentadas (como uma
relagdo de ordem e como algebra) sfio equivalentes. Da defini¢do baseada em relagfio de ordem, foi
inferida a definicio algébrica. Sugere-se, como exercicic de pesquisa, a construgdo do caminho
inverso: da definigdo algébrica, concluir a definigio baseada em relagfo de ordem.
Exercicio 10.13 A relagiio (J, @) é um reticulado?
Exercicio 10.14 Para a relagio (Dp, : ) (do EXEMPLO 10.10 - Reticulado: Divisores):
a) Qual o significado da soma e do produto?
b) Qual o correspondente diagrama de Hasse se n for um niimero primo?
¢) Para qualquer natural positivo n, (Dp, :) é um reticulado?
d) (Do, :) ¢ um reticulado?
Exercicio 10.15 Relativamente ao seguinte reticulado algebricamente definido:
{F VYA v)
a) Qual a correspondente relac8io de ordem parcial?
b) Faca o diagrama de Hasse da relagiio de ordem parcial associada.
Exercicio 10.16 Prove que o reticulado R2 ilustrado na Figura 10.8 n#o é distributivo.
Exercicio 10.17 Suponha (A, R) e (B, S) duas cadeias quaisquer. Relativamente as cadeias e
aos reticulados limitados:
a) Em quais casos uma cadeia ndo € um reticulado limitado?
b) A unifio de cadeias (AU B, R U S) pode ser um reticulado limitado? Se pode, exemplifique;
©) A intersecgfo de cadeias (AN B, RN S) é sempre um reticulado limitado? Justifique.
Exercicio 10.18 Para qualquer conjunto A:

a) (P(A), 2) é um reticulado limitado?
b) A unifo das relagdes (P(A), D) e (P(A), ©), ou seja, (P(A), 2 U C), é um reticulado limitado?
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©) A intersecgio das relagdes (P(A), D) e (P(A), C), ou seja, (P(A), 2N C), é um reticulado
limitado?

Exercicio 10.19 Uma cadeia pode ser um reticulado complementado? Nesse caso, em que

condi¢Bes?

Exercicio  10.20 Para a relacio (D3g, :) (do EXEMPLO 10.10 - Reticulado: Divisores):

a) Qual o correspondente diagrama de Hasse?
b) O reticulado ¢ complementado? Justifique a sua resposta.
Exercicio 10.21 Parauma dada relaco de ordem, entende-se por um infervalo nessa relacio
todos os elementos compreendidos entre os limites fornecidos, respeitando a relagiio de ordem.
Adicionalmente, o intervalo ¢ dito um intervalo fechado (respectivamente, intervalo aberto), se o
limite considerado for elemento (respectivamente, nfio for elemento) do intervalo em questio.
Assim, por exemplo, considerando a relagio de ordem (R, <):

* A=[1,2] denota o intervalo fechado A={XER | x=1ex=<2}

* B=(1,2) denota o intervalo aberto B={XxER | x>1ex<2}

*  C=(1,2] denota o seguinte intervalo aberto a esquerda e fechado & direita:

C={xeR | x>1ex=2}

Nesse contexto, considerando que os intervalos A, B e C séo reticulados, discuta se sdo:
a) Cadeias;
b) Finitos;
¢) Limitados;
d) Complementados.
Exercicio 10.22 Relativamente ao cardinal do conjunto suporte de um reticulado
complementado:
a) Qual o menor reticulado complementado em termos do cardinal do conjunto suporte?
b) O cardinal do conjunto suporte de um reticulado complementado pode ser infinito?

Exercicio 10.23 Verifique se, no reticulado R1 ilustrado na Figura 10.8, existe algum
elemento com mais de um complemento.

Exercicio  10.24 Para o reticulado ilustrado na Figura 10.9 (esquerda), justifique por que os
diagramas ilustrados na Figura 10.10 nfo sfo sub-reticulados.

Exercicio  10.25 Determine todos os sub-reticulados dos seguintes reticulados:

a) Reticulado ilustrado na Figura 10.4 (esquerda);

b) Reticuiado ilustrado na Figura 10.11 (esquerda).

Exercicio 10.26 Considerando conjuntos parcialmente ordenados como um modelo
seméintico para sistemas concorrentes:

a) A existéncia do produto entre dois elementos do c.p.o. significa que existe um fork que

disparou as duas partes independentes do sistema. Qual a interpretagfio se o produto for um
dos dois elementos considerados?

b) Qual a interpretacio da inexisténcia da soma entre dois elementos do ¢.p.o.?
©) A seméntica da primitiva join é dada pela soma. Qual a interpretacio se a soma for um dos
dois elementos considerados?
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Exercicio 10.27 Verifique as seguintes propriedades para uma Algebra Booleana
{P,x, +,',0, 1) qualquer (suponha a, b e ¢ elementos quaisquer de P):
a) Duplo Complemento.

(@)'=a
b) DeMorgan.

(axb)=a +b’

(a+b)y=a' xb’
Exercicio 10.28 Mostre que, para quaisquer elementos a, b e ¢ de P, ¢ para qualquer Algebra
Booleana (P, x, +,, 0, 1), sendo (P, R) a correspondente relagiio de ordem, pode-se afirmar que:
a) Principio da Consisténcia. a xb=a se e somente se a+b=b se ¢ somente se a+b
b) seaxb=axcea+b=a+c,entiob=c
¢) (axb)RacaR(a+b)
d) ORacaR1
Exercicio 10.29 Suponha uma Algebra Booleana Finita, ou seja, cujo conjunto suporte &
finito. Entédo, mostre que:

Dica: as provas ndo sdo triviais. Se o leitor tiver alguma dificuldade em desenvolver as

provas, sugere-se fazer uma pesquisa;

a) O conjunto suporte possui 2" elementos, para algum NEN;
b) Eisomorfa a (P(A), C), para algum conjunto A finito.
Exercicio 10.30 Usando as portas E, OU ¢ NAO, desenhe os circuitos légicos
correspondentes a cada uma das seguintes expressoes:
a) X’'+Y)*Z
b) X+Y)Y+X'Z
c) XeY+(XeY)
Exercicio 10.31 Na Figura 10.22 ¢ esquematizado o somador full-adder, usando o somador
mostrado no EXEMPLO - 10.30 - Circuito com Multiplas Saidas: hailf-adder. O circuito full-
adder adiciona 3 bits (X, Y ¢ o carry Cin) e produz duas saidas (a soma S e o carry Cout).
Entio:
a) Desenhe detalhadamente o circuito;
b) Interprete o seu funcionamento.
Exercicio 10.32 Os reticulados (P{a,b}), C) e (P{a,b}), 2) sdio reticulados isomorfos?
Exercicio 10.33 Apresente duas cadeias as quais sio reticulados isomorfos e:
a) Prove que sdo reticulados isomorfos;
b) Apresente um homomorfismo que nfo seja isomorfismo.
Exercicio 10.34 A relacio (Dag, :) (introduzida no EXEMPLO 10.10 - Reticulado:
Divisores) constitui um reticulado distributivo? Justifique a sua resposta.
Exercicio 10.35 O reticulado ilustrado na Figura 10.23 (como diagrama de Hasse) €
distributivo? Justifique a sua resposta.
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C;
" half S
adder
S1 Cc2
X — |
half
Cout
y adder Ci

Figura 10.22 Circuito com miltiplas saidas: full-adder

9

Figura 10.23 Diagrama de Hasse

Exercicio  10.36 Em um homomorfismo Booleano, prove que a preservacio das operagdes de
complemento e de produto (respectivamente, de soma) implica a preservagio da soma
(respectivamente, do produto), do elemento inicial e do elemento terminal.

Exercicio  10.37 Prove que a composi¢io de homomorfismos Booleanos ¢ um homomorfismo
Booleano.

11 Conclusdes

Este livro apresenta os principais conceitos de Matemética Discreta, de forma didatica e
acessivel, de acordo com Diretrizes Curriculares do MEC para Cursos de Computacgiio e
Informética [MEC 2005]. Sempre que possivel, as construgdes apresentadas sio instanciadas em
casos aplicados a Computagfio ¢ Informatica nas mais variadas matérias e disciplinas como, por
exemplo, Sistemas Operacionais, Bancos de Dados, Compiladores, Estruturas de Dados,
Técnicas Digitais, Algoritmos, Complexidade de Algoritmos, Teoria da Computagdo, Linguagens
Formais e Autématos, Modelos para Concorréncia, Semdntica Formal, Teoria das Categorias,
Programagdo, Paradigmas de Linguagens de Programagdo, etc. Em experiéncias realizadas
seguindo esta abordagem, ficou claro que, além de o leitor fixar muito mais facilmente os
principais conceitos e resultados desenvolvidos, enfrenta com grande naturalidade diversos
estudos subseqiientes, resultando em um aproveitamento muito mais efetivo do curso.

Embora o texto seja diddtico e acessivel, ndo descuida do desenvolvimento do raciocinio nem
dos aspectos matematico-formais. Pode ser usado como livro-texto, ou como livro de referéncia
para os mais diversos aspectos da Computagio e Informatica. Adicionalmente, embora o
contetido basico da matéria Matematica Discreta seja relativamente estdvel (comparativamente
com e evolugio tecnologica da Computagfio e Informatica), a abordagem da énfase as questdes e
aos problemas da atualidade, bem como as novas abordagens dos Fundamentos da Computacdo,
como as inspiradas em Teoria das Categorias.

Assim, o leitor que acompanhou satisfatoriamente o conteudo tratado ao longo deste livro,
além de:

a) Desenvolver a sua capacidade de raciocinio abstrato (16gico-matematico) como um todo;
b) Obter uma viso abrangente de uma parte significativa da Computagio e Informatica;

deve ser capaz de:

c) Aplicar os conceitos basicos da Matematica Discreta como uma ferramenta Matematica para
investigagOes e aplicages precisas em Computagio e Informatica;

d) Via Matematica Discreta, abordar problemas aplicados e enfrentar ou propor com
naturalidade novas tecnologias.

A seqiiéncia natural e esperada de continuidade dos estudos relacionados com Matematica
Discreta é a seguinte:

¢ Andlise Combinatéria e Probabilidade Discreta (temas ndo abordados);

*  Teoria dos Grafos (apenas alguns tdpicos sdo apresentados);

*  Teoria das Categorias.

Em particular, Teoria das Categorias, em muitos aspectos, lembra e se assemelha aos estudos
desenvolvidos em Matemadtica Discreta, com a vantagem de que permite abordar problemas
possivelmente complexos de forma mais simples. De fato, a expressividade das construcdes
categoriais tem sido uma das principais (senfio a principal) motiva¢des para o uso da Teoria das
Categorias na Computacfio e Informatica. Considerando-se a complexidade dos sistemas
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computacionais atuais, verifica-se que, de certa forma, o desenvolvimento de solugdes para os
problemas propostos esta limitado & capacidade do ser humano de expressar os problemas e suas
solugBes. Assim, quanto mais expressivo for o formalismo usado, mais avangos podem ser
esperados. Inclusive, formalismos mais expressivos auxiliam n3o so nas especificagdes ¢ provas,
mas, principalmente, em um melhor entendimento dos problemas, bem como em uma maior
simplicidade e clareza nas solugdes. Por fim, registre-se que, Jean Piaget, em trabalho publicado
apos seu falecimento, afirma que:

Teoria das Categorias reflete a constitui¢do genética
das ferramentas cognitivas do homem

Gk
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