CAPITULO
TERCERO

INTEGRALES Y SERIES
DE POTENCTAS

§ 1. CURVAS RECTIFICABLES. INTEGRALES

1.4, Bea L: z = & (f), & < £ < P una curva continua. A cada parli-
cion del segmento {c, Bl en segmentos parciales (o, cayd) (5 =
=01,...2—1;, qp=a << < ... << o, = f) corres-
ponde una particion de la curva L en arcos parciales ox k=
=0,1,2, ..., n—1), con los puntes iniciales z, = A (zz)
y los puntos finales zh4; = A (¢ta44); el punto final de cada arco
(a excepcion del dltimo) coincide con el punto inicial del arco que
le gigue. Uniendo los puntos 2y, zy, %2, ..., 2,y en Su orden
mediante segmentos rectilineos, obtenemos una poligonal A inscrita
en la curva L. Los lados de esta poligonal son las cuerdas de los
arcos o,. Evidentemente, la longitud de la poligonal A es igual
a—1
a IEU | 2e4+1 — 21 |. Si esta magnitud, independientemente de la
==
particion considerada, gueda acotada:

n—1
kZ‘ﬂerm — 2| L0 << 00,

la curva L se llamarectificable, y el extremo superior de
las sumas indicadas se llama longilud de la curva.
Si existen particiones del segmento {a, Bl para las cuales las sumas
correspondienles, es decir, las longitudes de las poligonales inscritas
en la curva, son arbitrariamente grandes, se dice que la curva n o
es rectificable En estecaso, a clla no se le atribuye nin-
guna longitud, o bien, se supone que la longitud de la curva L es
infinita.

I2s ficil verificar que la longitud de una enrva rectificable es el
limite de las longitudes de cualquier sucesion de poligonales inseri-
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tas, cuando la longitnd maxima de Jos segmentos que correspondem
a la particién del segmento [, Bl, tiende a cero.

Una clase particular de curvas rectificables son las curvasl isa s
{arcos elementales). Una curva continua L se Hama 1isa,
si entre sus distinlas representaciones paramétricas oxiste al menos
una z = A ({), @ < t < B, para la cual i (£} posee derivada conlinua
y diferente de cero en todo el segmento [z, B).

El significado geoméirico de la eurva lisa queda claro del
ap. 2.1 del segundo capitulo.

Precisamente alli se demostrd que la existencia de la derivada
A (tg) == 0 significa que la curva posee tangente en el punto z, -
= X {{y), Ta cual forma con el eje real un dnguolo igual a Arg A" (2.
Por lo tanto, una curva lisa posee tangente en cada punto. Si ¢
varia continuamente desde o hasta §, entonces z describe una curva
desde el punto inicial hasta el final, variando también A’ (¢) conli-
nuamente, sin anularse, por lo cual varia también continuamente
Arg A" (1}*). Esto significa que la pendiente de la tangente a una
curva lisa varia continnamente cuando el punlo de contacto se des-
plaza continnamente a lo largo del arco.

Para la longitud I de una curva lisa L, en el cileulo integral se
deduce la conocida formula

fi
b= { ViZ OF F 17 0P a.

t

Esta formula puede escribirse en una forma mids compacta obser-
vando que

M@=z ()4 ) vy IV@F=[@OF + 1y 1%

entonces oblenemos:
]
1=\ A ()]at.
u

Una clage mds general que las curvas rectificables son las curvas
lisas a trozos (curvas elementales).

Una curva continua L se llama lisa a trozos si estd formada por
un nimero finito de curvas lisas, o, expresindose con mds precision,
si- para una representacion paramétrica suya z = A (), o < £ < .
el segmenlo [e, Bl pusee una subdivisién en un nimero finito de
segmentos [ox, arpl (@ = ap<<oy << ... <a, = B), en cada

*) Arg M (&) = Im {Ln [A'" {)]}, ¥ como 1’ (¢) varia continnamente, sin
anularse, Ln [A" (/)] y, por consiguiente, también Im { Ln [A’ ()]} varian con-
tinuamente.
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uno de los cuales & (¢} pusee derivada continua y diferente de cero.
De esta definicién ge deduce que una curva lisa a lrozos puede no
poseer tangenle en los puntos 2, = A{a,) (k =1, 2, ..., m — 1},
pero en cada uno de estos puntos existen las tangentes «a la izquierda»
v «a la derecha», do modo que los puntos indicados son puntos
angulares de la curva lisa a trozos.

Para la longitud [ de la curva lisa a trozos sigue siendo vilida
ia formula anterior

B

1= v @) a

Claro que con las curvas lisas a trozos ne se agota toda la elase
de las curvas rectilicables. Por cierto el lector gque no conozea las
cnrvas rectificables cn toda su amplitud puede sustiluir para si en
la exposicion ulterior, ¢l concepto de curva rectificable por el con-
cepto méds estrecho de curva lisa a trozos.

Sea L alguna curva rectificable z = A (), a <t P,y P (2) =
= Pz, ¥), @ (2 = Q (x, y). dos funciones reales definidas v con-
1inuas cn esta curva. Dada una parlicién arbitraria del segmento
{o, (] on segmentos [os, oayql, b= 0,1, 2, ..., n — 1, Lomemos
en los arcos oy con los extremos zp = &) + ifs ¥V Znty = Fagy +
4 tyasy sendos puntos: L = En i = A (Ta) (@a << Ta < Sngr)
y formemos para las funciones P y @ la suma integral respectiva

n=1

Eﬂ (P (5, ) (@ner ~2) + Q (Eny ) Wast ~Ya)]-

Iin el calculo integral se demuestra *) que para cualgquier sucesion
de particiones del segmento [=, Pl en segmentos cuya longitud méxi-
ma tienda a cero, las sucesiones de las sumas inlegrales respectivas
tienden a un mismo limite. Este altimo se designa asi:

| P pazto@ pay

L

y se llama inlegral (eurvilinea) de P dx + Q dy a lo largo de la
curva L.

Basindose en este hecho, en el siguienlo apartado introducire-
mos ¢l concepto de integral de una funcidn compleja a lo largo de
una curva rectificable.

En particular, si L es una curva lisa a trozos, la integral curvi-
linea se puede expresar mediante la integral definida de una funcién

*) Véase, por ojemplo, Ch. de la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinité-
simale, Vel. I.
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de parimetro 2 del modo siguiente:
{ P pdet-0@ ) ay
L

B +
=\ PO Oz O+0rO, ¥O1y ) .

[}

1.2. Sea L: z2=24(f), 2 <t P, una curva rectificable y
f(z) = wz, y) + iv(x, y), una funciéon definida y continna en L.
Consideremos alguna particién de la curva L en arcos o, {agui se
conservan las designaciones del precedente apartado) y formemos
para la funeién f (z) la suma integral correspondiente:

n—jg

8= f,;[l f (ER} (z‘p“_.! _z‘ﬁ).

Cada término de esta suma cs el producto del valor de f (z) cn cierto
punto £y del arco o, por la diferencia de los afijos de los puntos ini-
cial y finnl de este arco. Introduzeamos para abreviar las siguientes
designaciones:

u(&. 7}#.) == Un, © (Ek, Ne) = v, gy — Ty — Nig, Vst — Y= AYa.
Entonces tendremos:
FGa) =t~ fvny  Zapy —2zp = Axp | (Ays

¥, por consigwiente,

n—1 n—1
8= ;ZE 7 (&) (zn—l_ Zg) = JED (”k & ib‘;,) (Axy = f‘ﬁyﬂ) —
[ o
n—1i TPTJ
= k-JD (tt;,ﬂ&-'}. —_— E);‘f_\yk) ‘—{— i hl;j (U,‘Hi\-?;f; + u;,é\y;‘).

De aqui se ve que las partes real e imaginaria de la sumna inte-
gral § son sumas integrales formadas para la misma parlicion de la
eurva L vy para los siguientes pares de funciones reales: la primera,
para @ (x. ¥) ¥y —v (x, ¥), ¥ la segunda, para v (x, y) v u (z, y).
Como las lunciones u {x, y) y v (&, ¥) son continuas (debido a que
f (z) es continua), y la curva L es rectificable, las swmas integrales
indicadas tenderin hacia unos limites determinados al disminuir
indefinidamente las particiones de Ia curva (es decir, cnando la
médxima diferencia de los valores contiguos del parimetro ¢ Liende

14—1199



210 CAP., III INTEGRALES ¥ SERIES DE POTENCIAS

a cero); tenderan precisamentle a
Vu@pdz—v@ iy v v pdetuieydy.
L L

De aqui se deduce que, cn las mismas condiciones, la suma
integral de la funcién compleja f{z) también tiende a un limite
determinado y eoste limite es

:'; wlz, yydoe—rv(z, y)dy +i 5 v(x, y)de+ u(z, y)dy.
L 1

Xl Hmite indicado se designa mediante Sj(z) dz y se llama
L
integral de la funcidn f{z). tomada a lo largo de

{0 sobre) la curva L.
Asi, pues.

g f(z) dz—=lim Z 7 (En) Grey—2) =
P
= 5 @, yyde—v(@, y) dy+i | vz, pdrtule, gdy. (1.2:)
L 2

Vemos, que el cilenlo de la integral de una funcién compleja
puede redaciese al cileulo de dos integrales curvilineas de funciones
reales,

En el caso particular, cuando L es un segmento del eje rveal
asla L b z=uxy fiz) =F(x), donde f (2) es una funcidén real,
obtenemos segian la delinicion admitida:

n—1

S flz)dr - ]unZ?i F(Er) (enae—an)
hwmi)
&
Peoro, precisamente asi se expresa la integral definida S i () da.
a

Por consiguiente,

\ f(z) dz= 5 f (z) dz, (1.2:2)
T
v la integral definida de una funeidn real de variable real resulta
ser un caso particular de la integral de una funcion compleja a lo
largo de la recta. Cuando L es, como anleriormente, un segmento
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del eje real, pero Ia funcién f (z) es compleja: [ (2) = u (z) + i (z},
obtenemos: !

a—1
j‘ f @ de=1im S} [ (En) -+ i (En] (@rsr — 24) =

i NI
a—1 n—14
= lim E 1 (Ea)ngy — s} - L lim 2 v (Eg) (mppqg — o) =
" k=0 . " fwet)
= 5 u(x) da - i 5 v(x) da. (1.2:3)

Considerando el cago mdis general, cuando L es alguna curva
lisa a Lrozos, podemos sustituir cada una de las integrales curvilineas
en el segundo miembro de la formula (1.2:1) por su integral definida
correspondiente de la funcidn de Ia variable real #; entonces obtene-
maos;

]
@ de={ iz, yO12" O—viz@), y1y @ydet
;& it
B
+i | @l yO1e O el g1y Oy (1.2:4)

Comparando el segundo miembro de esta {6rmula con el segundo
miembro de la formula (1.2:3), pedemos considerarlo como la inte-
gral de la funcidon compleja:

{ulz @, yz' () —vlzt), y Dy )+
+ i{vlz(), y Ol @4 wlx(t), yit)y (0} =
={ulz(®), y@1+ (@), y O @+ )=V (@)

a lo largo del segmento del cje real & o t< f.

Por consiguiente, la f6rmula (1.2:4) puede expresarse en la
forma

Sf(z)dz:i FIM (D147 (8) dt. (1.2:5)

L

Aqui, el segundo miembro se obtienc del primero sustituyendo:
primero, la curva L por el segmentv § del eje real y, segundo, z
por & ({) ¥y dz por A" ({) dt. Su prioridad ante el primer miemhro
consiste en que, despnés de separar las partes real e imaginaria bajo
el signo de la integral, ésta se escribe inmediatamente on forma de
dos integrales definidas de funciones reales del pardmetro ¢ (véase
el ségundo miembro de la formula (1.2:4)).

14



212 CAP. 111 INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

1.3. Enumeremos las propiedades elementales de las integrales
de las funciones complejas:

a) { 1@ as= —{ 1@ as. (1.3:4)

L. f A

Aqui, se designa con L_ la curva que se diferencia de L sola-
mente en el sentido del recorrido.

by | f@dz={ 1@ ds+§1@dz+...+ S)'(z,)dz. (1.3:2)
L Ly La Lm

Aqui, Ly, Ly, ..., L;nson arcos que se oblienen al hacer alguna
particién de la curva L en partes; el origen del arco Iy coincide
con el origen de la curva L, el origen del arco L,y con el exiremo
del arco L, (=1, 2, ..., m —1) y el extremo del arco L, con
el extremo de la eurva L.

m

m
o) 5 Cifi{aydz =3 C;S f;(2) da. (1.3:3)
L i=1 =t 1

Aqui, fi(2), - .., [ (2) son [unciones definidas y continuas
en L, mientras que Cy, ..., C,, son constantes complejas.

Cada una de estas tres propiedades se verifica facilmente, hien
pasando a las integrales curvilineas segiin la férmula (1.2:1) o bien,
inmediatamenle, basindose en la definicién de la integral S f (z) dz

L
como el limite de la suma integral.

Frecuentemente suele ser necesario acotar superiormente el
médulo de la integral. Con este fin, ante todo se usa la desigualdad

a) |§ @ az|< {17 @1as. (1.3:4)
L L

Aqui SH{z) | ds es la integral curvilinea de la funcion real

L
(no negativa) continua |f (z) |, tomada a lo largo de la curva L,
n—1

cs decir, s el limite: lim ;.'):n | f (Ta) | Ln, donde Iy es la longitud del

arco O, ¥ Cx 88, como anteriormente, un punto de este arco.
Para demostrar la desigualdad (1.3:4), acolemos el médulo de

B T

la suma integral )__l [ {Cx) (Zx+1 — 2z4). Se tiene:
=

n—1 n—1 n;l
| D @) r—z) | < 2 1T @ 2reg—aal < 2 [T (Ga) | Lae
k=i f=i k=0
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Pasando a limite en ambos miembros de esta desigualdad, supo-
niendo que la particién disminuye indefinidamente, resulta:

JS?‘(B)dz < {11@)as,
B L

como se queria demostrar,
Ordinariamente, la integral que figura cn el segundo miembro

sucle escribirse en la forma S | @) [1dz |. La desigualdad (1.3:4)
L

toma enlonces la forma

) H!(Z}d’sléiuw)lldﬂ- (1.3:4%)
L

Con mds frecuencia que la desigualdad (1.3:4) o (1.3:4%), suele
usarse otra acotacidon mdas grosera. Supongamos, para eslo, que en
todos los puntos de la curva L Ia funcién f (z) satisface a la desigual-
dad

(3} < M
(aqui se puede tomar por M, por ejemplo, max |f(z)|). Lntonces,
para el médulo de la integral de f{(z) obtenemos:

e) | 5 f (3)dz| < M1, (1.3:5)

donde ¢ es la longitud de la curva L. Para oblener csta desigual-
dad es suficienle observar que

n—1 n—1

n—1
| 37 @0 Grar—2) | < D NF @ |3aar— 3 | < M 3] |2hai— 20|« ML,
Rl h=0 k=0

y pasar a limites,

Todas las propiedades enumeradas son exactamente andlogas
a las propiedades correspondientes de las inlegrales de las funciones
reales.

Es necesario sefialar una de las propiedades importantes de
las integrales de las funciones reales que no se verifica inmediata-
menle para las integrales de las funciones complejas. Se trata del
teorema del valor medio (primer teorema del valor medio), segin
el cual, en el caso mdis simple

b b
froa=rm { dt =7 (v) (b—a),
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donde @ << v < b (la fincién f (£) es continua en el segmento [a, bl).
b
De éste, en particular, se deduce que la integral S 7 (t) dt no puede

(13
anularse si Ia funcidn continua f (f) no se anula en ningtn punto
del intervalo {a, b). Pero esta Gltima conclusién no puede aplicarse
a las integrales de las funciones complejas, incluso cuando se limita
la inlegracién a un segmento del eje real.

Examinemos, por ejemplo, la integral S exp (2miz) dz, tomada

L
a lo largo del segmento del cje real L: 0 L & ‘% 1. Como exp (2nix)=
= €08 2nx +- i sen 2nz, segin la formula (1.2:3), se tiene:
1 1
5 exp (2nix) dr = X cos 2nz dz 41 5 sen 2z dz = 0.
L ] 0

Sin embargo, exp (2nix) no se anula en ningiin punto del segmento L.
Por lo tanto, la consecuencia indicada anteriormente del teoroma
del valor medio no es aplicable a las integrales de las funciones
complejas; por esta razén, el mismo teorema del valor medio tam-
poco es aplicable generalmente a las mismas.

He aqui unos cuantos ejemplos de caleulo de las integrales cle-
mentales de las fanciones complejas.

—1
1) 5 dz=1im ¥ (3hes— %) ==1im (2n—2) = Z— 2z,
L fra={l
donde z, es el punto inicial y Z, el punto final de la curva L.

En particular, si la eurva L es cerrada, entonces Z = z, y la
integral se anula:

j dz = D.
1
i n—1 fi—1
2) \ zdz=1lim 2 2y (2Znyy — 2a) = lim E Zhet (Zpr —22).
L h=0 R=0

Aqui, para una misma particion de la curva L suponemos una
vez gue el punto §, coincide con el punto inicial z, del arco a4, v la
otra vez, con el puntlo final z,4, del mismo arco. Como los limites
de wna y otrn sumas inlegrales son iguales, su media aritmética
tendra el mismo limite:

n—1 1 n—1
5 zdz:—.jj]im 2 (Zheq -}—z;‘.) (z;,,,p—z;,):?lim kE (Z§+1 —Zﬁ}=
L =0 =i

—5— lim {25 —23) = %- (22 —z3).
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En particular, si L es una curva cerrada, de nuevo obtenemos
que se anula la integral:

i F (@) dz=0.
3) Y =

z—a
L

donde L: z=a -+ rexp (i), 0 <t < 2n, es una circunferencia
eon el centro en e y de radio r, recorrida una vez en direceién posi-
tiva.

Hagamos el cdleulo por dos métodos distintos.

Para oblener una suma integral que sea lo mas simple posible,
dividamos L en n arcos iguales por los puntos:

Zg=a-|-r, z1=a—}—ruxp(£2’—:1] ,

Zp=a-f FGXP(E-@,-?-] v vy Spog=a T eXp [:‘ —-_-—2(”_““]

n
¥ pongamos también
Zn=Zy=qa-T.
Finalmente, tomemos por puntos {x en los arcos zjzp,, los puntos
medios de estos arcos:
i 1
{p=a-trexp [‘(Zk_—];)_g] (k=0,1,2, ..., n—1).

Entonces

= 1 1 (k1) s
1) =CT_"',;T—r~t!xp[-—a (_.L"]

L
Y
n—1
E F(&n) (Brs—2) =
h==(
n—1
_ . (Zk=1) a L2411 o s ZET )
3 e~ B0] o [ 2] (s 2
k=il
=1 n—1
A y T 9 L . mn
= 2 {expT—exp [ ——’;-)} = 2i 2 sen ——=2insen — .
Rl k=0
I'or consiguiente,
e - sen
5 " = lim 2in sen = = 25 lim = 2ni
#-vmik A= n fi—ros

L e

n
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Este mismo resultado puede obienerse aplicando la férmula
(1.2:5). Se tiene:
z=A(t) =a+tret, A (t)=ire'!
¥, por consiguiente,
dz iret! i
j T —_-I re“. dt:& j di.

&

Aqui & designa el segmento del eje real desde 0 hasta 2r. Por lo

=z
tanto, E dt = j d{ =2n y, finalmente,

& LF]
d.; %
5 E = 2,
—a

§ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY

2.1. El teorema, cuyo enunciado y demostracion daremos ahora,
es uno de Jos fundamentales en la teoria de las funciones analiticas.
Teorema integral de Cauehy. Si& esun recinto
simplemente conexo del plano finito y f (2) es una funcidn uniforme
y analitica en este recinlo, entonces para cualquier curva rectificable

y cerrada L, perieneciente a G, la integral af z) dz es igual a cero.
¥ P £

L
Con cierlas restricciones complemenlarias, este teorema puede
obtenerse [dcilmente de la conocida formula de Green. Esta férmula
tiene la forma

-~ a0 ap
[re paero@pay={(52-2L)dzay,
A ¢
dunde g os el interior de la curva clemental de Jovdan cerrada
L, P(r, y) y @ (z, y) son funciones continuas en L y en su interior
. . - aQ _ ar . ;
junto con sus derivadas parciales PR R L finalmente, la inte-
gral curvilinea en ¢l primer miembro se toma en sentido positivo,
es decir, en direccién contraria a la del movimiento de las agunjas
del reloj.

Escribamos la integral Sf(z) dz segiin la férmnla (1.2:1):
L

S f(z)dz= ( udr—uv dyTa'S vde4+udy.

L 1.



E 2 TECREMA INTEGRAL DE CAUCHY 27

Para aplicar a las integrales del segundo miembro la formula de
Green, exijamos que la enrva L sea de Jordan y lisa a trozog, y luego,
que las derivadas parciales de las Munciones u (z, y) v v (z, y) sean
continuas en el recinto &. Como

roa_ Ou L dw  dv . du
reO=—gmtig=g—ig:

lo Gltimo que se exige equivale a que f7 (z) sea continua en el recin-
to G. Como el recinlo G es simplemente conexo y la earva de Jordan
cerrada L pertenece a G, el interior de la curva L, es decir, el recin-
Lo g, también pertenece a G. Por consiguiente, las derivadas parcia-
les de las funciones u (z, y) y v (», y) existen y son continuas en
todos los puntos de la curva L y en =u interior. Segin la [érmula de
Green, cobtenemos:

iudx—vdy: g 5 (—gg—%‘-) dz dy,
P

iudx—i—udy: S‘J’S (-g%-—g—:) dx dy,

y como las expresiones que figuran bajo los signos de las inlegrales
dobles, en virtud de las ecuaciones de D'Alembert-Euler, se anulan,
las integrales eurvilineas examinadas también son iguales a cero.

Por esta razon es también igual a cero la integral 5 f (z) da.

i

No obstante, no nos quedaremos satisfechos con el resultade
obtenido y nos dedicarcmos a domostrar el teorema de Cauchy en
la forma que se enuncié anteriormente, es deecir, sin exigir ni que
Ja devivada de f (2} sea continua, ni gue la curva L sea de¢ Jordan
vy lisa a trozos.

2.2. Lema. Si F (z) es una funcién continua en un recinlo G,
y I' es alguna curva rectificable siluada en este recinto, entonces para
cualquier 8 >} puede asignarse un & tal, que para cada pariicién
de la curva I en arcos de longitud menor que 9, la poligonal respectiva
inscrita y estard conlenida en el recinto G, y la diferencia enire las

infegrales IF (z)dz y _\. F (z) dz serd en su wvalor absolute menor
&

%
que ¢
[ S (z)dz— 5 F(z) dz ‘ <&,
r ]
Demostracion. En virtud de la proposicion b) del ap. 4.5
del primer capitulo, en el recinto & se puede sefialar un conjunto-
acotado y cerrado E, para el cual Lodos los puntos de la curva T



218 CAP. III INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

son interiores; ademas, existird un nimero positivo p tal, que cada
circulo de radio p con el centro ¢n un punto cualguiera de la curva T’
pertenecera a este conjunto E. Fijando el conjunto £ y tomando
un niamero positivo arbitrario &, determinemos {en virtud de la
«wontinuidad uniforme de la funcion F (z) en el conjunto cerrado E)
uan §; > 0, tal, que para cualquiera par de puntos z* y z”, que porte-
nezcan a £ y satisfagan a la condicién |z — z” | << §,, se cumpla
la desigualdad '

|7 (&)~ F (") | <7 « (2.2:1)
«donde [ es la longitud de la curva I,

Tomemos ahora un ndmero positivo & tan pequefio, que se cumpla
la condicion 8 <C min (3, p). Fijemos una particién cualquicra de
la curva T cuya mixima longitud de los avcos o, (k =0, 1, ...

... n — 1) sea menor que el § indicado, y sean & los puntos que
realizan la particién, y s, las cuerdas de los arcos o ($x es el ori-
geny Luyy, el extremo de y,). Designando con y la poligonal cnyos
lados sucesivos son y, tendromos:

] Sﬁ‘(z)dzmg F(z)dz]:‘ﬂg [5 F(z)dz_jp(z)dz]!e;
¥ h=0

T a Vi

k=0 oy

k
Q;HS:‘: | 5 F(z)dz_j F(@)ds. (2.2:2)
Vi

‘Observando que EF[Q,)dz: FF (Ex) dz = F {Ls) (Enypr— Ca) (véase el
O Vu
wjemplo 1) ap. 1.3), hallaremos:

HF(z)dz-—SF(z)dzlz
e Vi
=| [ F@—F @az—§ (F @) —F @)1 ds| <
oy Vn
<|fr@—-rana|+|fro—renda|. @23
ok Yh
Las diferencias bajo los signos de las inlegrales pueden acotarse
seghin 1a férmula (2.2:1), puesto gue la distancia entre eunalquier

punto de o, o de ¥, y el punto {x es menor que §,. Por esta razdn,
¥

‘ 5 F (z) dz— IF(Z) dz}gfz.—-lm;g. Oy +p-long. ?;‘-:‘__'_%-lnng. O,
9 R

(2.2:4)



§ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 219

¥, por consiguiente, la desigualdad (2.2:2) nos da:
. n—1
! g I (z) dz— S F(z) dzl.s; 2 %-long. oy = . (2.2:5)
r

k=0

Con esto se termina la demostracion del lema.

2.3. Hagamos ahora la propia demostracién del teorema inte-
gral de Cauchy. Primero lo demostraremos para las lineas poligona-
les y despuds, aplicando el lema del ap. 2.2, estudiaremos el caso

FIG. 45

mds general. La demostracién misma del teorema para las poligo-
nales cerradas la dividiremos en etapas separadas.

a) Bidngulo. Sea L un segmento rectilineo y, recorrido dos
veces on direcciones opuestas. Entonces

E}'(z)dz: g f(z)dz-i-j (2)dz= S f(2) dz— S f(zydz=0.
¥ "

1L ) ¥

En este caso elemental no tuvimos que recurrir siquiera a la
derivabilidad de la funcidn f (z).

b) Tridngulo. Como yaseverd en ¢l proceso de la demos-
tracién, este caso es el fundamental, y en él tendremos que basarnos
esencialmente en ol hecho de que la funcién f (z) es derivable. Asi,
pues, sea L el contorno de un tridngulo sitnado en el recinto G,
recorrido una vez en una direcciéon determinada (por ejemplo, en
direccion contraria a la del movimiento de las agujas del reloj).
Hagamos:

|Sf(z)dz|=M{;=s0).

L

Queremos demostrar que M = 0. Dividamos el tridngulo, median-
te segmentos rectilineos que unan los puntos medios de sus lados,
en cuafro tridngulos iguales con les contornos L', L, L y LIV
(fig. 45), y formemos la suma de las integrales tomadas sobre L’,
L', L' y LV en las direcciones seiialadas en el dibujo con flechas
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(cada una en direccién coutraria a la del movimiento de las agujas
del reloj). Obtenemos:

ftoa+rfroat | r@ar E f@ds.  (2.3:1)
L= L LIv

ir

Cada una de estas cuatro inlegrales puede sustituirse por la
suma de tres integrales, tomadas a lo largo do los lados de los tridn-
gulos considerados. Seis de estas integrales, tomadas sohre los seg-

mentos sitnados sobre L, darin al sumarlas la integral Sj(z) dz.

L

Las otras seis se dividirin en tres pares de integrales, cada par de las
cuales se toman sobre un mismo segmento, pero recorridos en direc-
ciones opuestas (estos segmentos no estin situados sobre L). Eviden-
temente, Ia suma de cada par de éstas es igual a cero. De aqui se
deduce que loda la suma (2.3:1) es igual a una sola integral, y como
el madulo de la suma no supera a la suma de los modules de los
términos, se tiene:

M=[£f{z)dz|s;

<|Jr@al|+|§ 1@ a| || 1@+ | t@a]. @2
i L~ i LIV

De la dltima designaldad sacamos la conclusién de que al menos
uno de los términos del secgundo miembro tieno que ser no menor

que g . Designando el circuito correspondiente mediante L, {L, coin-
cide eon L, L", L'" o LIV), obtencmos:

‘5f(z)dz|>-"%.

I

Haganos abora con el triingulo £, lo mismo que se hizo anterior-
menle con el tridngulo L, es decir, dividimoslo en euatro tridngulos
iguales: Ly, L], L y L1V; observemos que la integral sobre L, es igual
a4 la suma de las enatro integrales sobre L, L;, L," y LIV (tomadas
en un mismo senlido: en direccién conlraria a Ja del movimiento
de las agujas del reloj), y, finalmente, saquemos la conclusién de

- b 1
gue el médulo de una de estas {illimas serd no menor que Tl;i;:=§ ;
Sea ésta la integral a lo largo de L, (L coincide con L], L, L o
LYy, Entonces, lendremos:

|jf{z}dz[>i:—i-.
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Continuando estos razonamicentos, oblendremos una sucesion
de tridngulos con los contornos Ly, Lo, ..., L,, ..., que salisfacen
a las siguientes condiciones:

1) Cada tridngulo signiente estd contenido en el anterior y se
obtiene de éste uniendo con segmentos rectilineos los puntos medios
de dos de sus lados; en parlicular, de aqul se deduce que la longitud
del circvito L, — designémosla con !,— es dos veces menor qgue

I,y ¥, por consiguicnte, I, = 2%, donde ! es la longitud del cireni-
to L.

2) Cada uno de los tridngulos estd contenido on el recinto G;
esto se debe a que [ estd contenido en G, por lo cual (como el recin-
to G es simplemente conecxo) el interior de L también tiene que per-
tenecer a G.

3) La integral de 7 (2) a lo largo de L, satisface a la desigualdad

| S;(z)czzp.% (n=1,2, ...} (2.3:3)

Ln

De la propiedad 1} se deduce que los tridingulos considerados
¢cifien» a un punto g, perleneciente a cada uno de los tridngulos (dste
puede estar situado en el interior de L, o sobre L,)

En virtud de la propiedad 2), el punto ¥ perlenece al recinto G.
Por consiguiente, segiin la hipdtesis del teoroma, la funcion f (z)
posee derivada /° (L) en el punto §, y para cualquier e > 0 se puede
sefialar un & tal, que cuando sea |z — L | << 8, se cumpla la desi-
gualdad:

Y — '
%-—f’ (L:)I{e. (2.3:4)

Como el punto { perlenece a cualquiera de los tridngulos consi-
derados y éslos «cinen» a este punto (las longiludes de los eireuilos L,
tienden a cero) resulta que, comenzando desde eierto n > N, eslos
tridngulos estarin contenidos por completo en el circulo |z — L | <<
<< 8§, y, por consiguiente, para todos los puntos z, perlenecientes
a L,, sc cumplird la desigualdad (2.3:4).

Eseribdmosla en la forma:

[ @) =@ =" E) (z—=|<e[z—C]

Observando que la distancia |2—{| entre dos puntos de un mismo
tridngulo es menor que el perfmetro de este tridngulo, es decir,

, obtenemos:

l
€5 menor que —

1@ —fO—F Q@0 <egr, 2€Ln n>N. (2.3:5)
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Hallando ahora la integral de la funcién f (z2) — f () — /" () (23— &)
a lo largo de la linea cerrada L,, resulta:

(r@—10-—rve-ta=

Ln
= §1@de—i@ {da—r @ [zas—2r @ jdz=£[f(5)d3-
Ln La Ln Ln n
(2.3:6)

Aqui hemos aplicado el hecho de que las inlegrales 5 dzy I zdz
L

L
son iguales a cero (véase los ejemplos 1) y 2) del ap. 1.3?3. Por c’:)nsi—

guiente, en virtud de (2.3:6), (2.3:5) y de la de igualdad (1.3:5),
obtenemos:

| 1o dz| =| [v@—1@—r @ @-via|<egi=

L1 [ :
=5 5w g (2.3:7)

Comeo complemento a la desigualdad (2.3:3), donde los nimeros
é},i‘ se acolaban superiormente por el mdédulo de la integral sobre
Ly, hemos conseguido obtener la desigualdad (2.3:7), donde este
médulo se acota superiormente por los nimeros & - Confrontando
las desigualdades (2.3:3) y (2.3:7), deducimos que

M << sl?,
o bien, haciendo a e tender a cero:
M <0,

Pero M no puede ser menor que cero. Por cunsiguiente,

M:'if(z) dz’:i], '

con lo cual se termina la demostracién del teorema integral de
Cauchy para el caso de un tridngulo.

¢} Ahora estamos en condiciones de considerar el caso en que
L sea una poligonal cerrada arbitraria situada en el recinto G. El
problema consiste en saber descomponer tal poligonal en tridngulos
(para los cuales ya estd demostrado el teorema).

Comencemos con el cago en que L sea el contorno de un poligono
convexo de n lados (n > 4) Aydy ... A, 4, recorrido una vez
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en una direceién determinada. Descompongamos el poligono en
n — 2 tridngulos medianle diagonales trazadas por el vértice A,
(fig. 46). Cada nuno de estos tridngulos pectenece al poligono dado y.
por lo tanto, también al recinlo & {de nuevo empleamos que el
recinto G es simplemente conexo). Por consiguienle, para los triangu-
los obtenidos es vilida el teorema que se demuesira.

FI1G. 46 FIG. 47
Eseribamos la integral de f(z) a lo largo de L en la forma
siguicnte:
(LS 1)
L ApApds AgAp Agds Azds, . . Ap-ydg
Auftitgnn Aodgr’ls.;.,—in._u\n Agngds. | . Apn_y 4o
(va que, por lo demostrado, = 0). Vemos, pues, que la inte-

ApdjAzdg

gral sobre el contorno de ‘I.ll.;_ ;]osligonn convexo de » lados resulta
ser igual a la integral sobre el contorno de un poligono convexo de
n — 1 lados. De aqui, reiterando este razonamiento unas cuantas
veces, sacamos la conclusién de que esta integral es igual a la inte-
gral sobre el contorno del tridingulo 4,4, ,4,., es decir, es igual
a cero. Por lo tanto, el teorema queda demostrado también para
un poligono convexo arbitrario.

Examinemos el caso en que L sea una poligonal cerrada arhi-
traria, que no se corte consigo misma y sea recorrida una sola ves.
De las hipétesis hechas se deduce que ésta es una curva de Jordan:
por esta razdén se puede hablar de su interior que, como el recinto &
es simplemente conexo, tiene que pertenecer a G. Demostremos que
el interior de la poligonal L puede descomponerse en poligonos
convexos. Con esle lin, observemos que un poligono convexo se
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caracleriza por completo con que cada uno de sus lados puede pro-
longarse en linea recta por cualquicra de sus dos vértices respeclivos,
sin caer en esta prolongacién en el interior del poligono. Por el
contrario, entre los lados de un poligono no convexo lienc que haber
alguno cuya prolongacién caiga en el interior del poligono. Prolon-
guemos cada uno de tales lados de uno o de los dos métodos posibles
dentro de L hasta que nos encontremos de nuevo con L '(fig. 47).
De esta manera, el poligono inicial quedard descompuesto en un
nimero finito de poligonos, cada uno de los cuales seri convexo

F1G. 48

(puesto que, en virtud de la construecion hecha, ninguno de los
lados puede prolongarse dentro del nuevo poligono). Pero la inte-
gral sobre cada poligono convexo es igual a cero; por consiguienle,
¢slos pueden desprenderse uno a uno de todo el poligono sin cambiar

¢l valor de la integral Sf{z) dz. KEn deflinitiva oblendremos quo

L

en este caso también es igual a cero la integral sobre L.

Supongamos, finalmente, que L es nna poligonal cerrada arbi-
traria. Segiin la definicion, ésta consta de un nimero finito de
lados Ay, Ay, ..., A,, dados en un orden determinado, de nodo
que el extremo de cada uno es el origen del siguienle y el extremo
del dltimo lado coincide con el origen del primero (ap. 4.1 del
capitule primero). Algunos de los lados pueden tener puntos comu-
nes ademas de los indicados, es decir, la poligonal puede cortarse
consigo misma; ademis, algunos de los segmentos rectilineos A,
pucden ser partes de olros segmenlos o incluso pueden coincidir
con ellos. Isto significa que al recorrer la poligonal L, algunos de
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los segmenlos que la pertenecen pueden describirse parcial o com-
pletamente unas cuantas veces (flig. 48).

Para facilitar los razonamientos, los haremos respecto de nuestro
dibujo, donde estd representada una poligonal compuesta de ocho
lados: Ay = Apdyyy (B=0,1,2,3,4 5,6, 7; 43 = 4;), en la
cual el lado 444y forma parte del lado Agd4. Empecemos el movi-
miento sobre L, comenzando desde A,, hasta que un nuevo lado se
encuentre por primera vez conuno delos lados ya reco-
rrido. 12n nuestro caso, tal lado os 4343, que se corta con 4,4, en el
punto 8. Entonces, la poligonal cerrada que se obtiene al recorrer L,
comenzando desde el punto B hasta el primer regreso a este punto
{en muestro caso, ol tridngulo BA,4;), ropresentard una curva de
Jordan cerrada sitnada en el recinto G. Por consiguiente, la integral
sobre ésta serd igual a cero y al excluir de L la poligonal indicada,
el valor de la integral a lo largo de L no variara.

Resulta una poligonal L', formada por los lados, escritos por
orden, 4B, BA;, A4, AAg, Agdq, Agdy, A4, El nimero de sus
vértices y, por consigniente, de sus lados, es al menos una unidad
menor que la cantidad inicial, puesto que la parte despreciada de
la poligonal L cra por lo menos un tridngulo, de modo que fueron
despreciados no menos de dos vértices, y en su Jugar ha aparecido
no mas de un nuecvo vértice (B).

Podriamos limitarnos a estos razonamientos, si el caso examinado
fuose el dnico posible. Pero existe otra posibilidad més, que se
observa en el caso de la poligonal L/, Hagamos de nuevo un recorrido
comenzando desde A, a lo largo de los lados A, B, BA;, AzA,,
A A5, Asdg. Hasta agqui no encontramos ninguna autointerseccion.
Pero el siguiente lado 4g45 va dirigido por el lado Az4,4. de modo
que nos encontramos con puntos interiores de los lados ya recorridos
antes, es decir, con puntos de autointerseccion; sin embargo, ninguno
de éstos es el primero (el punto A4, que es comin para dos lados
consecutivos Az;Ag y Agd;, no es un punto de aulointerseceion

ara L').
5 Debido a esto volvemos hacia atrds por el lado A;4,, hasta que
nos encontremos con el punto mds préoximo a 4, de los dos vértices
contiguos 4; y A;. En nuestro caso, éste serd C = A;. La poligonal
cerrada, compuesta de la parte del lado 4;44, comenzando desde
el punto C hasta el vértice 4q, y de la parte del lado Ag4; desde 4,4
de nuevo hasta el punto C, representa un bidngulo, la integral sobre
el cnal es igual a cero. Por esta razdn se puede excluir esta poligonal
de L’ sin variar el valor do la integral a lo largo de L’. Resulta una
poligonal cerrada L”, formada por los lados, en su orden, 4,8,
BAd,, A A, Ad;, AC, CA,. La cantidad de sus vérlices y, por
consiguients, de sus lados, es una unidad menor que para la poligo-
nal L', puesto que junto con el biangulo hemos despreciado un vér-

15-1199
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tice (44), sin introducir en su lugar nuevos vérlices (€ coincide con
Az o, en otro caso posible, con Adg).

Nuestro razonamiento es de un earicter totalmente general.
Después de repetirlo un nlimero linito de veces obtenemos o una poli-
gonal cerrada LY, que es una curva de Jordan (en nueslro easo, 1al
es la poligonal L"), o sino un bhidngule. En cada uno de estos casos
sacamos la conclusion de que la integral a lo largo de la poligonal
inicial L es igual a cero.

Asi, pues, queda demostrado el teorema para una poliganal cerra-
da arbitraria. Obsérvese gue, extendiendo el teorema desde el caso
de un tridngule hasta este dltimo caso. nosotros no empleibamos
ningin razonamicnto de eardcter tedrico-funcional. Todos nueslros
razonamientos eéran exclusivamente de caracter geomélrico ele-
mental.

d) Consideremos, finalmenle, el caso mis general de una corva
rectificable y cerrada arbitraria L, perteneciente s un recinto G.
En virtud del lema del ap. 2.2, para enalquier £ = 0 se puede sefialar
una poligonal cerrada y, inscrita en L y perteneciente al recinto G

tal que las integrales 5 f(z)ds ¥ J 7 (2) dz satisfacen a la condicién
T %

|§ 1@ a— (1@ as|<e.
L

v

Pero, segiin lo demostrado anteriormente, Sf(z) dz=0; por consi-

¥
guiente,

|gf(z)dzJ<e,

L

y ¢omo aqui e es un nplUmero positivo arbitrariamente pequeiio, so
ticne

j)‘(z,\dz:ﬂ.
1

con lo cual se lermina toda la demostracidn.

lin el teorema demostrado el civcuito de integracién L perlenccia
al recinto @ en el cual la funeidén / (z) era analitica. Sin embargo,
este leorema puede extenderse tainbién al caso en que L represente
[a frontera de este recinto. Precisamente, se verifica la siguienle
proposicion.

Si G es el interior de una. curva de Jordan cerrada rectificable I.
¥ | (z) es una funcién continua en el recinta cerrado G,y analitica en
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el recinlo G, entonces la inlegral de [1z) sobre L es igual a cero:

E fia)dz = W,
T

Lin tedo su volumen este teorema se demostrard en el guinto
capitnlo. Aqui nos limitaremos a demoslrar un caso parlicular
del mismo, que es suficiente para Lo mayoria de las aplicaciones.
Sea L una curva rectificable tal, que cada rayo gue parta de cierto
punto z, del recinlo G se encuentre con ella cn un selo punto.

Supongimos que la ecuacién de la curva L puede representarse
en la forma

z  zy A (D). 0-..0-2 2n,

donde 8 es el dngulo polar respecto de un sistema polar de ecoor-
denadas con el pole en el punto z,. Entonces, para eualquier p,
O<—p<<1, la curva L, z=z;-} ph (0), que cs semejante a L res-
pecto del punto z;. pertenece a . Debido a eslo, en virtud del
teovema integral de Cauchy,

S flzydz=0, O<Cop<1.

LD

%., 7 (2) (Bus 1 — 20) = :Z;]ffzu"l A (0 A (Ongg) — 2 (04)]
es Ia suma inlegral para la integral [ (2) dz, enlonces, debido

a la semejanza de las curvas L, v L, la‘expt-e.sién
}6‘1 [ 1254 o2 (Op)]- [ph (Ongs) — pA (01|

serd una suma integral para Sf{z) dz. Por esto, esta dltima inte-
Lp
gral puede expresarse lambién en forma de la iutegral a lo largo do L:

{ pf 120+ ph (@) dz=0.

I

Transformemos ahora la integral gj’(z)dz del modo siguicnie:
I

S f70+4- 2 (0)] dz = 5 {120 v A(O)]— pf [20-I- p2 (0)]} dz =
I .

= 1 {A—0) 11t 2O+ (/ 120+ X 01— / (25+ b (O))

15%



228 CAP. IIT TNTEGRALLES Y SMRIES DI POTENCIAS

Hagamos las notacioncs: M ==max|f(z)| y m= max [A(8)].
G 0502

Para cualquier &0 puede sefialarse un 6(2) >0 tal, que se cum-
pla la desigualdad

/() —F{") | <e
para cada par de puntos z’, z* del recinlo & que satisfagan a la
condicién |z’ —32"[<<8(e). Por lo tanto, tomando ‘[—p-c:ﬂmf'l.
tendremos:

[F1z70+ A (0)]1—F 20| pA(B)]|<e
¥, por comsiguienle,

|} 1@ ds| <11 —p) M+pel-Long. L.
L

Tomando agui p—1, obtenemos:

J g [ () dz!s; e-long. L,
L

¥, linalmenle, haciendo & — 0, sacamos la conclusion de que

{ t@az=o,
L

como s¢ querfa demostrar.

En particular, se puede tomar por L una cirennferencia o cual-
quier poligono convexo.

Obsérvese que del hecho de que noestra proposicién es justa para
cualquier Lridngnlo se deduce, por el método que ya conocemos, que
es justa también para cualquier circuito poligonal cerrado sin autoin-
lersecciones (no necesariamente convexo).

No obstante, no podemos basarnos en ¢l lema del ap. 2.2 y exten-
der esta proposicion al caso de una curva arbitearia de Jordan cerrada
y rectificable L, puesto que las poligonales A inscritas en ella pueden
salir parcialmente fnera de los margenes del recinto cerrado &,

limitado por ln curva L, y, por consigniente, las integrales Y fz)dz
A

careceriim de gentido.

Como ya se ha advertido, la demostracion del teorema en todo
su volumen se dard mis tarde (basindose en otras ideas).

2.4. En los primeros trabajos de Cauchy su teorema servia
como un medio para calcular distintas integrales delinidas de las
Eunciones de variable real (fundamentalmente integrales impropias).
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Para dar una idea de estas aplicaciones del leorema de Cauchy,
que dieron vida al mismo teorema, expongamos tres ejemplos.
1. Integrales de Fresnel:

oo

S cosE2dE vy S sen £* dE.
u i
Para calcular estas integrales, que aparecen en la teoria de la

difraceion, consideremos una funcién auxiliar de variable compleja
F (z) = #7%. Esta puede considerarse como una funcién compuesta

& &
g
L
Di-Reai) CIR+act)
/ % \ —~-— L
2 x + T
"P —
A-R) @ B+R) T
FIG. 49 FI1G. 50

F(z) = qlf (2], donde f(z) = iz® ¥ ¢ (L) = ¢ De aqui, segiin
las reglas de derivacién de una funcién compucsta, se deduce que
F (z) es derivable en todo el plano y ﬂ}fﬂ = 2izef*. Por consi-

guiente, puede aplicarse el teorema integral de Cauchy.

Tomemos por circuito de integracién la linea L de la fig. 49.
Esta consta del segmento OA del semieje positivo, de longitud I}
(R es un ndmero positivo arbitrario), del arco 4B de la circunferen-
cia de radio R con el centro en el origen de coordenadas y del segmento
BO de la bisectriz del primer dngulo coordenado. Por lo tanto, el

dngulo AOB es igual a % Debido al teorema inlegral de Cauchy,
la integral 5 et?dL es igual a cero:
i
fevdr= {evart {ewdry | era—o.
. L oA AB O
Pero £ en OA es igual al nimero real E, por lo cual, df=dE y
R

J((R) = 5 e dt — § %2 g,

oa
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En AB, {=R(cosg- isen @), donde @ varia desde 0 hasta %— :
por lo ecual

L= R (cos 2 | isen2q) (Dé;2$§;—g—) .

di =1 (—scn @i cos @) dp == iR (cos @+ i sen @) do

Ja ()= x e dl = | exp[iR*(cos 2p4i sen 2q)] i (cos ¢-iseng) de.

AD

c’-.---:.ﬁiu

Finalmente, en B0, {=p (cus %—{—Jsen %) , donde o varia

desde R hasta 0, por lo cual

st

" " n i i o .- s G
.,zu[r(cos? |-isen 2)_ep y di= (cor.---—TwL-n % )dp

4
¥
v )
Ju (i) = 5 Al = S (i (cos —:-;— -l i sen %) dpy —
1o r
B _I",_ i
n . m s i 2 — 2
- — (cu.«' = -|—r..-sunT) K e=Prdp s — T“ -1 8) E e~ dp,
il

Al hacer crecer indefinidamente o R, J, (1) lendera al limite

-

- o T =
—% (-5 s e P dp— — l'f‘“ (1-+17), puesto yue g e~ b dpz-"%f *).
B [ -
*1 En efeclo,
i K K 4 i 4
( \ £ e gy - ( { f'ggdg]‘e-’.( q e'gﬁrﬂf,)-. (=)
i T “n . 0

Ln el enadradi eon el centro en el origen Jdo e rdenadas, cuyos lados,
de longitud a 2R, son paraleles o los cjes de eonrdenadas, inseribamos un
cireulo &y eireunscribamos un eirculo A Entonces, como |a funcion subin-
tegral es positiva

K R
u o

] i —n K
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Demostremos que Jy (1) —0 enando R — oo, Para esto, acote-
mos el modalo |J,(R)|. Se tiene:
;b
| Ja (J0) ] <. R g | exp [iR? (cos 2@ + ¢ sen 2] |- | cos g -- i sen @ | dip.
i
Aqui
| exp|ii2% (cos 2q - i sen 29)}] | = exp (— R? sen 2¢)
v |cos@+iseng|—1; debido a lo cual

n

)
|[Ja(dt) |« R E exp (— R* sen 2g) dy,

Pero sen 2o % 2¢ para 0.4 2@« :;L ).

o hien, sustituyendo las coordenadas cartesianas reclangulares § y 7 por las
polares p ¥y q v aplicamle la férmula (@), tendremos:

R I z 2 12
3 ( e M adpdy < 4 ( \ o8 rig) < .! g e~ dp dyy.
i h W i

Electoando Ja integracidn y extrayendo la rajz cusdrade do todoes los miem-
bros e la dexignaldad, hallames:
I
Jad—e™eon g B oV al—e 20

v

[

de domle
oy

5 —
ling 2 { eHgE=11 o Y = 1.211 .
Bogox: | P
t u

i\;I‘A

1

. 4o . seno .
#) Lo efecte, la funcion jf_a;_-—T-df-_r-.rc-c.v en el intervalo ({!,

puesto que <o derrvadi
€ COs oL — 200 o cus o (o — U @) ‘u
= = -

foqm) - B s ]
- . . m £y . m
cunndo 0« <’ -, Por esto mismo ff{x) -] {:—Z") §1 @« -, 0 sea,
seno. . 4 )
— = =, 0 hien
o a
2 n
SOTL AL e —— D<o .’—)A
3 ( ey P
4]

Leta desigualdal ge convierle en ignaldad para =0 y = 7 -



232 CAP. III INTEGRALES Y SERIES DE POTRENCIAS

Por consiguiente,

n
n/h _i T
[J2(R)| <R i BXP(_%R’CP)d¢=REiE%M .
u o —
= 19y {— B2 ;
=r—f—

de donde se deduce que
lim J,{R) =0.
Resco

Consideremos, finalmente,
;. R

H
Jy(R) = j £88 dE — Scos gt i £sen E? gE.
(1]

]

Como J, (R)+Jy(R)+J3(R)=0 para cualquier R, sc tiene que
Ji(R) = —~J2(R)—J3(R) ¥

lim 7, (R) = — lim J3 (R) — lim J () = VB G,

.

F—sco
es decir,
I3 R
lim ({cosgazi{ sendrat) -V (140,
TR 0

De aqui se deduce, en primer lugar, que existen las integrales

oo R o6 R

5 cos E2dE = lim I cosE?dE ¥y S sen B2 dE= lim 5 sen 2% dE
0 fivom b iy

v, en scgundo lugar, que

m oo

Ecos Erdt—= ! sen k2 di = 1’{,‘% .

2. La integral

oo
j e~ "teos (2hax)dr  (A>0, a>=0).

-0
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Para calcularla integraremos la funcién f(z)=e—"** sobre el
contorno L del rectdngulo representado en la fig. 50. Como esta
funcién es derivable en todo el plano, puede aplicdrsele el tcorema
integral. Por consiguiente,

ie—w dg= [emeary (ewary (erwart {ewar=o.

AD EC cp Da
Sobhre AB
t=a(—R<z<h) y do=dz;
por lo tanto,
+R
7 - 5 e gt = 5 e dg,
AB “r
Sobre BC

E=R+iy (O<sy<a), 2=R242iRy—y® y di=idy,
por lo tanto,

To= (M dr= [ exp[— A (R*+i2Ry—y?)idy =
BC 1]

=i

exp[ —A (R*—y?®)lexp (— 2RiyA) dy.

Sl

Sobre CD
t=z+ic(R>z> —R), [P=2'42icx—a? y df=dz,

por consiguiente,
-r

b Se-ltﬂd;.—_ 5 exp | — A (22 + 2iaz — )] da —
ch +R
By
= —ghat S oxp{— Ax® — 2iadz) dz =
-R
: o5
— = ¢ghat 5 e~*% [cos (2haz) — i sen (2hox)] dx.
—R

Finalmente, sobre DA
E=—R+4iy(azy>0), PP=R*—2Riy—y* y d{=idy;
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por lo tanto
i}
P 5 et dl — | oxp [ — % (% — 2Riy— y) i dy =
LA L

“@

= —;'j exp | — A (R* — y?)| exp (2Riyh) dy.
[
Supongamos ahora que /2 crece iadefinidamente. Enlonces las
inlegrales J, y J, tenderin a cero. En efecto,
(] L3
/al < [ lexpl-—a (22— y)1 || exp (— 2iRhg) | dy = | e=rie=imr ay.
n i}

Cuando A = «, obtenemos:
L3
| e S exp [ — A (R? —a?)] dy=aexp [— A(A? —a?)|—>0 (B — co).
i}
Del mismo modo

EATS 5 jexp[— A (R*— y%)] || exp 2iRhy | dy ==
]

[F)
= { exp[—A(*—y3)]dy —0 (1~ o).
]
La integral J,, cuando 1 —s oo, ticude al limite

Lon

§ esp(—arydar= <o | e |~ (VA4 (VT =) T,

4o
(]meslo quo S e=*2dy -V m; véase el ejomplo mllurior)

Jf'iualmmn;. de la relacién
Ty gt Fop =i

ohtenemos:
o
cha? i =72 [cos (2har) —— i sen (2houc)] de =
i % = o I
= — lim Jg = lim J, 4 lim J, 4 lim J, — I/T i
R— o fr—sur: -

B-=ron
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Igualando en esta relacion las partes reales, rcsulta:

ghat S =t oos (2hor) de = "/% .

—_—
o sca,
+o0 o
j e="2 gos (2hatz) da == ]/ % e—hn2,

- 00

3. Ta integral

¥ 3 i etz 42 P »
Pomemos la funcien auxiliar f(z)=—. Esta funcién estd defi-

nida en el recinto &, formado por todus los puntos del plano,

g

a excepeidn del origen de coordenadas, y es derivable cn este
recinto [nos convencemos de esto iltimo derivando direelamente:
df(z) _ et*(iz—1)
A 22 :

Tomando ¢l circeilo de integracion L representado en la
Fig. 51 (este ciremito, asi como su interior, estd situado ¢n el
- ¥ . - - Pl
recinto &), aplicando el Leorema integral a la funcidn f(z) - —

hallamos:

AL g il e i - T [T
5 ¢ ._ri\,T g g\id\,_'_ F.:-an+ K ey 4 5 e'vdy o

L4 ) L 2 5
AR non o EIrA
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Sobre AB [ es igual al nimero real §. Por lo tanto, df =dE y
Fione " ethar _f e‘idg _ f cosglﬁ+. ¢ sengdﬁ
e e i

AB
Sobre BCD L= R(cosqa-i-lsenlp) (qua‘gu} por lo cual di{—
_R(—~sentp+acos:p)d¢_n}?(coscp+zsenq:)dcpy

J eicdg exp [i{R (cos @i sen @] iR {cos @i sen ¢) d'tp
- [ e T

R i
o u (cos p-i sen p)

=i S exp (iR cos ¢ — R sen @) dp.
0
Sobre DE [ es igual al nimero real & por esta razén, df—
=df y
P S ap Y et gz _]-' costdl | _g' son§ dg
= __—R s P-R £ “R i

LDE

Sustituyendo agui la variable de integracién & por —E, obte-
nemos:

f st |, Ssangde

Finalmente, sobre EFA
{=r(cosptiseng) (n>¢>0)
por lo cual
df == ir (cos ¢ -+-isen ) dg

_ e ar exp [ir (cos ¢ i sen )] ir {cos @ 4§ sen @)
L 5 < 5 r(cos ¢ -1 sen @) Opire
EFA
k14

= { exp (ir cos ¢ —rsen @) dg.
°

Supongamos que R crece indefinidamente; entonces

a

Jo=i S exp (iR cos ¢ — R sen g) dop
i
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tenderd a cero. En efecto,

b1
|z = [ S exp (iR cos p— R sen @) dg ‘ <
i

o2

o
-g§ |exp (iR cosp— Rseng)|dp=2 S exp (— R sen @)ldy <<
[

Py

2 —.~R
<2 }E exp(—H%cp)dq;:ﬂi }; {%.

de donde se deduce que lim J,=0.
Ii—oo
Supongamos, finalmente, que r tiende a cero; hallemos el
1imite de la integral J,, igual a

a
—i S exp (ir cos ¢ — rsen ¢) de.
0

Como la funcién exp(iz) es continua en el punto z=0, en el
cual toma el valor 1, para cualquier e>>0 se puede senalar un
() >0 tal, que para |z|{=r<<8(e) sc cumple la desigualdad

jexp (iz) —1|=|exp(ircosp —rseng)—1|<e.
De agui se deduce que
a T
I.h——(—-i S 1dcp”=” [exp (ircos ¢ —rsen¢) — 1] dg | << ne,
: 0 0

O sea,

o
limJ,= — Si-drp= — i
0

r=+0

Volviendo a la relacién fundamental

¢

deducimos de ésta que: J 4+ J3=—J,—J,, o bien, aplicando las
«expresiones para J; y J; seiialados anteriormente:

it
S,f__‘f_c;=J1+_}‘2+ja+,}“:0‘
L

R
255%=_12_J4.
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Cuando '— o0 y r—0, como ya se vio, ¢l segundo miembro
Liende al limite: —lim Jy—lim J, = ni. Por consiguiente, ol pri-
Hoenn =1l
mer miembro Lambién tiende al mismmo limite:
e

£ e sl -
lim 2 5 -L-_'l—gdg = .
Tt e o ®
=1l ¥
i

s a soen g . %
Designando lim | =—=dE, cuya existencia hemos demostrado,

Tt=son n 5

r—0

mediante jﬁg—‘;dﬁ, obtenemos: 2§
L

b
tivamente

sen g . i . 6
eagd;,—m. o Dbien, delini-

Ce— B

e

sen g Eid
5T“§=T'

2.5. Hemos demostrado el teorema inlegral para Ias Tuncionocs
analiticas en los recintos simplemente conexos. Ficilmente se obser-
va quo este teorema no se extiende sin reserva alguna para los recin-
los que no son simplemente conexos. Bxaminemos, por ejemplo,

la funcion f(z) - % . derivable para cualquier z == 0. Aqui se puede

tomar por recinto G todo el plano linilo, exciuyendo del mismo
¢l origen de coordenadas. Evidentemente, & no es un recinto sim-
plemente conexo, puesto que el interior de cualquier circunieren-
cia y con ol centro en el origen de coordenadas, perteneciente a G, no

1 d A
perlenece complelamente a . Por otra parte 5—_~dz = 2mis£ 0

"
[

(ap. 1.3, e¢jemplo 3).

Sin embargo, con ciertas restricciones impuestas a las curvas,
el leorema integral puede aplicarse Lambién a los recinlos G que
no son simplemente conexos. Supongamos, en primer lugar, que
es un triingulo perteneciente al recinto G junto con todos sas puntos
interiores. lintonees, para cualquier fnncion f (z) uniforme y anali-
tica en el recinlo & (que no es gimplemente conexo) son aplicables
a la integral \F)'(z) dz lodos los razonamientog del ap. 2.3, 1) vy,

L

por consiguiente, j [ (z) dz = 0. Llegaromos i la misma conclnsion,

L
con relerencias al ap. 2.3, ¢), ecuando L sea una poligonal corcada
arbitravia pertenceiente a G tal, que todos los recintos poligonales
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limitados por la misma pertenezenn a G. Sea, finalmente, £ una curva
rectificable cerrada arbitraria, pertencciente a €. Consideremos Ja

integral _\ 1/ (z) dz. Segln el lema del ap. 2.2, esta integral puede
&

sustituirse por las inlegrales sohre las poligenales A inserilas

en I' y perlenccientes al recinto G. con una precision e = 0 arbitra-

riamenle pequeia. Si para lales poligonales, de lados suficientemenie

pequeios, los recintos poligonales limitados por ellas perlenveen

FIG. 52

a G, entonces las integrales correspondientes se anulan y, por consi-
gniente, también ticne que ser igual a cero la integral a lo largo
de L (compirese con el ap. 2.3, d}).

Las condiciones indicadas son sulicientes para que la integral

de una [uncién analitica 5 f (3) dz, tomada a lo largo de una curva
L
reclificable cerrada, perteneciente a un recinto que no es simple-
menle conexo, sea ignal a cero. Bstas condiciones se satisfacen
cuando L, por ejemplo, pertenece a un recinto g gsimplemente conexo,
que sen un subrecinlo respecto de 7, ¥y no solamente en osle caso.
En la fig. 52 estd representada wna enurva I pertencciente a un recin-
lo G biconexo. Evidentemenle, no existe un subrecinto simplemente
conexo del recinto G que contenga a L. No obstante, para L se cum-
plen las condiciones expuesias anteriormente y, por consiguientle.

5 [ {2} dz = U para cualguier funcién f (z) gue sea analitica on 6.
L.

Teniendo en cuenla las observacioneshechas, no es dificil demos
trar que se verifica el siguiento leorema, que aplicaremos a menndo.

Teorema integral para un sistema dae
circeuitos. Sea [ (z) una funcidn unijorme y analitica en un
recinto arbitrario G y sea T, vy, Yo . . ., 9, un sistema de curvas de
Jordan rectificables y cerradas, que estin situadas en el recinto G ¥ sa-
tisfacen a las siguientes condiciones:
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a) las curvas v, (k= 1, 2, ..., n) pertenecen al interior de I';

b) para cualguier kg (ke = 1, 2, . . ., n) las curvas vy para k = k,
estdn situadas en el cxterior de ya ;

¢) el recinto mititiplemente conexe g, limilado por las curvas
T, v4, - - -y ¥n (fste se obtiene exluyendo dgl interior de T' los recintos

FIG. 53

cerrados limitados por las curvas 4, k=1, 2, . .., n), perlencce
al recinto G.
En estas condiciones, se verifica la igualdad

{1@a={1@a+{r@a+ ..+ i@ @51
g ¥1 2 ¥n

donde todas las integrales se toman en un mismo sentido, por efemplo,
de modo que los interiores de las curvas queden a la izquierda del obser-
vador gue recorre las curvas en direccion de la integracién (direccidn
positiva).

Obsérvese que la tesis del teorema es trivial cuando el recinto G
es simplemente conexo, puesto que en este caso todas las integrales
en la igualdad (2.5:1) se anulan.

Para demostrar el teorema en el caso general, tracomos en el
recinto G unos arcos de Jordan rectificables 8;, &, .. ., 8n, 6hsy
que unan consecutivamente un punto z, de la curva I’ con un punto
£, de la curva vy, luego, un punto z; == £; de la curva y, con un punto
t, situado en la curva y,, etc, finalmente, un punto z, de la curva y,
con un punto {, 5= z, de la curva I'. Por lo general, estos arcos sal-
drin parcialmente de los margenes del recinto g. Pero siempre pueden
sustituirse por otros arcos: &;, 0z, . . ., 9p+1 que, a excepcién de
sus extremos, pertenecen por completo al recinto g (fig. 53). Con
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este fin, es suficiente, por ejemplo, seiialar en el arco §;, recorrido
en la direccion desde el punto z, € " hacia el punto &, situndo en vy,
su Gllimo punto de interseccion con I' y su primer punto de inter-
seccién con yy. La parte del acco &; comprendida entre los puntos
indicados sera el arco &; que se necesita. Del mismo modo se obtienen
también 83, . ... 8,44. Por lo general, arcos distintos 8, y &,
(k = m) pueden tencr puntos de interseccion., Pero siempre pueden
sustiluirse por otros arcos que satisfagan a las condiciones impuestas
y carezean de puntos comunes dos a dos. Aqui no nos detendremnos
en esto, dejando realizar al lector los razonamientos necasarios.
Los puntos iniciales y linales de los arcos &;, 8,, . . ., 8,4 dividi-
ran a cada una de las curvas I', ¥, . . ., y, en dos partes, que desig-
naremos con la migma letra que la curva entera, pero con una o dos
rayilas por encima: T, T, y,, ¥{, . . ., vn, ya Consideraremos que
el origen de los arcos T y T es el origen z, del arco 8, y el extromo.
el extremo £, del arco 8,4.; el origen de los arcos T ¥ v seri el
extremo &, del arco 8, y el extremo serid el origen z, del arco 65, ele;
finalmente, el origen de los arcos y, y v serd el extremo &, del arco 8,
y el extremo seri el origen z, del arco 8,44. Los arcos [V, T
Yir V13-« +3_Yns ¥a, forman comjuntamente con los arcos 8, 6.,
-« -» Bn4q dos curvas rectificables de Jordan cerradas. Por ejemplo,
una de ellas A" estard formada por los arcos I, —8§,.,, —¥n,
—Opy o ooy —P1 —8;, mientras que la otra, A” por los arcos —1",
81 v v Bai Yae

Debido a la construccidn, Jos interiores de las curvas A’ y A”
estaran situados cn el recinto g y, por consiguiente, pertenecerdn
al recinto G. Por lo tanto, puede aplicirseles a éstas el leorema
integral de Cauchy:

fr@a=0 y S")'(z)dz=0.

Sumando términe a Wrmino las igualdades obtenidas y observando
que las parles de las integrales sobre los arcos 8, y —8, (k= 1,
2, ..., n+ 1) se eliminan entre si, mientras que las partes de las
inlegrales sobre los pares de arcos I, —T", —, v], . . ., —yn, ¥
dan las integrales Sf(z] dz, Sj 2188 v S [ (z) dz, obtenemos:

& e —n

f1@a+ (r@at ..+ | 1@ a=o,
I -7

¥
o hien,

(r@da={1@a+... + S f (2) da.
r 1 n
Este es el resultado que se necesitaba.

10—11499
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2.6. Consideremos una funcién uniforme f (z), analitica en un
recinto G simplemente conexo. Sea z, un punto fijade del recinto
G y L’ y L”, dos curvas rectificables situadas en este recinto que
unan el punto z, con un punto arbitrario z del recinto @. Si se supone
que z, es el punto inicial y z el punto final de las curvas L y L”, en-
tonces las curvas L” y —L” formarin conjuntamenle una curva
rectificable cerrada, sobre la cual la integral de 7 (z), debido al
leorema integral, tendrd gue serignal a cero. Pero esto significa que

[1@a+ | 1@a=o,

F A o
es decir,

{t@az= {12 ds.
s’

L

Asi, pues, el valor de la integial de una [uncion analitica f (z)
no depende de la curva sobre la cual se efeclie la integracion (del
camino de integracian}, sino que depende sélo de los puntos inicial
y final de In misma. Por esla razdn, para designar la integral se
puede emplear Ia notacidn

z

{ 1@ as,

Z0
omitiendo la indicacidn del camino de integracion y sefialando sola-
mente los puntos inicial y final z, vy z.

Como el punlo z, esti fijado, esta integral representa nna fin-
cion uniforme de 3:

z
rz)= S / (2) da.

Zo

Demostremos que ésta es una funcidn analitica en el recinto G
y (ue su derivada es igual a la funcién subintegral

F'{z)=f(z}.
Como la funeibn f (z) es continua se puede trazar un entorno U
del punto z de modo que, en primer lugar, este entorno perienezca

al recinto G, y, en segundo lugar, para cualquiera de sus puntos §
s¢ cumpla la desigualdad

[f@)—7@)|<e.
Designemos mediante y alguna curva reetificable que una z, y 3

por el interior del recinto G, y mediante 8, el segmento rectilineo
que una el punto z con un punto arbitrario § del entorno indicado.
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Entonces (designando la variable de integracién con la letra 1),
tendremos:

PO —F ()= Lm}dz— froa={rwa
i v o

[ fa—1 @ g—2)
FQ—F @ 3 3
__QT_#f(z) — T =

—_—3

5 foai—y @ | a i U (O —1 @) ae
[\ &

=

L—z £

L—z
Pero para todos los punlos ££8, se tiene:
[f(@)—7(z) | <e
por consiguiente,
| 5 [f () —F (=) ae |

FR)—F(z) .__ 88
e B e =l

Como £ es arbitrario, de la Wltima desigualdad se deduce que

”m%ﬂ =/(2), es decir I’ (z)=f (z),

Lz
que es lo que se queria demostrar.
Llamaremos, cn general, a una funcién @ (z) primitiva de la
funeién f (z) en el recinto G, si ® (z) es analilica én el recinto G
v ED’ (z} =71 (2). De lo rlemo'strado se deduce que la integral F (z) =

= 5 f (2) dz es una primitiva de f (z).

Zn
Demostremos que cualquier primitiva de f (z) puede expresarse
en la forma

® (z) = Sf(z)a‘z—l—c,

donde (' es cierto nimero complejo (constante arbitraria)
En efecto, sea
F

O@)— [ [ @d~ulz y+ @ =0
Entonces tendremos:

(=D (z)—]f(z) = 0.
16+



244 CAP. 1il INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

Por olra parte,

e . du
t

; _ du . dv
P el= = —lg-
Por consigniente,
PR .
dz  dy @z 0y
en el recinlo G, y como w(z, y} y v(x, y) son [funciones diferen-
ciables de x e y, se ticne:
u(z, y)=C v vz, y)=0Cs,
o bien,
p@E)=C+iC,=C.
Asi, pues,

b (z) = Sf(z) dz+4-C,

como se queria demostrar.
Poniendo aqui z =z, obtenemos:

4p] (ZD) =C.
Por consiguiente,

§ 70 ds= (5) — D (20)

Hemos obtenido la expresién de la integral de una funcion
analitica de variable compleja mediante una primitiva arbitraria
de f(z). De aqui se deducen numerosas ftormulas para las integrales
de las funciones elementales, que tienen la misma forma que las
formulas correspondientes para las funciones de variable rcal. Asi,

T

P 3 P zﬁ"‘ 1

e (n es un nimero entero, diferente

por ejemplo, j tdz=

de —1): 8
exp 2 dz == exp 2 —exp z}

€0S 2 dz = sen z— Sen Z;

sen z dz = COS 5y — COS 3,

Hm iy H— w By

ete.
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2.7. Supongamos ahora que & es un recinto que no es simplemente
conexo y que f (z) es una funcién uniforme y analitica en este recinto.
Fijando algin punto z, de este recinto, consideremos dos eurvas recti-
ficables L y L” que unan z, con un punto arbitrario z del recinto 6.

Generalmente, no se puede afirmar que las integrales 5 f(z)dz y
=

‘ f (2) dz sean igunales entre si.

En electo, tal afirmacién seria equivalente a decir que la inte-
gral de f (z) sobre la curva cerrada L’ — L” es igual a cero, cosa
que para las curvas pertenecientes a un recinto miltiplemente
conexo, puedeé no cumplirse. .

Designando como anteriormente la integral Y}‘ (z) dz, tomada
L

a lo largo de la curva que une los puntos z, y z, mediante 5 f (z) dz,

i
podemos considerarla de nuevo como una funcién del Iimnil.e supe-
rior de integracién:

H4
[ f(z)dz=F (2). (2.7:1)

g

Pero esta vez la funcién F (z) serd mulliforme (puesto gue sus
valores, por lo general, variaran conjuntamente con el camino de
integracién). Cerciorémonos de que en cualquier recinto g simplemen-
le conexo, perteneciente a G, se pueden elegir ramas uniformes y con-
tinuas de la Juncién {2.7:1), que seran en este recinto diversas primi-
tivas de f (z) y, por consiguienie, se diferenciardn una de otra en
constanles aditivas. Con este fin, fijemos uno de los valores de F(?
en cierlo punto z; € g, es decir, fijemos un camino de integracion
que una 2, y z¢ en el recinto @, e integremos después J (z) sobre todas
las curvas rectificables ! posibles, que unan dentro del recinto g
el punto z; con lodos los punlos posibles de este recinto, Oblendre-
mos ¢l valor de F (z) en la forma

F(z) = _[ 1@ dit | f @ ds

L {

El segundo térmnino del segundo miembro de esta férmula es
la inlegral de la funcién uniforme y analitica f (z), tomada sobre
la curva I, perleneciente al recinto simplementie conexo g que une
z,; y z. Segin el ap. 2.6, ésta es una funcién uniforme de z, que repre-
senta una de las primitivas de f (z) en el recinto g.
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Hagamos
§ 10 ds=0@).
i

Enlonces tendremos una rama uniforme de la funeién F(z) en el
recinto g de la forma siguiente:

F(z)= S f(Z)dz+q(z). (2.7:2)
L

Aqui, el primer sumando represenla uno de los valores de F (2)
vn el punto z, € g. Varidndolo de todos los modos posibles, obtendre-
mos distintas ramas uniformes de la funcién F (z) en el recinto g
que, por lo tanto, se diferenciarin una de otea en constantes aditivas
y serdn distinlas primitivas de f (z) en el recinto g.

Obsérvese que los valores de las ramas (2.7:2) obtenidas agotan

z
todos los valores posibles de la integral S,"(z) dz sobre lodas las
29
curvas del recinto G que unen el punto z, con un punto arbitrario z
del recinto g. 12n efecto, =ea A ana curva reclificable arbitraria del
recinto & que una z, con z, ¥ sea A cualquier curva rectificable del
recinto g que nna z; con z. JEntonces, tendremos:

{1@a={1@a-{i@a+{1@a={ r@uwut i@
A A S W A=) 5

Aqui A-+(—=%) es una curva rectificable del recinto ¢ que
une zy con z;; designémosla con L. La integral ({(z) dz es el valor

2
de la funciéon @ (z) en el punto z. Por lo tanto,

§i@az={r@asto,
A

L

k4
es deeir, cualquier valor de la integral 5 f (2) dz coincide con ¢l
2p
valor en el punlo z de wna de las ramas uniformes (2.7:2).
Supongamos, por ejemplo, que @ es el plano del cual se han exelni-
do los puntos 0 y o0, v f(z) = % . Tomemos por recinlo simplemente

conexo g, por ejemplo, el plano del cual se ha excluido la parte no
positiva del eje real: » < 0, y = 05 sea, finalmente, z; = z, — 1.
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Entonces tendremos:
z
3 dz d;
F )= j —+9(z), donde @(z)= S-z—z
L 1

y la integracidn se efectaa sobre curvas situadas por completo en el
recinlo g, mientras que L es una enrva rectificable enalguiera del
recinlo G que comienza en el punto z, y termina en el punio z; =
= 24, 68 decir, cs una curva reclificable cerrada.

Segan el ap. 2.6, ¢ (z) se expresa mediante coalquier primitiva

M (z) de Ia funcidn % en el recinlo g por la formula

@ (5) =D (2) —D(1).-

Se puede lomar por primitiva cualguier rama uniforme del logaritnio
en el recinto g, por ejemplo, la rama que toma el valor O en ¢l punto
z = 1. [ista rama represenla el valor principal del logaritmo:

M(zy=1lnz=In|z]4iargz.
Por consiguiente,
p(a=L@)—D(1)=Inz

F(5) = S Z tlns.
L.

Tomemos por L la circunferencia unidad %, recorrida n veces
en la direccidon posiliva o negativa. Como al recorrer una vez en
la dircecion positiva la integral correspondiente es igual a 2nd
(véase el ejemplo 3 en el ap. 1.3), resulta

S_’ii,—; 5 d‘ =:|:(S-'ii+...—|—gd7x)—-i2nn£.
[ v v

3
+ny

y oblenemos:
I {z) = luz 4 2nni.
Aqui =z es difercnte de cero; si se loma por L alguna curva recli-
ficable de Jordan cerrada del recinto & que no contenga en su interior
al origen de coordenadas, entonces a la integral {;d?z puede aplicar-

; d -
sele el teorema inlegral y obtenemos: 5—-;- = (. Asi, pues, como

n d i ey
valores de Ia integral j ?z puede resultar cualgquier entero mudlliplo
A
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de 2ni, y obtenemos definitivamente las siguientes ramas uniformes
de F (z) en el recinto g:

F()=1nz+2kni  (k=0, £+ 1, +2, £3,...).
Como la curva cerrada L del recinto G, que pasa por el punto 1.

y la curva I que une el punto 1 con el punle z del recinto g, forman
conjuniamente una curva rectificable del recinto &, gue une
z

1 conz, enlugar de F (z) se puede escribir simplemente j %" . El segun-

1

do miembro de [a formula da todos los valores del logaritmo Ln z
en el punto z. Por consiguiente,

z

" 2

j —=Lnz (z€g).

1

Aqui vemos que todos los valores de Ln z en cualquier punto z

del recinto g pueden oblenerse inlegrando la funcion % a lo largo

de las curvas correspondientes del recinto G, que se diferencian entre
si por la cantidad y direccién de recorrides alrededor del origen
de coordenadas.

En este ejemplo los puntos de la parle negativa del cje real
pertenecian a la frontera del recinto g y por esta razon se excluian.
Sin embargo, en lugar del recinto g se podria haber tomado el récin-
to g” cuya frontera cs, por ejemplo, la parte no positiva del eje
imaginario: y {0, x = 0, pudiendo repetir los razonamicntos
precedentes. De nuevo obtlendriamos el conjunto de ramas nniformes

z
. dz A y
de la integral JT' que coincide en g’ con todas las ramas uniformes

i
del Lin z, En otras palabras,
z
5 L=lnz  @eg)
1

Iln esle caso los puntos de la parte negativa del eje real serdn
puntos interiores del recinlo g’ y no se excluyen.

HMemos verificado ahora que en cualquier punto finito del pla-
no z, distinto del origen de coordenadas, todos los valores de Lin z

pueden oblenerse en forma de la integral de la funcién —:- tomada

sobre cierto camino rectificable que una los punlos 1 y 2. Por lo
tanto, la multiplicidad del logaritmo encuentra su significado en la
multiplicidad de la integral, que puede tomar diferentes valores
a lo largo de distintos caminos que unan 1 con z.
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A todo lo dicho hay que agregar atin que todas las ramas uniformes
2
de la integral S % {en log recintos del tipo g, g" u otros subreein-

1
tos simplemente conexos del recinto G) se agolan con las ramas res-
peclivas de Ln z.

FIG. 54

Para precisar, consideremos el caso del recinto g. Todas las
z
3 dz P
ramas uniformes de | =~ se expresan en este caso por la formula

(2.7:2), que toma la forma:
¢ dz ds
| T=5 Catet
1

donde L ¢s una eurva reclificable cerrada arbitraria del recintlo @,
que pasa por el punto 1. Para obtencr lo gue se afirma hay que demos-

trar que la integral E?' para cualquier curva rectificable corra-

da L, es igual a un entero miltiplo de 2xi. Limitémonos a estudiar
un case particular, que aclarard suficientemente la esencia del
asunto, Sea L la curva cerrada representada en la fig. 54. Agreguemos
a L los arcos anxiliares AB, AC, AD y AE, recorridos cada uno
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dos veces en direcciones opuestas. Resulta:

dzr dz dz | g dz dz dz
o= | 2 i s+ 3 5+ 2+ 1 2
I AalA ADBLCA ACefHA ADIEA AEecA

Aplicando a cada una de las cualro curvas cerradas, sobre las
cuales se toman las primeras cnalro integrales del segundo miembro,
v a la eireunferencia y con el centro en el origen de coordenadas, el
teorema inlegral para el cazo de un sistema de curvas (en el caso
dade, de un sistema de dos curvas), obtenemos:

dz

ji:=2na.‘-'.- 2i 4 2mi— 2mi -
L AEca
Obsérvese también que la integral S %, en virtud del teorema

AEsdA
integral de Cauchy, es igual a cero. Por consiguiente,

£ﬁ=2-2ni.
z

Hemos obtenido un entero miltiplo de 2ni. Evidentemenle, el
razonamienlo hecho es de caricter gencral.

§ 3. INTEGRAL DE CAUCHY. FORMULAS DE Y. SOTOTSKI

3.1. Sea f (z) una funcién uniforme y analitica en el recinto G y sea
L. una curva rectificable de Jordan cerradu, perfeneciente a este recinto
confunlamente con su interior g. En estas condiciones se verifica la
stguiente férmula (que es la fundamental para toda la teoria de las
funciones analilicas):

() =5 S gfff_. @t (z€ @) (3.1:1)
L

LEsta se llama férmula integral de Cauchy,
y la integral que figura en el segundo miembro, integral de
GCauchy. Para la integral de Cauchy son caracteristices dos
sintomas;

1) ésta sc loma sobre una curva rectificable de Jordan cerrada L;

2) la funcién subintegral es de la forma 2%——;_(_‘:1 (el factor %
se saca [uera de la integral), donde f (z) es una funcién analitica
en un recinto al cual pertencce la curva L conjuntamenle con su
interior.

Para demostrar 1a formula (3.1:1) describamos desde el punto z,
coma cenlro, una circunferencia v, de un radio p tan pequefio que
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quede contenida en el interior de L. Consideremos la funcién ¢ (§) =

__i_f-QL_ como una funcién de ¢ en el recinto G que se obtiene

de G excluycndo el punto z. Evidentemente, @ (§) estd definida en
todo el recinlo G y, como el cociente de dos funciones derivables,
os derivable.

Apliquemos a la funcién ¢ ({) y a las curvas L y y, cl teorema
integral para un sistema de circuitos. Resulta:

(e@a=[o@a
L Yo

o bien.

8 [ 108 @1

Yp

La férmula (3.1:1) quedard demostrada si conseguimos verificar
la relacién

5 i;%‘:—g=2m‘f (). (3.1:3)
Yo

Por lo tanto. en lugar de la curva dada L podemos considerar
en la demostracion de la f6rmula (3.1:1) una circunferencia de radio
arbitrariamente pequefio p con el centro en z.

Como de la férmula (3.1:2) se deduce que el valor de la integral

f(8)dL

5-'.——f no varia al disminuir el radio, se tiene:
r—
Yy

f@ds

ImY ;
p_,u~ f—z

J@ay (la) ds,
s

¥, por consiguiente, en vez de demostrar (3.1:3) es suficiente
verificar la igualdad

lmgj LE& _ 2mif (2), (3.4:4)
[l
I”

es decir, demostrar que para cualquier >0 existe un §(g) >0
tal que para p<<98(e) se cumple la desigualdad

’J‘ fé‘i‘if; — 2nif (2) | < . {3.1:5)

L
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dg P . ¢
Observando gue S -c_—"x= 2mi (véase el ejemplo 3 del ap. 1.3),

¥

p ; : : .
representemos la expresién del primer miembro de la formula
(3.14:5) en la forma

(4050 [ 450 | | [ Lt ]
P Yo Yo s

Como f (z) es contlinua, el médulo de la diferencia | f (L) — f (2) |
puede hacerse menor que % si |[E—z|=p<<B8(e). En eslas

condiciones lendremos:
e
2%

P . 2?’([1 =g,

[ [ -5‘—‘_%:3;—2na; @ |<
Yo

con lo cual se termina toda la demostracion.

Al aplicar la férmula de Cauchy (3.1:1) hay que lener presenle
las condiciones en las cuales se demostré y, en particular, hay que
recordar que el punto z tiene que pertenecer al interior del circuito L.
Si en la integral de Cauchy se pone algin punto z pertenccienle al
exterior del circuito L, ésta se anula. En efeclo, si el punio z esid

situado en el exterior del circuito L, entonces la funcion 1(_i)s con-

siderada como funcidén de {, es derivable en todos los puntos del
recinlo G (a excepcidn, posiblemente, del punto § = z), y como la
curva L conjuntamente con su interior pertenecen a este ultimo
recinto, segiin el teorema integral de Cauchy, la integral de ¢ (8),
tomada a lo largo de L, ticne que ser igual a cero.

Iin resumen,
1 FE) v
g | P dL=0,
L

si z pertenece al exterior del circuito L.

Sea z un punto arbitrario del recinto G y sea y, una circunferencia
de radio p con el centro en este punto y conlenida en el recinto con-
Juntamente con su interior. Segin la férmula (3.1:1), se tiene:

R S (918
(@) =55 Fs

Vo

Como la ecuacion de la circunferencia y, es
L=z peit (0.8 2n),
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la féormula precedente puede transformarse a la forma siguiente
(véase la formula (1.2:5):

2 i
f 1 f}(:-}_pe‘ej-pem-idﬁ _
@) =zm - P
0

In

T;-f i f (z+pei0) db. (3.1:6)

EEl enunciado de esta Gltima formula dice: el valor de una fun-
cién analitica en cualquier punto del recinto G es la media aritmética
(el promedio) de sus valores, tomados sobre cualquier circunferencia y,
con el centro en 2.

Hagamos la notaciéon

max| f )| =M (9).

Entonces, de la férmula (3.1:6), tendremos:
[7(z) | < M (p). (3.1:7)

Como la funcién f({) es continua en la circunferencia vy,, el
valor M {p) se aleanza en algin punto de esta circunferencia. Como
su radio puede tomarse lo mis pequeiio que se gquiera, de la desi-
gualdad (3.1:7) se deduce que en cnalquier entorno del punto z € ¢
existirin otros puntos en los cuales el médulo de la funcion anali-
lica serd no menor que su médulo en el punto z. Por lo tanto, el
mdédulo de una funcién analitica en el recinto G no puede tener un mdi-
xtmo estricto en ningun punto del recinto. Tal es el contenido del
denominado principio del médulo mdrimo, que lo completaremos
esencialmenle mds adelante (ap. 6.2) demostrando que, si
f (2) == const, el modulo mdximo no cstricto tampoco puede alcan-
zarse ¢n un punto interior del recinto.

3.2. Iinla teoria de las funciones desempefia un papel importante
una generalizacion de la integral de Cauchy, denominada i n to -
gral de tipo Cauchy. Asi se llama la integral de la
forma

4 s
m]%%@ (3.2:1)
¥
donde T' es alguna curva rectificable (no necesariamente cerrada),
¢ (%) es nna funcidén continua en T, y z ¢s un punto no situado en [,
Evidenlemente, la integral de Cauchy esun caso particular de la inte-
gral de lipo Cauchy. Precisamente la expresidn (3.2:1) se convierto
en inlegral de Cauchy si se cumplen las condiciones 1) y 2) del
ap. 3.1

Veamos algunos ejemplos de inlegrales de tipo Cauchy que no
son integrales de Cauchy:

a) A { f(zdd=
2ni 4 r—z
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donde f(2)s%=0 es umna funcién de variable real, conlinua en uu
segmenio & del eje real, sobre el cual se toma la integral. En
i

dr

X7

v

particular, sefialemos la integral de tipo Cauchy E‘:E s
—1

1 tar . c—= dc
B i 5 r—z * o) 2:1£ j )
1El=1 =1

Proponemos al lector explicar en cada uno de eslos ejemplos
por qué la inlegral correspondiente no es integral de Cauchy.

Evidenlemente, la integral de tipo Cauchy determina una fun-
cion uniforme F (3) en todo recinto G que no conlenga ningdn punto
de 1a cueva . Demostremos que esta funcién posee derivadas de orden
cualquiera (es decir, os infinitamente derivable) en el recinto G,
¥ que su derivada de cualquier orden n puede oblenerse derivando n
veces la funcidn subintegral respecto de z:

ik l [ d (S0
F (2 }-2,‘1 (g“fﬁ)nﬁ,. (3.2:2)

La demostracién la haremos por induccién., En virtud de la
definicion de la [uncion F (z) = F9 (2), 1a formula (3.2:2) es valida
para n = ( (recuérdese que 0! = 1). Supongamos que la férmula
{3.2:2) ya estd demostrada para un entero n no negativo, y demos-
trémosla para n -+ 1. La demoslracién ge hard caleulando direcla-
mente la derivada de ™ {(z), es decir, hallando el limite:

F () — F (3)

lim 2
Z —3Z

-z
Tomemos un circulo cerrado A: | 2" — z | < 9, perteneciente al
recinto G. Sea & > 0 la distancia enire su circunierencia y la cur-
va I'. Supongamos que K: |z | << H es un cireulo con el centro en
¢l origen de coordenadas que conliene en su interior tanto al circulo
I como s la curva T. Para un punto z° € k, se Lliene:
Jem (z)’  m (z} =5 5 P )(‘a'—z’nﬂ“‘fg —u g+ dr

9 (L—2)"+i ([—2z")n+1 o

o bien, haciendo {—z.=¢, 2’ —z=h y, por consiguiente, [ —z' =
=t—h:

F @ i)y—F () ml E—RP e =R
h T 3 ¢ (C) 1+ (g — R dg.

(3.2:3)
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Queremos demostrar que la expresiéon (3.2:3), cuando h—s 1),
tiende a un limite igual a

+ 1)l it 1! e A e !
P (2) = <ﬂ2.m) 5 {gl\_{&i);;g — ("j,_“) 5 PO e dl  (3.2:4)
I r

Congideremos la diferencia
Fit) (54 hY— Fo) ()
. 2

v ) -

ti—R)r L2 (=) e — (g e ) (RN
.al"u ( ( } 1R pyPEe ¢ dg =

nlh S[P@) (=R - [ (E— Y [ E—R) =1 [ 1P 7=t ) (£—H)" d.

= 2 n+3 (g._ k}n-{-!
1

(3.2:0)
En nunesiras condiciones

2R > |t|=|E—z| =8, 2= |t—h|=|{—2"| = 6.
Supongamos que p.:m{'.:\xltp(gﬂ v que % es la longitud de I

de (3.2:5) obtenemos:
‘ Finy [z—|—k)——ﬁ'<"') ()

—v()|<

- nt|k) (ZR)"+2(2R}“+3(23)"+- --I‘(l'l-f'i)(zl’f)""zL
= g5 §2nTa .

Pero, evidentemente, el segundo miembro tiende a cero cuando
h—>0. Por consiguicnte,
lim £ (24 B)— Fun (5] F‘""’l'(z) P (2) = (n+41)! 5 ((I‘ (L) di

i & B T— ez

con lo cual se termina la demostracidn.
Del teorema demostrado se deducen unas consecuencias impor-
tanles:

a) Toda funcién de variable compleja, analitica en un recinio G,
es infinitamente derivable en este recinlo.

lEn electo, sea f (2) una funcion analitica en el recinto G; supon-
gamos que z, es alglin punto, de este recinto y que y es una eircunfe-
rencia con el centro en el punto z,, perteneciente al recinto & conjun-
tamente con todos sus puntos situados en el interior de y.

Aplicando a f (z) yayla férmula integral de Cauchy, obtenemos:

1@ =g | Lo (3.2:6)

v
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Asi, pues, f (z) se representa en ¢l interior de v por la inlegral de
Cauchy (y, por lo tanto, por la integral de tipo Cauchy). De aqui,
por lo demostrado anteriormente, se deduce que f (z) es indefinida-
menle derivahle en el interior de y y que

1 o : .
1 (2) =%§ S (f;i(:)]ﬂudg (n=1,2,3,...). (3.2:7)
v

Claro, ¢n los razonamientos expuestos, en lugar de la circunferen-
cia y se podria haber Lomado wna curva rectificable de Jordan cerrada
arbitraria L, perteneciente al recinlo G conjuntamente con su inte-
rior g. Euntonces, para cualquier punto z € g tendremos:

1@ =g § et 8ma  @=1,2,3..). @28
L

b) Las derivadas de cualquier orden de una funcion f (z) que es
analilica en un recinto G, también son analiticas en esle recinlo.

listo se deduce de que, segiin lo demostrado, cada [uncidn
Ji (z) es derivable en el recinto G.

e) Teorema de Morera Tode funcion [ (z), uniforme
¥ conlinua en un recinto simplemente conere G, tal que la integral
de [ (z) tomada sobre cualquier circuito triangular A, situado en el
recintn, es igual a cero, es analitica en este recinto.

De las condiciones del teorema se deduce que la integral de
f (2) sobre cualquier circuito poligonal, perteneciente al recinto G,
v luego, sobre cualgquier circuito rectificable cerrado, es igual
a cero (compdrese con la demostracién del teorema integral de
Cauchy). Por Jo tanto, el teorcma de Morera es el reciproco del
teorema integral de Cauchy.

Para demostrar el teorema examinemos Ia integral

5 f(2)dz=F (2).

En victud de lo dicho, ésta representa una funcidn uniforme en el
recinlo Gy pueden aplicarse todos los razonamientos del ap. 2.6,
segdin los cuales 7 (2) es una funeidn analitica, cuya derivada coinei-

de con f (z):
F'(z)=1(2).

Pero acabamos de ver que la derivada de una funciGn analilica
también es analitica. Asi, pues, f (z) es una funcién analitica y con
esto se terminn la demostracidn.

d) Volvamos a examinar la férmula (3.2:7) y hagamos en ella
z = zy {2y s el eentro de la civennferencia y). Si p e el radio y
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y M (p) = max | f (z) |, entonces para ¢l médulo de la derivada
¥

de orden n en el punto z, resnlla la signienle cola:

; _nl M (p) . ' M (p)
|1 (a0) | < gy 2mp =252

lividentemente, este resultado es vilido también para n =0
(en este caso sc obtiene la desigualdad conocida (3.1:7)).

Asi, pues, en cualquier punlo z del recinto G se verifican las
desigualdades

| jov (zﬂ-gn!%(g (n=0,1,2, ...). (3.2:9)

Aqui p designa el radio de una circunferencia arhilraria p con el
centro en el punto z, contenida en el recinlo G conjuntamente con
todos sus puntos interiores, y M (p ) es el miximo del médulo de la
funcién en y. Las desigualdades (3.2:9) desempefian un papel capi-
tal en la teoria de las funciones. Estas se llaman desigual -
dades de Cauchy.

La cota dada por las desigualdades (3.2:9) para n v z dados,
depende de la magoitud p, que se puede tomar arbitrariamente
entre los Ifmites 0 << p << A, donde A esla distancia desde el punto z
hasta la frontera del recinto G.

Cuando se necesita una cota mis exacta, se busca el minimo de
| :
la funcién p—(nm ¥y so toma precisamente lal valorde p para el

cual esta funcién lome el valor minimo. Para ilustrar esto, suponga-
mos que & es el cirenlo unidad | 2 | << 1, y que el punto z en el cnal
se acotan las derivadas es el centro del circulo z = 0, vy, finalmente,
que M (p) = max | f {z) | salisface a la desigualdad

Izl=p

4
M{p)< ="
lintonces, por la desigualdad (3.2:9), so tiene:
” 1
PO <l s O<p<1),
y para obtener la cola 6plima se debe buscar el minimo de la funcién
m , 0 sea, el maximo de la funcién (1 — p) o en el intervalo

(0, 1). Aplicando las reglas corrientes del cdlculo diferencial halla-

cemos que el extemo buscado se alcanza para p = n_’;i

a (n4-1) (1 —}~—:—)ﬂ << e (n + 1). Por consiguicnte, para cualquier

17—1189

v esigual
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n=1,2, 38 ...80 tigne:
[F™ (0 | <Le(n4 1)L
En el caso particular, [cuando ,f(z}:-ll—z (esta funeién es

analitica en ¢l ¢irculo unidad, y para ella M(P)zi_i—[;) , median-
te un eilculo directo obtenemos:

j(nn (Z-) e El__%!‘ﬁﬁ ¥ f[nl (0) — ”L

La importlancia de las desipnaldades de Canchy consiste en que
permiten sciialar cotas para las derivadas de una [uncién analitica
(no importa que scan elevadas) basindose en el solo conocimiento
del valor miximo del médulo de la funcién M (p).

Fijundo p << A en las desigualdades (3.2:9), escribamoslas en

la forma
Y w] _ YR
I/T—'<*p—"-

Como lim "M (p) =1, de aqui seo deduce que
P

)

ATEICTNPR!

TS
{la notacién lim designa, como ordinariamente, el limite superior
de nna sucesion de nimeros reales).

Como en esta desigualdad en lugar de p se puede tomar cual-
quier nimero positivo menor gque A, pasando al limite cuando
p — A obtenemos:

— T T \
A=lmy/ U0 L (3.2:10)

Esta desigualdad, denominada desigualdad de Cau-
chy-Hadamard, muestra quo la magnitud A, que deponde
de los valores de las derivadas de la funcién analitica en un punto
del recinto &, estd ligada eon la distancia A desde esto punto z hasta
la fronlera del recinto. Ista ligazdn se expresa en gue el ndmero A
no puede sor grande alli donde A es grande, es decir, donde la [ron-
tera del recinto de analiticidad dista mucho del punto z. En parti-
culav, para las funciones cnteras, es decir, para las funciones que
son analilicas en todo el plano, donde el Ginico punta frontera del
recinto esti en ¢l co, A = oo para cualquier punto del plano y, por

S 1 .
consiguiente, = 0. Por esto, para las funciones enteras, en cual-
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quier punlo del plano se tiene:

lim |, __lf‘“’;t*’)l=u.
n

s OO
Como ejemplo, tomemos f(z) = expz. Aqui fi™ (2) = exp z
para cualquicr z, y, por consiguiente, | /™ (z) | = |expz | = e,

Por olra parte, si k& = [i:—] (la parte entera de ;) se tiene,

ke
Menn—1)...n—k ) >&" y Vii>k %3 VE Por lo
tanto,

-
ST M (23 1 "
'/” ,,g(z” < —t = — para n—> co.
V[%]

[Zmpleemos el hecho, demosirade en el presente apariado, de
gue la derivada f° (2) de wna funcién analitica es también analftica v,
por consiguiente, continua, para obtenerlaregla de sustitu -
¢cién de la wvariable en las integrales
de las funciones complejas.

Supongamos que f (z) es una funcién analitica en el recinle @
y sea L una curva rectificable, situada en este recinto, La [uncion
w = f (z) transforma la curva L en una enrva I' que también os reeti-
ficable. En efecto, siz = A (£), & < £ < B, es la ecuacion de la eur-

=

va L, enfonces la ccuacién do la curva I tendrd la forma
w = {[A{}].

Considerando una particién arbitraria del segmento [e, B] por los

puntos ty=a, £, ..., t, =p y haciendo z,=2a(), wi==f M (L)
hallaremos:

n—1
S wppg—wy] =
Ge=tl
| 2741 | a—t Tirt
- EI { /' Gyds|<max| /' (3] 3 { 1dz|<max| 7 @] 10ng. L.
=0z, ) i j=n E'J.

de donde se deduce que la curva T' es rectificablo.

Demostremos que para cualquier funcién @ (w), continua en T,
se verifica la férmula ; [

5 D (1) dw = 5 @ [/ (3)1 1 () dz. (3.2:11)
i L

1i*
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que expresa la regla de sustitucion de la variable bajo el signo inte-
gral.
Para demostrarla, consideremos las sumas integrales cuye limi-

te es igual a la integral jfb(w} dw. Se ticne:
T

n—1 n—1 it
20 @) wm—w) = J O ) | 1 (2)da.
1] 0 5

Por otra parte, la integral Sd}[f (z)] ' (z) dz puede representarse
I

n—1 41

eu la forma E } D (f(z)) J' (z) dz, y, por cousiguiente,
i £y
n—1
D@ @) wim—w)— | O @17 @ ds=
0

L

-

n—

i1
=2 | (QUGEHN—@ @Y ] (=) da.

o

Con una particién del segmento [«, B] suficientemcnte menuda,
todas las magnitudes

max | D [f (z)]—=D[f (2)]]

l.l's 41
s¢ pueden hacer menores que cualgquier & Haciendo luego la
notacion M= m:.\' | 7' (z) |, obtenemos:

n—1 Fjrt

|3 | @uen—ouenr @a|<
0 t;-

n=1 “i+t

< Me 2 j |dz) < Me-long. L,
a z
]

por consiguiente, las sumas integrales

n—1
? D (f (w)] (wi1—w))
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tienden al limite

fou@r @ e,

1,
oy

cuando la particién del curva T' disminuye indefinidamente.
De aqui se deduce la igualdad (3.2:11).

3.3. Aqui nos dedicaremos al problema de los valores [rontera
de la integral de tipo Cauchy. Los resultados fundamentales reforentes a esto
fucron obtenidos por ol matemdtico ruse Y. Sojotski en el afio 1873 *). Esta
cuestion, en las hipitesis més generales respecto de la curva (que se supone rec-
tificablo) y de la funcién (que se supone sumable en el sentido de Lobesgue).
se estudid en los trabajos de V. Golubiev y Privdlov **).

En las obras do Mugjelishvili y su escuela so han tratado las aplicaciones
de la integral do tipo Cauchy a los problemas de mecénica y sobre todo a la
teoria de la elasticidad ®%*).

L f{g)dr

Supongamos primero ¢gue F (z):m q es una integral de Cauchy
Entonces, en el recinto g gue es interior a la curva L, # (z) coincide con f (z),
la cual es analitica en todos los puntos de un recinlo G gue contiene n L ¥ a g.
Por esto, si {, es algiin punto de I, entonces F (z) = { (z) tiende al limite f (&)
cuando z tiende a £, por el interior de L. En el exterior a L la integral de Cauchy
so anula (véase el ap. 3.1). Por esta razdn. cuando z tiendo al punto & mantenién-
dose en el exterior de la curva L, la integral de Cauchy tiende al limite cero.

En resumen, para la integral de Caunchy, en cada punto , de la curva L
existen valores frontera, iguales a f (&) por el interior a L ¢ iguales a 0 por el
exterior a L.

Consideremos ahora la integral do tipo Cauchy 2-%5 g‘_{;: dt bajo

ot s 7
las siguientes hipdtesis particularos:

*) 06 ompe;iclIeHENX HATerpazax n Gyukuunx. yuorpefimemux npm
pazaereREAX B prjul. Coungenue JO. Coxomnkoro, GG, 1873 (Y.Sojat-
s k I, Sobre las integrales definidas y las funciones que se emplean en los desa-
rrollos en series).

**)1. B. B. Tony 0 e n, Ojyrosgayyite amaantaiecrue GYARINA ¢ €o-
BEPICTILIM MUOARCCTBOM ocoGux vouers, M., 4916 (V. G 61 u b i o v, Funciones
uniformes analiticas con um conjunto perfecto de puntos singulares).

2. M. M. T pnwaanos, Huterpan Cauchy, Caparon, 199 (I. Priv 4 -

I o v, Integral de Cauchy).
3. M. U.IT pn » a a o8, I'paHmmece cpoilicTBa OO YNAIX AN TAMECKIX
yagnmit, Cocrexmamar, 1950 (I Priv d 1l o v, Propiedades de frontera de las
unciones uniformes analiticas).
*##) {. N. Musjelishvili, Applications des Intégrales ann]n%luos
;&Bczt;lles de Cauchy & quolques problémes de la physique mathématique. Tiflis,

22H. N Mycxeuanws nan, Couryaapimie ninrerpansise” ypanionsa
(Cpavnyubie 3uaa<n TeOPIH QYHEIMA N HEKOTOPIE WX UPIIOKOHAH 1K MATCMATHE=
yeckoll guansxe), M., @asaarrns, 1962 (N. Musjelishvili, Singular
integral equations. Boundary problems of function theory and their application
to mathematical physics Dep of supply and Development, Aer. Res, Lab.,
Melbourne, Australia, 1949, Noorﬂhoé‘, Groningen, 1953).
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u) ¥ es una curva rectificable de Jordan,
I L funcién ¢ (L) es analitica en ciexto ontorno de cada punto de la curva .

Demostremos que on estas condiciones también oxisten dos valores fron-
tera de la integral on eada punto T, € y, distinto de los extremus de L. A dife-
rencia del caso de la intogral de Cauchy, estos valores no so expresaran directa-
mente mediantoe @ (). No obslante, la diferencia de ellos ¢n el punto £, sers
igual a @ (L) (tomando adecuadamente uno de cllos por minuendo y ¢l otro
por sustraendo). Por consiguiente, aqui se observa la misma fey quie en el caso
de la integral de Cauchy, dunde 1a diferencia entre los valores frontera interior
y exterior es igual a f (&) — 0 = § (&)

Para la demostracidn, tomemos un entorno I del punte I, de modo gue
Ja funcién g (z) sea analitica en U, y tracemos una circunierencia € eon ol centro
en Lo, contenida en U y de un radio tan pequefio que entre los puntos de la curva

FIG, 55

E que preceden a &g ¥ que siguen despuds de &, (en direceidon de la integracion),
ayac{mntns si!.uaﬁ?m en C. Entonces, partiendo del punto {5, primero en diree-
cion del recorrido de la curva + hasta el primer punto B de inferseccion de y
con la circunferencia €, y después desde el mismo punto £, en dircecién contra-
ria, también hasta el primer punto A4 de interseccion de y con la circunferencia
€, obtenemos nwn arco 4B < y gue contiene al punto f, ¥ pertencce al interior
de C, a excopeion de sus extremos A y B situados en €. Los puntos 4 y B di-
viden a lu circunferencia € en dos arcos AaB y AbB, que junto con ol arco 4B,
perteneciente a y, formun dos curvas de Jordan cerradas y, (4 8ad) y y2 (ABbA),
con las partes interiores g, y g2, situadas dentro de € (fig. 55)-

Obsérvese quo Jas dosignaciones se han adoptado de modo que el recinto ﬁ'
quede a Ja izquierda del observador que se mueva sobro AR en la direccion de
la integracion, y ¢l recinto g, quode a la derecha del mismo. Supongamos ahora
que el punto z € gy tiende al limite ;. Como z estd situada en el exterior de la
curva ys, la cual, junto con su interior g;, pertenece al recinto U, donde la fun-
cién ¢ (I) es analitica, segin ol teorema integral de Cauchy se tiene

1 )
2ni 5 [—z H="
V2

€ sed,
Ll‘w—;}d; L(‘F(Qdi_

b3
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De agqui se deduce que para los puntos z¢€ gy el valor de la integral

s e b (20 dE
5‘(-)—%3 Tz "
¥

no varfa si en lugar del arco «2 se ofectia la integrucién sobre el arco de
la circunferencia AbR,
Asi, pues, en el recinlo gy se tiene:

P () 9 (2) g ;
F (@) =5 f e (3.3:1)
v+AbR
donde ' se obtiene de g eliminando el arco AB.

Pero v - ADB es una curva tectificable (que puede no ser de Jordan) y,
por consiguiente, la integral (3.3:4) es wna integral de tipo Cauchy que, en
virtud del ap. 3.2, tiene que representar una funcidu analitica @, (z) en cualquier
entorno del punto Ip que no contenga puntos de la eurva ' + 4 8H; en los pun-
tos de oste entorno que perlenecen a gy, como muestra la igualdad (3.3:1),
My (3) coincide con F (z). Por consiguiente,

lim £ ()=lim &y () =0; G =3 | LEE . @ay
280 2—La R s—to
B 28 PAbIE

el mismo maodo, para los puntos del rocinto gp podemos vscribir:

v 4 P () g o
F@=y5= = (3.3:3)
V+AeB
donde la integral de tipe Cauchy que figura en ¢l segundo miembro representa
en un entorno de L; una funcién analitica @5 (2} que coinecide con F (3) en los
puntos de este enlorno pertenceientes a ga.
De aqui se deducs que

lim # (5} =lim ©; (z) =g (.;o)=2“i_. -'-‘lﬁ)ci : (3.3:4)
:—:;o 2=2fyg L [l €]
II0a B2 Pal

Por lo tunto, queda demostrado que exisien dos valores frouters de la
integral de tipo Gauchy en un punto arbitrario ¥y de la curva rectificable y so
han hallade sus valores (3.3:2) ¥ (3.3:4). Uno de ellos, el que correspande al

—
caso en_ que z tiende a Iy por ¢l reeinto gy contiguo nl arco AY < y hacia la
izquierda segun la direccidn de integrucign. lo E‘Iamaromos valor frontera de
la izquierda, y el otro, valor frontera de la derecha; los designaremos mediante
Frte) (3.3:2) v Fu (L) (3.3:4), respectivamente.
o las formulas (3.3:2) y (3.3:4) s¢ deduce que

: nda. 1T gd
Fr (60 —Fp (G0) = por LEE e e
AbB—Aal [

Dehide a las hipdtesis hechias, da integral obtenida es una integral de
Cauchy, formada para la funcién ¢ {(z) ¥ la circunferencia €. Segin la f6rmula
integral de Cauechy, su valer es igual a g (Z;). Resumiendo,

Fr{o)—¥Fo L= (Lo (3.3:5)
que es lo gue se alirmaba.
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Comve ejemplo, consideremos la integral de tipo Cauchy

1 dz
F(:)=E_T{§ I e
A

donde A representa ol segmento del eje real — 1 < = < 1 (la integracién se
efectiia en la direccién del crccimiento do z), y tomemons para mayor sencillez
Lo = 0. Aqui @ (£} = 1 es una funcién analitica en tode ¢l plano. Por consi-
guiente, no hay ninguna restriccién para elegir la circunferencia € con centro
on 0, sin contar la imica condicién de que en € tienen que estar situados todos
los puntos del segmento A que precedan al punto 0 y los que sigan después.
Tomemos por € la circunferencia wnidad. Entonees el arcp A4 coincidira con
totlo el segmento A y los arcos do la circenferencia 458 y AeB serdn las semi-
circunferencias inferior y superior, rospectivamente.

En la férmula (3.3:5), para la diferencia de los valores frontera de la inte-
zrul de tipo Cauchy tendremos que tener:

Fy(0)—Fp (0)=rp (0)=1.

En cuanto a cada uno de éstos por separado, la fdrmula (3.3:2) da:
an

. I I e

nO=gm | F=m| =7

AbR 19
y la formula (3.3:4):

0

o A g 1 ¢ a1

FoO=z7 S z —mg 40 g
Anf) T

3.4. En lo que se refiere al resultado (3.3:5) obtenido en el apartado pre-
cedente, so puede hacer una ohjecién esencial de que éste se ha conseguido supo-
niendo que la funcidn @ (1) es analitica, mientras que en las aplicaciones sucle
ser frecuentemente importante el caso en quo (£) no_es una funcién analitica.

Debido a esto daremos aqui otra demostracién del mismo resultado. que
a lu vez dard lugar a unas féormulas importantes para F; (5,) v #5 (o), distintas
de las formulas (3.3:2) ¥ (3.3:4).

Sea y, como anteriormente, una curva rectificable de Jordan y supongamos
guo ¢ (%) es una funcién continua en ?1 Considerando a { como una funeiin

e la longitud del arco s, medida desde ¢l punto inicial de y:

F=A{s), 0<<sCl (I cs la longitud de vy),
supoitgamos que en cierto punto Lo = A (s} (0 << 5o << I) existe la derivada

L7 (s), siendo ésta finita y no nula *).
Supongamos ahora que existen unos nimeros K = 0 y o = 0 tules que

19 @ —q (o) | <K |E—50|* (3.4:1)
Facilmente so observa que en estas hipbtesis la inlegral impropia
_ 1 {e@—ekd . gy
fu——z'l'ﬁr' 5 —?;;——d: (3.4:2)

*) En la teoria de funciones de wvariable real se demuestra que en todo
el intlorvale (U, ?), a excepcidn, pogiblemente, do un conjunto de medida nula,
existe A" (s} y | A" (s) | = 1. Véase, por ejemplo, Ch. de la Vallée Ppussin,
Cours d&'analyse infinitésimale, Vol. I, 10% ed., 1947.



§ 4. INTEGRAL UL CAUCHY. FORMULAS DE Y. 50JOTSKI 265

ey absolutamente convergente. Para cerciorarse de esto, convengamos en desig-
nar el arco de la curva y que corresponde a un segmenlo determinado de varia-
cién de la longitud del arco s: @ <s < b, con la notacién e, 5]. Entonces,
para cualquier arco [«, 5] que no contenga al punto ; (supungamos, para preei-
sur, que sy << @ << b), en virtud do (3.4:1), tendremos:

. P (E)— (Lo) K 5 ot

M e =2 UES S ETS
[a.b] fa, b]

E—lo

LAt 11

Por la hipélesis, lim
S8y

= | A" (s} | = 0 de donde se deduce gue

t—%
58—
%EE—D‘>‘;F’—- Asi, pues, E:E“‘}c:ﬁ-ﬂ para todos los puntos §¢y.
De aqui se deduce que ¢

| O 2 U IR
B A o
a,

i .
‘>?I»V () | pava |f—Lo|<<pi si [L~C |2 p, entonces

<K (s—s) lds=

S i -4

MO
. g b—t—le—s®
o
cnando a y b=—>sp. Por lo tanto, la integral (3.4:2) cs ahsolulamente con-
vergente.
Considerando !a integral de tipo Cauchy

X 1 &) .
FO=gr | 25w
v
representémosla en la forma
1 P —9 &) . 1 ¢ (Zo) i,
PU=y § St gy L (20 g Wed)
w v
y demostremos que
; 1 L) —o o) , ;
J -5 | ———==di=1,. 3,414
:g:{o TH 4 e—32 4 . (

Ac%)ui se supondrd que s tiende a {, manteniéndose en el interior de un dngule
arbitrario g, de magnitud menor guo 20 < x, con ol vértice en el punto &
¥ cuya bisectriz coincide con la normal a la curva en este punto. El modo en
que z tiende a {o se caracteriza diciendo que sfiende por caminos no fangentes
a y». En particular, quoda satisfecha esta condicion cuando el punto z ticnde
a {p por la normal a y. Ficilmonte so observa que en un entorno del puntu I
sulicientemente pequerio ningin punto de la curva y cacrd en el interior de un
dngulo fijado g (v tampoco en el interior del dngulo opuesto al misme). En
efeclo, supongamos lo contraviv. Entonces tiene que oxistir una sucesion de
puntos &, = & (sp) € v. situados ¢n cl interior de gy {0 en el interior del angule
opucsto al mismo) que convergord a fo. Se puodo suponer también que {s, )
¢s convergente, es decir, que lim g, = s', de donde se deduce que lim g, =
fi=p00 N=400
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= A (s"). Pero, por otra parte, lim {, = Lo = A (s); como y es una curva_de
o= OO

Jordan (y {o es dislinto do sus extremos), sacumes la conclusion de que s* = 4.

Por lo tante, las direcciones de los vectores b, — &y licnen que Lendor a la

direccion tangente en el punto f, ¥, por consiguiente, todos estos vectores no

puedon quedarso en el interior del angule €0,

Sea 0 un nidmero que satisface a la condicidn 0 = 8 {%; fijemos 0y,
0 << 0y == % y consideremos un entorno |z — & [<C p lal que ningin punto
«de In curva y situado en este entorno pertenczea al dngulo gy, (¥ tampoco al

]

FIG. 56

-Angule opuesto al mismo), y sea g5, , la parte del dngulo gg que pertencce al

-entorno indicado, Prolongando v desdo ¢l punto £, en dos direcciones hasta los
primeros punlos A y B do interseccisn con la circunforencia |z — 20 | = p,
so abticne un arco
= [fg—e', s+u"|C ¥,
Evidentomente, para cualesquioca puntos z€gq, , ¥ L€0,, lendremos:
lz—3
-'—__-‘_—'-f-l]_ < cosec (0p—10)
1“5

{lig. o6y, por lo cual,
A=

_— PE—w o) L. _
fo— 5 j t—z dsl -
3 -

4 i
=‘ Sl S [0 (8} — @ (Z0)] ‘?’_E?{;—'d‘s <
v

— o)
1 . . Lo—z "
4\-_;',? S [fP(s}——'P(w)]md;l—i—
¥-a,
+C-0990(0u~—0)% S 1?%&‘&\'til+iz.
3,
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Si & es un niimero positive arbitrario, se puede supuner que p es tan pequeiio
& o ¥ -
que iz resulte menor que 7; fijomos este valor de p. Obsérvese ahora que la

distancia 8, desde el punto g, hasta el arco y — g, es positiva; por lo tantn,
1E—tol>2d >0 a r;E‘\,r—(‘}n Y It—z{>=8 — |t—z]| Yor esn
razén, si |z — & | <2 ==, so liene:

-4 fp—:2 * * .
:.q;"“”—aﬁL S | () — (Zo) | ds <.

L

<L [ @—o 6o
4

de donde, para todos los puntus z suficicntemente proximos a &y resulia;
3 s 1= :
iy <7 5 Asi, pues A < » para todos los puntos 2 suficientemente prdsimos

a Lp y pertenecientes a go,p, ¢s decir, queda demostrada la rolucidn (3.4:4)
para ¢l caso en que z tienda a {g por caminos no tangentes a y
Consideremos ahora la segunda de Jas integrales del segundo micmbro de
la igualdad (3.4:3). Evidentemente, ésta ¢s una integral de tipo Cauchy con
una funcién constante y, por consiguiente, analitica ¢ (§} (= ¢ (§;)). Ademas,
representa @ (Lo} Ln iz i , donde P ¢s el punto iniciul y @ ¢l punto final

de la curva 3. No obstanle, no utilizaresnos esta Gltima observacitn, pero apli-
caremos los resultados del precedente apartado, segin les cuales

1 'p (Lo} A | p (L) Ay 4
h (Cﬂ)—_" i S W‘ fD('gn}—zT S ‘:_;0 . (J, 5}
P +ALR V-+Aal

Conlronlando (3.4:3), (3.4:4) v (3.4:5), sacamos la conclusion de gue en
las condiciones referentes a g, ¢ (5) v & € 3, enunciadas on este apartado, oxis-
o

ten los valores frontera ¥y (54} ¥ Fp (Go) de la integrul de tipo Cauchy, expre-
sadas por las férmulas:

T ) —q(Ee) 5, 1 ¢ (Co) 45 "
I8 = T 5 —hgTd‘,T PET S -‘;T';O_ s (3.4:0)
v

PALR
1 (L) — o (La) e 1 i (Lo) do i
Pt S 4G 4y I i LG s
2ni b—3so 2ni A t—&o
ydald
Restando términe a término (3.4:7) de (3.4:6), obtenemos:
i . (Zo) d& b
F1 G} —Fp (o) =57 S %:w;o). (3.4:8)

le—tol=¢

Hemos obtenido esta [drmula, quo coincide con la fovmula (3.3:5), sin
suponer que la funcion ¢ (¥) sea analitica.
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Transformemos (3.4:6) y (3.4:7) a una forma mds simple; precisamente,
escribamos (3.4:6) del modo siguiente:

£, (;o}__zﬁiﬁ_ ¢ ) —9 (Lo e+ 2; 5 m(;)cztgn(za) e
(1)

E—2Co
e
1 P &) ., 1 9@ 51 P () dt
+oar | T Rt =
v AbB hy
1 i (D)~ (£o) 1 @ (Lo .
tae § S ey § 2w -
a bit

1]

Cuando p -» 0, la segunda de las integrales del segundo miembre de la formu-
la (3.4:9) tiende a cero (debido a la convergencia de la integral (3.4:2), estable-

cida anteriormente). La tercera integral puede eseribirse en la forma -%;:?)
Var Ln (f — &) ¥, como Ln (L — &) = Inp - i Arg (£ — tu), coincide con
Apn

P o) + > @ (Lo} long ABB

g S Arg ({— o) =35> o .
I'eru, segidn lo anterior, sl arco o, € y con los extremos A v B puede encorrarse
en angules opuestos arbitrariamente estrechos con el vérlice comin £, cuya
bisectriz coincide con la tangente & y en el punto y. Por esta razém, cuando

p — 0, los puntos A y B tienden respectivamento a los dos puntos de inter-
seccién de esta tangente con la circunferencia |f — &, | = p. do donde se

deduce fue
1 P (L) 2 _ (<] 7 (o)
[ —_— 7 = —«2— %

lim ——
prlh 2700 £—&
AR

2

Cumo el primer miembro de la [6rmula (3.4:9) no deponde de P, sacamos
la conclusién de que exisle también

A
i e 5‘_‘—‘2(3& . (3.4:10)
5
i : medi 1 [e@a
quo designaremoes mediante o) j =t )
-4

*} Obsérvese que, en general, la integral —1— M es divergente.
2mi t—%
l.a notacidén —2:1—‘ ____xp;{:,) f“’ se ha admitido solamente para designar el limite
-4

(3.4:10), cuya existencia se ha establecide. Este limite se llama valor

1 SEIP_(%:)_d; (en ¢l sentido de
=0

principal de la integral 5—
Y

Cauchy).
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Asi, pues, ohtenemos definitivamente:

. 1¢ a4 . )
f’:(Co)-*mS %’—-F?'P(w (3.4:14)
De aqui y de la fdrmula (3.4:8)vsa deduce que
; 1 ¢ a4, .
Fo (=57 S %%—7 @ (Lol (3.4:12)

Estas formulas, que tienen importantes aplicaciones en la mecdnica, fueron
obtenidas por primera vez por Y. Sojotski en las condiciones mismas del presente
parrafo, por In cual, e Haman férmulas de Sojotski.

3.5. La férmula de Cauchy puedo obtenerse como un caso particular de
una férmula mds general, que es vilida para funciones, generalmente, no anali-
ticas.

Sea A wn recinto limitado por un mamere finito de curvas clementales de
Jordan cerradas: T (el contorne exterior), yy, . . ., ¥, (los contornos interiores):
F (z) = P (x, y) + iQ (zr, y) es una funcidn continua con derivadas parciales
de primer orden en el recinto cerrado A. Entonces, aplicando la férmula de
Green, obtenemos:

S F(z}r}z--é S F{:)dz:S Pdz—Qdyi 5 Qdz4 P dy—
T 'ml‘y‘, T T

3 [fraewss §oseara]- | [—(Hr4)

=1, 7
P a0 , oF ael
+1 (?—-@)]dmy:z; SSW‘#&‘" 3.5:1)
A

{aqui ZT!‘ es la derivada formal, véase el ap. i.B) . Fijomos z5€ A ¥ excluy-
z

amos de A un entorno iz-—s“(_s cuyo radin sea menor que la distancia
desde zg hasta la frontera del recinto A, Oblenemos un recinte A, cuya lron-
tera consta de T, Y4, -.., Yo ¥ de la circunferencia yg:|z—z|=e. Apligue-

mos la férmula (3.5:1) a la funcién ® (z)=

I
i obtendremos:
=z

n
e F(z) dz F(z)dz F(z)dz
i z—7zg El S E—2n “ 1—2p =

=1 Ve

Ezg&.;%[zi—(%]ﬁdv=za§5[f;_;'z_i_z;+
[

AH
a 1 ar 1
F —_— —— =2i e
a
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il 1
( 4 [———~ =, pucsto que 1 es una funcién analitica on ol

dz \E—1 z—zg

recinto L\._) E

Sig— . se tiene:

v = " A
fim [ £EL _oniry,  im H L I Y
Lo I g0 dzg %o
Ty a,
=H ol "_ dz dy
< dzy T4
A
¥, por consiguiente,
b A CF@d 4 ¢ Fe)a
(Fo} =73 5 z—zp =) 2ni | Tz=x
T i=1 v;
| g" ar 1
i) d 3,50

I'sta es la formula general huscada. En ella, la suma de las integrales de tipe

Cauchy
n
1 F(z) dz 1 F{z)dz N
2ni 5 2—5_2 AT S Pt 4C0)
T J=1 ¥;
es una funcién analitica do z;.
Por consiguionte, la funcion
. 1 aF 1
Flzg) = (20} = o Y ‘ ——

4 =2z
A dz

dx dy

al igual que # (zg), o5 continua junto con sus derivadas parciales de primer
orden en el recinto A ¥

Kl 1 Y aw 1 'I 8 o ar
| LAY — - —drd = |F {z3) — 1 (z ... 7
3z [ n [ gz i—zg v P [ (z0) — 4 (zq)] -

Cuaudo F(zg) es una funcién analilica on el recinto A, la derivada formal
-i =0y la formula (3.5:2) se convierle en la férmula integral de Cauchy:
dz

n
= 1 F(z)dz F (=) dz
F iz =5 T z—z.,____Z‘:J a—zp
= i
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§ 4. SERIES DE FUNCIONES Y PRODUCTOS INFINITOS
4.1. Sea

fo@+h@+ @+ . +fa@ .. =D fald)  (41:1)
o

una serie de funciones de variable compleja, definidas en un con-
junto infinito de puntos E. Designemos con S8, (z) la suma parcial
de los primeros n-+1 términos de la serie:

Su@=Ff@+HE+. ..+ Q. (4.1:2p
La serie (4.1:1) se llama wniformemente convergente
en L, si para cualquier e,e >0, se puede senalar un N (g) tal, que
para n>> N {¢) y para cualquier p natural, se cumple la desigualdad
|Su+p(z)—Sn (Z)[-CZB (zl'L:‘J)

en todos los puntos del conjunto E.
De esta definicién se deduce que una serie que es uniformemente
convergente en el conjunlo E, es convergente en cada punto de oste

conjunto (en virtud del criterio de Cauchy). il reciproco, general-
menle, no es vilido, como muestra el ejemplo de la serie geométricn

14z424...+2"+...

FEn cfeclo, esia serie es convergente en el eirculo unidad,
puesto que
__:..Fl-]-l i
’1—0—3—‘— e +z“=———1T—:>—l—‘_
para n—» oo, si |z|<< 1. Bin embargo, la convergencia no es uni-
forme. [En efccto, en este caso

[Snip @ —8n (@] =" (142 |-o..f 2" =
. | : |n.+1 ] { ezl | 1 z i-n (3} u_iz 1;)]
=T Ti—zl TT—z]
Tomemos un n arbitrario y hagamos p=n, z,——-—. Enlonces
g 2 n—41
tendremos:
n ni—=1 n n
— e =
lSzn (zn]"""Su (an;} ( A ) ['l ( Bt ) ]'=-'
n41
1_(1-}-%)_"
=N ——— 5 — >0 para n—s co.

()’



272 CAP. III INTEGRALES Y SERIES LDE POTENCIAY

De este modo, para n arbitrariamente grandes, existen tales p (=n)
y tales puntos z, del circulo unidad, en los cuales los nimeros
| San (2n) — Sn (22) | son arbitrariamente grandes. De aqui se
deduce que la serie geométrica no es uniformemente convergente
en el cirenlo unidad.

Designando la suma de la"serie (4.1:1) mediante f (z):

f(2)=1im S, (3), (4.1:4)

se puede expresar la condicién de convergencia uniforme de otra
forma. Precisamente, para la convergencia uniforme de la serie (4.1:1)
©s necesario y suficiente que para cualquier &, & > 0, se pueda hallar
an N (e) tal, que se cumpla la desigualdad

[f(z)—Sa(z)|<e (4.1:5)

en cualquier punto z € £ para n > N ().

Iin efecto, supongamos que la serie (4.1:1) es uniformemente
convergente. allemos un Ny (2) tal, que para n > N, (¢) y para
cualesquiera z y p (s € £, p es un ndmero natural), se cumpla la
desigualdad

| Snep () —Sa (9 | <5 -
Haciendo crecer p indefinidamente, obtencmos:
@) —Su(a) | <5 <e

para n > Ny (2) y para cualquier z € E. Asi, pues, el cumplimiento
de la condicion (4.1:3) implica el cumplimiento de la eondicion (4.1:5).
Reciprocamente, si la desigualdad

1@ —Su ()| <5

s¢ cumple para n>V,(g) y para cualquier punto z€ X, entonces,
en las mismas condiciones, para cualquier p natural se tendrd

|Sn+p (z)—Sﬂ (3)|2|f(z)—sn(z}"“lf (z)_'SfH-p (z)] I‘Q
<@ =8 (3)|4| F (D) = Snap (8) | <5+ 5 ==

Por lo tanto, del cumplimiento de la condicién (4.1:5) también se
deduce el cumplimiento do la condicién (4.1:3).

Comprando la serie de funciones con una serie convergente de
Lérminos positivos constantes, se obliene un criterio bastante sencillo
de convergencia uniforme de la serie (4.1:1). Precisando, si desde
cierto valor de n > v los médulos de los términos de la serie (4.1:1)
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no son superiores en £ a los términos correspondiontes de la serie
convergente

R T L T B I O (4.1:6)
de términos posilives conslantes, la serie (4.1:1) es wniformemente
convergenle en E. En efecto, en virtud a la convergencia de la
serie (4.1:6), para cnalquier e > U, existe un N (g} lal, que para
n> N (e) v cualquicr p se cumple la desigualdad
Lngg - o {‘arr-rw < &,
Pero, segln la hipétesis, en el conjunto % se cumplen las dese-
gusldades
@ <an (k).
Por consiguicnte, en cwalquier punto 2€ £ para n = mas (V (&), v)
y cualguier p natural, se tienc:
|Sn+p (z)_Sﬂ (.z} ' A I fﬂ-l-i (z) !_:l' =L +1 fn-ui (7-') ] &S
gt — - b Oy < €,

lo cual signilica que la serie (4.1:1) es sniformemente convergente.

Supongamos que cada punto del conjunto £ es un punto de acu-
mulacidn de este conjunio, o sea, como suele decirse, £ es nn conjunto
denso en si. listo ocurrird, por ejemplo, cuando £ sea un conjunlo
(no vacio) abierlo arbitrario, en particular, un recinto, o también
cuando £ sea una curva conlinua. Enlonces, si cada término de la
serie, uniformemente convergente en /, es una [uncidén continua
en £, la suma de la serie serd una funcion continua en £,

Para demoslrar esto, consideremos dos puntos cualesquiera z,
y z del conjunto £ y acotemos | f (2) — f (z,) | del modo siguienle:
1@ —1 )| = 1] () =Sa (D] +[Sn (2) — S (20)] + 15 (20) — f (20)] | <

| 13— 8 (2) |+ S0 (2) — Su {z0) | = | [ (20) — S (20) |-
(4.1:7)

Sea & un ndmero positivo arbitrario. En virtud de la convergencia
uniforme de la serie, existe un ¥ (&) tal, que para n = V (g) y para
cualesquiera punlos del conjunto E se verifica la desigualdad:

| f (2} =8 (z}|<‘§" . (4 1:8)
Por consiguiente, en particular, tendremos:
|f(zﬂ)—Sn[zu)|{‘% - (4 1:4)

Fijemos arbilvarimmente ny = N (¢). Como la funcién S, (z) o8 con-
tinua cn el punto z, puede senalarsc un 8(g) >0 tal, que para
18—1109
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|z—20| <<8(e) (3, 2 € E) se cumpla la desigualdad
| Sino (8) = Sno (20) | <+ (4.1:10)

Haciendo en (4.1:7}) n=rn, y tomando |z—3,{<Z§(e), en virtud de
las desigualdades (4.1:8), (4.1:9) y (4.1:10), obtenemos: .

f(z)—f(zl)”{:sr

de donde se deduce que la funcién f (z) es continua en cualquier
punto z, € E.

Supongamos, en particular, que £ es una curva rectificable L.
Demostremos que si los términos de la serie (4.1:1) son funciones
conlinuas en L y esla seric ¢s uniformemente convergente cn L,
(Linf.nnces ésta puede integrarse término a término a lo largo de L, os

ecir,

j f(z)dz= E fo (2) dz + i f1(2) dz-+-...-v_'»-5 fa@dzt ... (41:41)
i, L L.

L

[En electo, como los términos de la serie son funciones continuas
v la serie es uniformemente convergente en L, de lo demostrado
anteriormente se deduce que f (z) es continua en L. Designemos con A
Ia longitud de la curva L. Siendo & un niumero positivo arbitrario,
si V (e} es tal, que para n = N (&) en todos los puntos de la curva L
se verifica la desigualdad

1f(z}_‘su (z)|< _f.\_ v
entonces, e\'jdentemente,

| 1@a—[{ @t + | 1 @a]|=

L I L
=lfv@—s.@a<ta=c
L

(para n > N (e)), de donde se deduce la relacion (4.1:11).

Frecuentemente, ¢l toorcma de la posibilidad de inlegrar tér-
mino a término una seric sc sucle aplicar de la forma siguiente.
Supongamos que los términos de la serie (4.1:1) son funciones conti-
nuas en cierto recinto G y que la seric es uniformemente convergente
en cada conjunto cerrado de puntos de este recinto. Entonces la
serie (4.1:1) puede integrarse término a término a lo largo de cual-
quier curva reclificable L situada en el recinto G.

Para reducir este leorema al anlerior es suficiente observar que
tnda curva rectificable L (y, en general, toda curva continua),
situada en el recinto &, reprsenta un conjunto cerrado de puntos del
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recinto. Por consiguienle, segin la condicion del teorema, la se-
rie (4.1:1) es uniformemente convergente en L.

Iin la teoria de las funciones analiticas 1a convergencia uniforme
de una serie de funciones en todo conjunto cerrado y acotado de un
recinto ¢, desempefia un papel muy imporlante. A semejante con-
vergencia la llamaremos convergencia wuwniflorme
en el interior del recinto G, distinguiéndola de
la convergencia uniforme en ¢l recinto @. Toda scrie que
es uniformemente convergente en el recinlo G, es uniformemente
convergente también en todo conjunto cerrado de sus punlos y, por
consiguiente, es nniformemenle convergente en el interior de 6.
Lo reciproco, generalmente, wo es eierto, como muestra el ejemplo
de la serie geomélrica

1~ z22L . 42"} ...

En efecto, como se vio anteriormenle, esta serie es convergente en el
cireulo unidad |z | << 1, pero no lo es uniformemente. No obstante,
es uniformemente convergente en el interior del circulo wnidad,
En efeecto, sca F un conjunto cerrado de puntos del circulo unidad
y ¢ea 6 = 0 la distancia de ¥ hasta 1a frontera del recinto (hasta la
circunferencia unidad). Entonees, para cualquier punto z € #; se
tiene: |z | <1 — & v, por consiguiente,

e 1—zt
{—z

2", 4™ =

na 1 zIP p
éI'zi L 'ltllzl é“'_&)n”“g" '

—_ : 9 e
Evidentemente, la magnitud (1 — §)™+! 5 tiende a cero cuando

n— oo y puede hacerse menor que & >0 para n > N (g). Asi,
pues, la serie geométrica es uniformemente convergenle en cualquier
conjunlo cerrado £ de puntos del efrculo unidad y, por consiguiente,
¢s uniformemente convergente en el interior del cireulo, a pesar
de que no es uniformemente convergente en el circulo,
Demostremos que para que la serie (4.1:1) sea unilormemento
convergente en el interior de un recinlo G, es necesario y suliciente
que para todo punto z, del recinto exista un entorno del mismo en ¢l
cual esta serie converja uniformemente. La necesidad de esta condi-
cidn es evidente, puesto que si |z — z5 | < p es un cirenlo cerrado
con ¢l centro en el puntlo z,, perleneciente a G, la serie Licne que
converger uniformemente en el mismo y, por consiguiente, lambién
en el entorno |z — z, | << p del punto z, Para cerciorarse do que
la condicidn es suficiente, liaremos la demostracién por reduceién
a lo absurdo. Supongamos que, cumpliéndose Ja condician, la serie
converge no uniformemente en cierto conjunto cenado F — G,
Enlonces tienen que existir: un nimero positivo e;, unos nimeros
naturales ny (np << ny4y) arbitrariamente grandes y unos puntos

184
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zy, € F tales que
| @) — Sy (20) | 2 20 (4.1:42)

{Aqui se ha formulado la negacion de la convergencin uniforme de
la serie (4.1:1) en el conjunto F).

De la sucesién de puntos {z,} se puede exlraer ofra sucesion
parcial contenida en la misma {z,-}, que converge hacia cierlo punto
2o € F (¥ es un conjunlo cerrado). Como 2y es un punto del recinlo G.
sepun la hipotesis, para éste existe un enforno U pertenecienle a @
en el cual la serie es uniformemente convergente. Por consiguiente,
en todos los puntos de U liene que verilicarse la desigualdad

U’(z)_S“ (z) l < iy

si n es suficientemente grande,

Por otra parle, debido a la hipolesis, existen unos nimeros ty-
arbilrariamente grandes, tales que en los puntlos zg- situados en U
(y a U pertenccen todos los puntos {zx-}, comenzando desde nno de
ellog)) se eumple la desigualdad opuesta:

| f(on) —Sny. (20| 2 g0

De la contradiceion obtenida se deduce la jusleza de nuestra alir-

macion.
Volvamos a estudiar el problema de la integracidn de una serie

o0
uniformemente convergente de funciones analiticas Z:,;‘,. (z). Fijando

un panto arbitrario 3z € G, para cualquier curva rectificable v,
pertenecientc a (7, que una z, con ol punto z, lam hién periencciente

a G, tepdremos:

5 (=) dz = i S fn (2) dz.
b4 o %

Las integrales 5 f(edz vy S fa(2)dz pueden considerarse como

¥ ¥
funciones de z, generalmente multiformes (véase el ap. 2.7)
z 2
Sf(z)dz y S]’,,_(z}dz.
g za

Para separar sus ramas wniformes en el entorno U: |2 — 3 | < p
de algin punto z; del recinlo G (se supone gne este entorno junto
con su frontera |z — z, | = p esld contenido en el yrecinto G),
electuaremos lodas las inltegraciones desde el punto z; hasta el
punto z; sobre nna miyma curva rectificable y; pertenecienle al
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recinto @, v luego, desde el punlo z; hasta cualquier punto z € U
a lo largo de curvas rectificables arbitrarias sitnadas en U, por
ejemplo, a lo largo del segmentlo vectilineo que une z; y 2.
Demostremos que, cumpliéndose estas condiciones, la serie
o9 z
» S f. (2) dz convergerd uniformemente en [/, es decir, en un circulo
0 zp
cerrado arbitrario perteneciente al recinto G.
Tn efecto, para el médulo

ntp z
3 o
n--1 zg
se obtiene la cota siguiente:

|3 § el <SS n@el+| S in@s)
ntl 2o 41 ¥y a1z

s

Pero la serie Zs,fg_(z)dz es  convergenle, y, por consiguiente,

0w
para cualquier a:i(} existe nn N (g) tal que
T

| Z S fr(2) dz|<-:-;— para n > N, (g).
a1

Aplicando luego la convergencia uniforme de la serie 2 [a(2) en

[
el circulo eerrado |z— 3z, |<Cp, podemos elegir un nimere Ny (e)
tal que, siendo n>> N, (e),

o

Shol<s

n4 1

para todos los puntos de este circulo. Tomando las integrales
\_fk (z2)dz a lo largo del segmenlo rectilineo que une z y z

L)
tendremos:

n4p z z nlp
|2 S}'k (z}dz':ls 2 fh(z)dzl-a;-,:? o="5 -
Lt 7L n1
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Por consiguiente, para r> N (e)=max [N (g), N ()], en cual-
quier punto del circulo |z—z;|<p se cumplird la desigualdad
ntp z

IE Sfﬂz)dz[{a,
n+11

con lo cual queda demostrada la convergencia uniforme de la serie
en cualquier circulo cerrado contenido en G.

z
En el easo particular en que lodas las integrales 5 fu (2) dz sean

20
funciones uniformes en el recinlo G, de lo demostrado se deduce que

la serie
oo z
Z S fulz) dz
0z
es uniformemenle convergente en el interior del recinto G, si la
-1

serie 2 fx(z) es uniformemente convergente en el inlerior del mismo.
1)

Teoremade Weierstrass sobre las series
uniformemente convergentes de funcio-
nes analiticas Si los términos de una serie

fo@+hHE+ .. L hE+ .. (4.1:1)
uniformemente convergente en el inlerior del recinto G, son funciones
analiticas en este recinto, entonces la suma de la serie f (z) también
es analitica en el recinto G.

Ademds, las series

W@+ @+ . @+, (4.1:13)

que se oblienen de la serie (4.1:1) derivando ésta término a términe k
veces, también convergen uniformemente en el interior de G y representan
en el recinto G las derivadas de k-ésimo orden de la suma de la serie f {z).
Sea zy un punlo arbitrario del recinto G y gea % una circunferen-
cia de radio p con el centro en el punto z,, pertenecicnte a G junto
con  su interior. Evidentemenle, es sulicienle demostrar todas
lus propusiciones del teorema para los puntos del entorno U:

|z — 24 | << -g- del punto z,. Supongamos que § designa un punto

arbitrario silnado en y y que z es un punto arbitrario de U, Hagamos
en (4.1:1) z = £ y multipliqguemos todos los términos de la serie
k
por %E—_z)T:i (k =l by 25 s .). Oblenemos:
B K .
= E 3 n (4.1:14)
i

el
2mi {t—z)l+1 A (p—g)lrr
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Como la serie (4.1:1) converge uniformemente en y y por las
hipétesis del teorema

k! 1
2mi (E— 2yl

k!
i

la serie (4.1:14) también converge uniformemente en y; por esta
razon se la puede integrar término a término. Resulta;

Bof 1@ fn @ L -
2nis C—z+t 2 S (4.1:15)

- E_z)h+l

Como las funciones f, () son analiticas en el recinto G, las inte-
3l 1 (&) 45

grales PR ] =)+t

expresan las derivadas /5 (z) (véase (3.2:7)).

Para k& = 0 la igualdad (4.1:15) toma la forma

o | LEE Zi (B)=1)

v

de donde se deduce que f(z) representa en U una integral de tipo
Cauchy y, por consiguiente, es una funcién analitica en U.
Para &£>0, de la ignaldad (4.1:15}, obtenemos:

3] fio)ds &
2ni S (g_z’\:ﬂ = E fa! L

Pero la expresiéon del primer miembro de esta igualdad representa

Ia derivada de orden & de la integral de tipo Cauchy 2:“ AU

t—z

3
y. por consiguiente, es igual a f0 (z). Asi, pues, en el entorno U
del punto z, se ticne:

™ @=3 1 @), ;

No queda més que demostrar la convergencia uniforme de esta
serie 0, lo guoe es lo mismo, de la serie (4.1:15) en este mismo entorno,
Pero si en y se cumple la designaldad

[ F(E)—Sn(l)|<<e para n= N ().
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entonces para lodos los puntos z€U y para los mismos valores
de n, se tiene:

K¢ _fmdr ! B Lt
| % 2mi j {

i (L—z)+l t—gyftl
o
B A8 k e
=507 S_—_(Q—z)k+1 <=y ——[ﬁ_)h_l_lz:tp.
2

Como el segundo miembro puede hacerse, evidentemente, nrbitr-
viamente pequefio junto con g, la dltima desipualdad expresa la
convergencia uniforme de la serie (4.1:15) o de la seric (4.1:13) en U,
con lo cnal se termina la demostracion del teorema.

Para aplicar correctamente el teorema de Wejerstrass es preciso
recordar que Gste se ha enunciado y demostrado para las series de
funciones analiticas convergentes en un reecinto. In el caso
de un conjunto arbilrario (no abierto) éste puede mo ser cierto.

Examinemos, ante todo, el ejemplo dado por Weieratrass de unn
funcién que no es derivable en ningiin puntoe:

@) = > b*cos(a™zn)
n==1)

{e es un ndmere enlero impar, U << & < 1), Cada término de esta
serje es una funcitn analitica en todos los puntos del eje real (& inclu-
s0 en todo el plano). Ademds, la serie es uniformemen te convergenle
en el eje real, puesto que el valor absoluto del término pencral de la
serie | b cos (a"rn) | no es superior al término 5" de la serie reomeé-
trica convergente. Sin embargo, la suma de la seric no es analilica
en los puntos del eje real, puesto que, como demostré Weierstrass,
ésta no es derivable para ningin .
Como segundo ejemplo, lomemos la serie

sen 2

2

T ( '-\cu.?:) . [sen&r sen zw) -
se 5 3 3 e
lios términos de esta serie son Mnciones analiticas en ¢l eje real
{e incluso en todo el plano). Ademds, la serie converge uniformemente
en el eje real, y su suma, siendo idénticamente igual a cero, repre-

senta una funcion analitica. En efecto, la suma parcial

sen 2x
2

i [sew ne  sen{n—1) e son nx
_.,seu:c)—k..,T[ = i | =—

fslanx—;—(

1 3
no supera en valor absoluto a -, de donde se deduce que la serie
converge hacia cero y, ademds, uniformemente.
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Pero derivando término a 1érmino, se obtiene la serie
cosz(cos 2r—cosa) - .. —[eosnr—cos(n—1)2] = ..,
cuyas sumas parciales son:
cos &, o8 2%, ..., COSAE, ...

Evidenlemenle, la sucesién de eslas smmas es divergente para
todo z %= 2kn, v para x = 2kn ticne un limile igual a 1, es decir,
resulia un valor distinto de la derivada de la suma de la serie.

Basindose en el teorema de Weierstrass tenemos que sacar la
conclugién de que en eslos dos casos no existe un recinto que contenga
a los puntos de todo el cje real o incluse de alguna de sus parles, en el
cual las series dadas fuesen uniformemenie convergentes. En caso contra-
rio, eslos cjemplos estarian en contradiecion con ¢l teorema de Weier.
strass,

En muchos casos resulta ser 0iil ¢l siguicnte teorema, que permite
asegurar Ja convergencia unilorme de la serie en un dominio si ésia
es uniformemente convergente en la frontera del mismo.

3

Teorema. Silos icrminos de la serie D) [y (z) son funciones
0]

continuas en un dominio *) acotade G y son analiticas en el recinto G,
entonces, de la convergencia uniforme de la serie en la frontera 1 del
recinio (¢ se deduce su convergencia uniforme en el dominio G.

Demostracidn. Segin la hipdtesis del teorema, para
cualquier & = 0 exisle un & (&) tal, que para n > V¥ (¢} y cualquior
ndmero nalural p se cumple la designaldad

AP
] % fr(2)| <e (4.1:16)

UE S
en todos los puntos de la frontera T'. Pero la funcién .i-j:‘h (z) es
c::_;lrlinua en G y analitica en G. Por eso, ¢l maximo :i—:;l modulo
.
I Z fa {z}l en el dominio G se alcanza en Ja frontera y, por consi-
g]:l-'i-énl{-., en virlud de la desigualdad (4.1:16), el valor de este maxi-

mo es menor que e, De aqui se deduce que la desigualdad (4.1:16)
se cumple para 7 => N (e) y cualquier nimero natural p en todos los

o
puntos del dominio @, lo cual significa que la serie 2 fu (2) es uni-
1
formemente convergente en esto dominio.
*) Recovrdamos al leclor que un recinto cerrado se llama ubreviadamente

dominio. Véaso J. Rey PPastor. . I'i Calleja, C.A Trejo, Anad
lisis matemitico, Vol. TI. § 64-5. (Nota'del 7')
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4,2. Todo lo enunciado y demostrado en el apartado precedenle
para las series de funciones uniformemente convergentes se extiende
inmediatamente para las sncesiones de funciones uniformemente
convergentes.

Una sucesidon de funciones

(Fa (), (4.2:1)

definidas en un conjunto £, se llama uniformemente convergente
u esle conjunlo, si para cualquier & > 0 se puede sefialar un V (&)
tal, que la desigualdad

[ Fryp(8)—Fa(2)| <&

se cumple para cualquier p natural en todos los puntos z € E.
[Lvidentemente, la sucesién (4.2:1) se puede considerar como la
sucesién de las sumas pacciales de la siguiente serie de funciones:

Fo(2)+(Fy (@) —Fo (@) 4 [F2 (@) —F1(2)] + - -
A (g — Fay (2] - (4.2:2)

pur to cual, es uniformemente convergente en E si, y sdlo si, es uni-
Tormemente convergente en E la serie (4.2:2). Ademas, los términos
de la sucesion (4.2:1) son funciones conlinuas y, respectivamente,
analiticas junto con los téeminos de la serie (4.2:2). e aqui se deduce
que todas las proposiciones del apartado precedente son aplicables
a las sucesiones de funciones.

[En Jugar de sucesiones de funciones, frecuentemente, se suele
considerar una familia de funciones de cierto pardmetro T que varia
continuamente: {#; (z)}. Supongamos que cada una de estas funciones
estd definida en el conjunto E, y que el pardmetro 1, que para preci-
sar es real, recorre el inlervalo (z, B) (B <C + oo). Bi, para cada
e >0, es posible sefialar un f (e) << p tal, que para T > (e)
v © = p (e) se cumple la desigualdad

| Foo () —Fo(2) | <<e

en todos los puntoes del conjunto £, se dice que Lo familia {F¢ (z)} es
uniformemente convergente en E cuando v tiende a f. Si {7,} esuna
sucesion de valores del pardmetro que converge hacia f, entonces,
wn virtud de esta definicidn, la sucesion {F¢, (3)} serd uniformemente
convergente en £. Su funcitn dimite F (z} no depende de la sucesion
{z,} que se haya clegido, En efecto, si

|F(z)—1F (z)|<~§— para n >N,

Tr

v para otra sucesién {t;} la [nncién limite es £’ (z), de mode que

| £ (z) — Ft:n (2)) << % para n > N,
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entonces, temniendo en cucnia que para todos los T, y Tn, sulicien-
temente proximos a P, se verifica la desigualdad
e
| P (@ —Foy (3] <4 .
sacamos la conclusion de que
|F (@) —F ()| <e,
de donde se deduce que las funciones #° (z) y F (z) coinciden.

De esta relacion enire la familia de funciones {F; (z)} nniforme-
mente convergente y las sucesiones de funciones {#¢ (z)} uniforme-
menle convergenles se deduce que todas las proposiciones del prece-
dentc apartado se extienden también a las Jamilias de funciones.
En particular, es vilida la proposicion: si las funciones F, (z).
a < ©<Z P, son analilicas en un recinlo & y la familia {F; (z)} es
uniformemente convergente en el interior de ¢ cuando 1 Lliende a §,
entonces la funcion Hmite # (z) también es analitica en ¢l recinlo Gy
adomis, para cualquier natural %, la familia de derivadas {F(‘-M_ (z)}
converge uniformemente en ol interior do @ hacia la derivada F™ (z).

Como ejemplo de gran importancia, consideremos la integral
impropia de tipo Cauwchy.

Sea L una curva indefinida: z = & (1), & < £ < B, donde 2 (f) —
-+ oo cuando ! — ff, ¥ supongamos que cada arco suyo finito Ly
% <t <L 1< [}, es rectificable. Si g () es una funcién continua,
definida en L, entonces las integrales de tipo Cauchy

a 1 ¢ (§) df
e8] = 2nit 5 {—z
T
representan una familia de funciones, definidas y analilicas en cada
recinto que no conlenga puntos de la curva L.

Supongamos que esta familia es uniformemente convergente en el

interior de cada recinto que no conlenga a los puntos de la curva L.

Esto se cumplird, por ejemplo, si la integral | ¢ ({) dL es absolula-

mente convergente, cs decir, si existe el limite
.ljm} | (2) | do= S | (2) | do.
t+fi A
%

En efeclo, entonces en cualquier conjunto cerrado acotado E que
no contenga puntos de Ja eurva L, tendremos:
| o (2)—Fe(2) | =
1 Ly df 1
= | FERE <o | J1e@ido—§ 19 @iaa],
o Ly

Ly

T
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donde p es la distancia entre E y L, y, evidentemente, para cunal-
quicr >0 se puede sefialar un f(e)<<p tal. que para T=>f (&)
v ' >f(2) se cumplird la desigualdad

| Fe(@—Fe(@)|<<e (a€E).

I5n las condiciones impuestas a la Tamilia {#¢(z)} existirvd
la integral impropia

I TS ST N g <%

2ni t—z g 20 L—

i,

T

La llamaremos integral impropia de tipo Cauchy a lo largo de la
curva ilimitada I, o, abreviadamente, integral de tipo Caucliy a lo
largo de L. Del teorema de Weierstrass, enunciado para cl caso de
una familia de funciones, se deduce gque ecsla integral representa
una funcion analitica F (z) en cada recinto que no conteaga puntos
de la curva L.
Del mismo teorema se deduce que la familia de derivadas
{F{J;M (Z} — k! j ¢ (D) dL
ani i (L z)fitt
T
también converge uniformemente hacia fa {z). Pevo, por otra parte.
la convergencia uniforme de esta familia significa quo cexiste Ia
integral impropia

kel PEdE | i ¢ (X) 4t
2mi ! (E—z)lt+L .‘_i[g' 2ni LS (L—z)i+t 4

Por consiguiente,

athy ¢y K g (8) 4
@)= 2ni 5‘ (E—z)lit1 )

Por lo tanto, hemos verificado que las propiedades establecidus
anteriormente para las integrales de tipo Cauchy, son eiertas también
para las integrales impropias de tipo Cauchy.

Istos resultades se exticnden también sin cambio alguno al caso
en que L sea una curva ilimitada, para la enal, no solo el punto
final sino también el inicial estén en el infinito, es decir, enando
la funcién z = 4 {£), definida en el intervalo o <Z £ < i, satislace
a lag condiciones lim A (8) = lrim % (i) = oo (por ejemplo, L puede

f=+i1 -+
ser una recta o una pardabola).

Volvamos a examinar el caso general de una sucesién {7, (z)}

Seiialemos que, si la sucesidén (4.2:1) es uniformemenle convergen-
e en I, la sucesion de sus médulos {| #, (z) |} también converge
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unilormemente en £. En cfecto:
I Fosp @) | — | En @[] 52| Frnp (2)— Fu (3.

Por olra parte, si @ (z) es una funcién acolada en valor ahso-

tuto en /2
|| <M (3€E),

y la sucesion (4.2:1) es uniformemente convergente on £, entonces
la sucesion {U(z) £, (2)} también es uniformemente convergente
en B,

Iin efeclo, si en el conjunto E para n>N(g) sc verifica
la desigualdad

| Prep (3) —Fn (3) | < 57 -

entonces en este conjunto para los mismos n > N () se verifica
lambién la desigualdad

| D (2) Fosp () — D (2) Fn (2) | < - M - .

Supengamos, finalmente, que lag [unciones de [a sucesién (4.2:1).
uniformemente convergente en [, estdn acoladas uniformemente
s« valor absoluto en £:

| # (z) | <M (zeE), n=0, 1, 2, ...
Entonces las sucesiones {[#,(2)]"} (k es un némero natural) tam-

bién convergen uniformemente en K.
Iin efecto,

[1Fnsp @1 —[Fu (2] = [ [Frsp (8) = L7 D] {| Fnep (2)) " +

+ Farp @120 (@] F ...

P D < EM | Py (3 — Fou ()],
Por lo tante, si
| Frap (2} — 84 (2) | < _::_Mf':*Tl para 2> N (&),
se biene

[ Fogp ()" — £ (2 | <& pava n>> N (&),
von lo enal queda establecida la convergencia wuniforme de la suce-
sién
{174 (2)]"}-
La acotacién unilorme de los médulos de las Junciones que for-

man una sucesion uniformemente convergente, siempre tiene lugar
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si F, (z) son Tunciones continuas y £ es un conjunto cerrado acotado.
En efecto, F (2) = Iim F, (z) es una funcién continua en E y, por

consiguienie, es acotada en valor absoluto: | F (z) | << M’. Tomemos
e =1, enlonces | F,, (z) — F (z) | <<1 para n > N; por lo lanio,
| Fn {z}|<lF(Z}[-l".lf{M'—l—lpdrdn—N-{—i N + 2,
Pero cada una de las funciones Fy (z), , Fx (z) también eqla
acotada en valor absoluto en £:

| Fa@@)|<Mp  (k=0,1, ..., V).
Haciendo M = max(M,, My, ..., My, M’ 1), tendremos:
|Fulz)| <M, z€E, n=0,1,2,...

4,3, Demos la delinicién general de ploduc Lo in[inito e indique-
mos algunas propiedades. Sea {u,} una suceswn de niimeros comple~

jos diferentes de cero. Si existe el limite Jim 1[ uy y este limite u es

F R |
distinto de cero, ze diceque el producto infinito I] Un
1

es convergente, yel nimero u se llama valor de este pro-
ducto, designindose asi:

1
Cuando el limite lim [] u, no existe o exigle y es igual a cero

n-son
(siendo los factores distinlos de cero), s¢ dird que el producto
infinito es divergente.
Evidentemente, para la couvergencia del producto tiene que
cumplirge la condicién necesaria:

limu, =1.
Ti=sod

L
[] e
G
n—+oo My OO ﬂ_1
H iy
i
En virtnd de eslo, resulta conveniente eseribir el término general del

ploductu en Ia forma us = 1 -+ vy, donde, en el caso de convergen-
cia, deberd cumplirse la condicidon necesaria:

En efecto, silim l!‘[ uy = 1 5= 0, entonces lim &, = lim = 1.

n-ree | |

lim 2, = 0.

h—o0



§ 4. SERIES DE FUNCIONES Y PRODUCTOS INWINITOS 287

L=
Demostremos que ¢l producto infinito U (1 4 va) es eonvergente

cuando, i sélo cuando, converge la serie 3 1In (1 + vy).

En efeclo, la convergencia de la Gltima serie es equivalente a In
convergencia de las dos series:

2]n|1+v” ¥y ?arg{i-}«vk).
De la convergencia de éstas se deduce que las sucesiones

1$1n|1+vn=lnllﬁ(1+mli

Dt‘/‘ﬂ

arg (1. -+ U;;) = Argn ”;] (1 -+ Uk)”

n

son convergentes (aqui Arg, [[](1 + v4)] designa el valor del argu-
i

mento, dade en el primer miembro de la igualdad); por lo tanto,

'
converge también Jla sucesion {[] (1 4+ »,)], y ademds, hacia un

limite z que es distinto de cero, es decir, el producto infinilo os
convergente. Reciprocamente: si éste es convergente

[T +viy=u=-0,
1
entonces existe cl limite

im [[14+va|=]u|0,

oG
¥, por consiguiente, la serie In|1+4us| es convergente. Ademas,
1

(véase el ap. 3.3 del cap. primecro), tiene que existir una sucesion
de valores

Arg ] (1o = 2 arg (1-+va) + 200 = @,

que converge hacia uno de los valores del Arg u (w, Son niimeros
o

enteros). De la convergencia del producto infinito Il 4 + v se
1
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deduce qua lim (1 + vx) = 1, por lo cual, para &> N, se liene:
k

larg (1+v) | << =m0
¥
[ Preas— @a | = | arg (4 + vaea) -F 270 (ary — pa) | = 200 | pey — Ba | — 7.
Por olra parte, }Ei m (Quss — @) == 0. De aqui se deduce que los
oo

nitmeres enleros no pegativos | peyq — pe | lienen que anularse
comenzando desde uno de ellos, es decir, p, = Py = . .. = R
Por esta razon, no sblo es convergente la sucesion {qy, }, sino también
1a sucesion

n
I‘pn — 231}111 = 2: Mg(i -+ Uk” '
1

el
s decir, la serie E arg (1 + vs) es convergente.
1
oo

En resumen, ambas series }I_,-' ln |1 +oal y 20 arg(l i 2a)
1

o0
convergen, es decir, converge la serie 3V In (1 + ), con lo cual
1
se termina tloda la demostracion.
Observando la identidad

[T 4on) = exp[}? In(l 4 o],
1

sneamos la conclusién, basandose en lo expunesto, de que cuando
¢l producto infinito es convergente, se verilica la igualdad

U(i—f—u;.):exp[}llln(l-i-v;,)l : (4.3:1)
i

Diremos que ol producto inlinito Jl (1 + %) es absoluta-
1

mente convervrgentbe, si es absolulamenle eonvergente la
o

sevie 2 1o (1 + va). Como en una serie absolutamente convergente
T

s¢ pueden reordenar arbitrariamente los lérminos, sin que se modi-
figue In convergencia de la serie y la snma, de la formula (4.3:1)
se deduce que en nn producto absolutamente convergente se pueden
reordenar arbitrarinmente los factores, sin que se modifique Ia
convergencia del producto y su valor.
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Observandoe que

lu(‘l—|—vk)—v&—-—£+ f‘ ..=v,q( gl -yz'-—..-.)

¥ que, por consiguiente, para [vk|<-%~ se verifican las desigual-
dades

1 1 1
7|u.‘1=|vk|(1—-2?—2—— J<lln@+v)|<
1

<!vn|(1+ﬁ+ )=%1vk|, (4.3:2)

sacamos la conclusion de que la serie )_'. |In (1 + vy) | serd con-
i

Ll
" L

vergente cuando, y sélo cuando, sea convergente la serie )| | va |.
T

o0
En resumen, para que el producto infinito [] (1 + va) sen abso-
1
lutamenle convergenle, es necesario y suficlente que sea absolutamente
o0
eonvergente la serie . vy.
1

Sea {vy (2)} una sucesibn de funciones uniformes y analiti-
cas en un recinto &, que no tomen en éste el valor —1. Si la scris
o0

DIn {1 <+ vs (2)] es uniformemente convergente en el interior del
1

og
recinto &, entonces el producto infinito [ll [1 + vi (2)] también
converge en esle recinlo y, por consiguiente, representa una funcién

f (2) que no se anula. Segtn la férmula (4.3:1), f (z) puede expresarse
en la forma

o0
f@=exp (3 In[1+v: @) (5.3:3)
y, por consiguiente, es una funcién analitica (puesio que la suma

de la seric X In [1 -} vs (3)], uniformemente convergente en el
1

interior de G, es una luncién analitica).

Demostremos que el producto I [1 + ve (3)] ©s wuniforme-
mncnte convergente en el interior de G, es decir, que la sucesién
“\] 1 + va (@)} es uniformeménte convergento.

10—1109
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IEn efecto, sea /7 un conjunto cerrado y acotado de puntos del
recinto G, M = max | f (z) | y & un niimero positivo arbitrario, menor
que M. En virtud de la convergencia uniforme de la serie

2[4+ v (3], se tiene:
1

‘E In 14wy [z)]|<: 2‘;{ <-:11~ pata n=> N (&), z€ F.
n-1
Por consiguiente,

If(z)_]__n[|1+Uk(3]l|=|8xp(i)—exp(é] |=
=|m(%)”1_.cxp(_§])|gM[v_;f;‘T+%(%)24____]¥

g [rdge e ()] <

<t(l4+g+gpt...)=¢

para n>>N () en todos log puntos del conjunto F, con lo cual
queda demostrada la convergencia uniforme del producto infinito.
Debido a la desigualdad

In (1424 (D] | <5 [0a )],

que se ewmple si | (2) | =< 7:- , la serie E In 14 4 & (2}] sera abso-
1
luta y uniformemente convergente en el interior de G, si existe una

oo
. 1 - - g
serie convergente 2, g, de Eéirminos constantes y posilivos, tal que

T

| v (2) | << &4, comenzando desde un valor sufiuicnt,emt_}nle grande
k> K, en todos los puntos del recinto G. De aqui se deduce que,
para que el producto infinilo

L1t + v @)

1

sea absolula y uniformemente convergente en el inlerior de un recinto
G y, por consiguiente, represente en el mismo una funcién analitica
[ (2) que no se anule, es suficiente que desde un valor k > K en adelante,
en todo el recinto G se cumplan las desigualdades

| on (2) | << eas

donde e, son los términos de una serie convergenle.
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Claro estd, la condicion enunciada no es necesaria para la con-
vergencia uniforme del producto.

Ampliemos, finalmente, la clase de produclos infinitos, permi-
tiendo también aquellos que poseen un nimero finito de faclores
(uno o mas) nules, Si rg > 1 es el indice, comenzandoe desde el cual
todos los términos del producto son distintos de cero, entonces al

s
producto lrl""ﬁ llamaremos convergenle cuando, v sélo cuando, sea

convergenie ¢l producto infinilo de factores distintos de cero [T ua.
ng
El valor de todo el producto infinito serd ¢l niimero O:

oo n ng=—1 T
l—lua=]il'l'l nun==lim { [l L‘-gﬂuk)zo.
i n—roo | Fi—bo 1 ny
Teniendo en cuenta esta generalizaciéon del concepto de producto
infinito convergente, se puede enunciar la siguiente proposicion:
Un producto infinito se anula cuando, y sélo cuando, se anula al
mehos uno de sus factores.

Particnlarmenie importanies son los productos infinitos de la

forma |[ fx (2), donde [, (2) (k = 1. 2, .. .) son funciones analiticas
1

quo pueden anularse en algunos puntos del recinto dado G. Aqui
ge considerarin tales productos en las siguientes condiciones:

a) cada conjunto cerrado y acotado F < G puede contenee sola-
menfe un conjunto finito de puntos en los cuales se anulan las
funciones de la sucesién {fx (z)}:

b) para cada conjunto cerrado y acotado F < G existe un nime-
ro natural n (F) = 1 tal, que para k& > n (F) ninguna de las funcio-
nes fu (z) se anula en los puntos del conjunto F.

El lector comprobard ficilmente que estas condiciones equivalen
a las signientes:

a’} el conjunto E de punlos, en los cuales se anula al menos una
de las funciones f, (z). no tiene puntos de acumulacién en el interior
de G;

1’) en cada punto de E solamente se anula un nimero finito de
funciones {fi {z)}.

Supongamos también que se cumple la condicion c): la serie

el
> Inf (z) converge uniformemente en cada conjunto cerrado y aco-
n(Fy1
tado F perteneciente a G. Entonces el producto 1| fa(2) es nniforme-
n{Fj4 1 ! -

19+
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mente convergente en F, es decir, es uniformemente convergente la

3
sucesion {H (2 (> n(F)+ 1)
A{F)-1 F)
Como la funcién ['] fr (z) escontinua en ¥, estard acotada en valor

absoluto y, por consiguiente, la sucesién de funciones
i

big ) n
In@=1 1@ I »e

también serd uniformemente convergente en F.
Resumiendo, de las hipéiesis hechas respecto {f (z)} se deduce que

el producto infinito || fa (2) es uniformemente convergente en el interior
1

de (7. Por consiguiente, éste representa en este recinto una funcién ana-
litica

=01

que se anula en aquellos puntos de G, y sélo en aquellos, en los cuales
se anula al menos una de las funciones fu (z).

§ 5. SERLES DE POTENCIAS. RELACION CON LAS
SERIES DE FOURIER. DESARROLLO DE UNA FUNCION
ANALITICA EN SERIE DE POTENCIAS

5.1. Las series de la forma
Apt-a1 (2 —29) + a2 (3—20)* + ... F @ (2~2)" 4+ ..., (5.1:1)

donde ag, @, ..., @, ..., Zp SOon unos nimeros complejos dados,
se llaman series de potencias. Estas forman la clase de
series de funciones analiticas mds simple y a la vez méas importante.
il signienie teorema da una idea completa del campo de convergen-
cia de las series de potencias.

Teorema de Cauchy-Hadamard., Sea A=
= 1lim V| a, |. FEntonces, si A = oo, la serie (5.1:1) es convergente
en el qnico punto z = 2y, 81 0 << A =< oo, la serie es absoluiamente

. 1 ; X
convergente en el circulo [z — 24 | << Tyes divergente en el exterior

de este circulo; finalmente, si A = 0, la serie es absolutamente conver-
gente en todo el plano. )

De este modo, cuando 0 <I A << oo, existe un circulo con el
centro en ¢l punto z = z,, en el interjor del cual la serie es absoluta-
mente convergente y en el exterior del cual la serie es divergente.
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Este se llama c¢ircnlo de convergencia de la
serie de polencias ysu radioR=-}T. radio de cenver-

gencia de la misma. Los casos A = oo, ¥y A = 0 se pueden considerar
como casos limites. En el primero de ellos el circulo de convergencia
se reduce a un punto z, v su radio R es igual a cero. En el segundo,
el eirculo de convergencia se extiondo a todo el plano, de modo que
sc puede considerar que su radio es igual a co. Llamando en los tres
casog al niimero R radio de convergencia de la serie de potencias, el
conlenido de la férmula de Cauchy-Hadamard puede expresarse
por la férmula
- =% " (5.1:2)

Esta altima se llama férmula de Cauchy-Hada-
mard.

Ho aqui la demostracién del teorema. Consideramos tres casos:

a) A = co. In este caso, para cualquier z 5= z, cxistirdi un
conjunto infinilo de valores n = n,, para los cnales

nh ,1
Viany [> =1 -

Pero de aqui se deduce que | an, (2 — 20)™ | > 1 y en ningin punto
2 5= 74 se cumple la condiciéon necesaria para la convergencia de la
serie (5.1:1): lim @, (z — z,)" = 0. Por lo tanto, cuando A = oo,

Tl
la serie (5.1:1) converge solamente en el dnico punto: z = 2z,.
b) 0 << A << co. Tomemos primero un punto z en el inlerior del

2
circulo |z — 2, |<% y sea |z — 3 | =BT, donde 0 < 0 <1
{(en el punto z = z, la convergencia de la serie es evidente). Como
=5 > A, todos los valores de ir‘ri a, |, comenzando 'desde

. Por
|23 |

esta razén, comenzando desde cierto r, los madulos de todos los tér-
minos de fa serie (5.1:1) satisiacen a la desigualdad

| an (72— 2,)" | << 67,
y como la seried -6 + ...+ 0" <4 ... es convergente, la serie
(5.1:1) serd abscolutamente convergente en todo punto z situado en
ol interior dol ecireulo |z — z5 | << %
Supongaings ahora que z estd situado en el exterior de este circu-
lo. Entonces A > e : Tl ¥, por consiguiente, existird un conjunto

|2=z]
uno de ellos en adelante, tiemen que ser menores que
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infinito de valores n = ng, para los cunales

J‘lk .]
V 1{1.nk|}mr— .

Pero de aqui se deduce que | an, (z — 2g)"™* | = 1, es decir, la con-
dicibn necesaria para la econvergencia de la serie (5.1:1):
lim &, (z — z)" = 0, no se cumple en ningdin punto gque esié situado
n—sm

en el exterior del circulo |z — 24 | << % s
¢) A = 0. Para cualquier z552, y 0 << 0 << 1, la desigualdad

=
lflt’l.-a|<|n;,
z—2¢
se cumplird comenzando desde valores suficientomente grandes de
n en adelante. Por consiguiente, comenzando desde cierto n, los
médulos de todos los térninos de la serie (5.1:1) satisfacen a las
desigualdades

Ian (3—20]“1 <.Bﬂt
de donde se deduce la convergencia absoluta de Ia serie (5.1:1) en
cnalquier punlto del plano.

Para las aplicaciones de la formula de Cauchy-Hadamard, en
muchos casos suele ser Gtil la relaciéon siguiente:

lim iy Al =d
Para demostrarla, ohservemos que
"_Tl-.\

n n" n n2
e™ =1 .Jri—!-]_- “l_i_—{!’t—m."’_;!_![i -+ e | - CEN ()] +A_.] i

de donde se deduce gue
n" Bl n n 2 N n*
<rartar [V a2 (5E) o] =@t 4

Y, por otra parie,

Asi, pues,

de donde resulta 1o que se afirmaba*)
*} En el cap. séptimo obtendremos una relacidn de ia cual s¢ deduce gue

nl }/ 2nn W3-E)

n" en

donde g, — 0 cuando n tiende al infinito.
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Aplicando la férmula de Cauchy-Hadamard el lector comprobard
ficilmente gque los radios de convergencia de las series

a0 o . L] l o
Al
) Z n'zt, b) Z"—nl—z", c) 2 -a—z“, d) Z nlg®
1 T 1 1
1 F
~, oo, 0, respectivamente.
I{n muchos casos resulia conveniente determinar el radio de

eonvergencia de una serie de potencias mediante el criterio de T’Alem-
bert. Asi, en el ejemplo b) el mddulo de la razén de un término al

n
anterior es igual a (1 i %) |z | v. por consigniente, tiende al
limite ¢ | z | cuando n tiende al infinito. De agui se deduce gue la

son iguales a: 1,

. i 1 . 2
gerie es absolutamonte convergente si |z |<{— vy s divergente si

1 ) ' s i 1
3]~ cs decir, su radio de convergencia es ignal a =

0o
ki
. L. . . z .
Examincmos también el ejemplo de la serie z_ﬁ_ Aqui los
1
oy i 7 § 1 .
coelicientes u, son iguales a 0 si n 3= k%, e iguales a msin= k2.
De aqui que
h2

Tim Tan] = 11m]
T hmroo

; Lin ’V =t

v ¢l radio de convergeneia es ignal a 1. El mﬁdulohdc la razdén de un
u; i . 41

término al anterior es, en este caso, igual a .?T ¥, por consi-
guiente, tiende a cero si |2 | << 1, y tiendo al inlinito si |2 | > L.
De aqui que el radio de convergencia de la serie es de nuevo
igual a 1.

A continuacién consideraremos las series de potencias para las
cuales B > 0, es decir, A << oo, De laigualdad de Cauchy-Hadamard

Iim ;/]a,.j——

Ti=r00

sacamos la conclusion de gue para cualquier 60 (e << R)

|a,.|<:-(?1,-_ie-T para n>> N (&) (5.1:3)

)

|@s|<<e® para n> N (g) (5.1:4)
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En resumen, los coeficientes de una serio de potencias cuyo radio

de convergencia sea mayor que cero, crecen ¢on una rapidez no mayor
que una progresién geométrica de razdn ﬁ (R <<o)oe (R =
= o0), donde & es un nimero positivo arbitrariamente pequeiio.

Del teorema de Cauchy-Hadamard, como consecuencia, se deduce
el siguiente:

Primer teorema de Abel. Silaserie (9.1:1) converge
en un punio 2y <% 2, entonces converge absolutamente en el interior
de la cireunferencia con el centro en z,, que pasa por el punto z,.

En efecto, de la convergencia de la serie (5.1:1) en el punto z, ==
= 2o se deduce, en primer lugar, que su radio de convergencia es
mayor que cero (posiblemente, es infinito), y, en segundo lugar, que
24 estd situado en el interior o en la frontera del circulo de convergen-
cia {en todo punto exterior al circulo de convergencia la serie de
potencias es divergente). Por esta razém, el circulo |z — z4 | <<
< | 2t — 2 | es una parte de todo el circulo de convergencia o coin-
cide con el mismo; de esto se deduce que la seric es absolutamente
convergente en tal circulo.

Demostremos ahora que la serie de potencias es
uniformemente convergente en el interior de su
¢irculo de convergencia | z — 2z, | << R. Evidentemente, es suficiente
demostrar que la serie es uniformemente convergente en todo circulo
cerrado [z — 2y | < r << R. En efecto, cualquicr conjunto cerrado
y acotado F, perteneciente al efrculo de convergencia, estard conte-
nido en el circulo |z — z, | < r para r suficientemente préximo
a R,

Tomemos en el circulo de convergencia un punto £ situado en el
exterior de la circunferencia |z —zy |=r, r<<|L — 25| = p <<
<C R. En este punto la serie (5.1:1) tiene que ser absolutamente con-
vergenfe:

00 o
2| an|[—20 "= 3| an | (" < cos
W0 o
Como en cada punto del circulo cerrado |2—2z3|<<r se cumple la
desigualdad
1 ap (z-—:-!g]" ["St- i n |‘pn'

por ¢l eriteric de comparacién de las series deducimos que la serie
(5.1:1)fes uniformemente convergente en cada circulo |z—zy | <<
< < R, con lo cual se termina la demostracion.

Obsérvese que aqui no se afirmaba que la seric de polencias es
uniformemente convergente en su circulo de convergencia. En efecto,
en el ap. 4.1 se habia demostrado que la progresion geométrica

i4z4+324 .00 t2"+ ...,
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que, ovidenlemente, reprosenta una serie de potencias con el radio
de convergencia igual a uno, no converge uniformemente en el circulo
unidad, es deocir, en su circulo de convergenecia.
5.2, Coma la serie de potencias
{r2ra0ta@E—r)4... tanlz—2)"+... (5.2:1)
es una serie de funciones analiticas uniformemente convergente en
el interior del recinto K: |z — z, | < B (R > 0), puede aplicarse
el teorema de Weierstrass del ap. 4.1. Por consiguiente, la suma
f (z) de la serie de potencias es una funcion analitica en el circulo
K y su derivada de orden cualquiera & puede obtenerse derivando
término a término la serie (5.2:1):
1™ (@) =Klap+ (k+ 1) k ... 2ans (3—20) +
‘oo dnm—1) ... (B—ktDon(z—z)" ... (5.2:2)
Haciendo aqui z=g;,, resulta

1 (20) = Klag,

rerhy ¢
=T (k=i,2,...,m,...). (5.2:3)

Evidentemente, las férmulas obtenidas son validas también
para k = U, lo cual se obtiene inmediatamente de la serie (5.2:1)
para iz = z,. Poniendo en la expresién (5.2:1) los valores hallados.
de los coeficientes, tendremos:

1@ =1+ g—zg) ... + L2000 gy L (5.2:4)

La serie que figura en el sepundo miembro se llama Serie de
Taylor de la funcién f (z). Por consiguients, queda demosirado
que toda serie de potencias es la serie de Taylor para su suma f (z).

Supongamos que las sumas de dos series de potencias

Ao+ Ay (B—2g) - As (2—20)2 4 ... +An (2—2))" ¢ ... (5.2:5)

Byt Bi{z—zg)+ Ba(a—2)%- ... +Bplz—2z)" +... (5.2:6)
con los radios positivos de convergencia By y A,, coinciden en un
entorno del punto zy, es decir,

Ao+ Ay (z—20) + Az (2—20)2 4+ .. =
= Bo+ By (z—20) +- By (3 —a)*+ .. .,
8i |3—zp|{<Cr. Designando con # (z) el valor comin de estas series,.
tendremos segin las férmulas (5.2:3):

. ¥old L
do=Bo=F (), 4=B, =" . 4,—p, TG

de donde

y
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Por lo tanto, los coeficientes correspondicntes de las series y, por
consiguiente, sus radios de eonvergencia R, y fp, coinciden, las
series son idénticas. Hemos obtenido el teorema de umnicidad
del desarrollo en secrie de potencias ¥)

Teorema. De la coincidencia de las sumas de dos series de
potencias en un entorno del punto z, se deduce la igualdad de los coefi-
cientes de las mismas potencius de z — %,.

En el teorema es esencial que z, es el mismo para ambas serics.
Seiialemos que este teorema puede enunciarse del modo siguiente:
solamente puede existir una serie de potencias de (z — 2,) que lenga una
suma dada en un enlorno del punrlo 3.

Tste enunciado explica la misma donominacion del teorema:
teorema de unicidad.

Como ilustracion de la propiedad demostrada, cxaminemos la
forma de las series de potencias de z que representan funciones pares
¢ impares de z, respectivamenle.

Seaf(z) = @y + @iz 4 az® + . . . 4 @,z" & . . ., ysupongamos
primero gue f(z) es uwua funcién par, es decir, f (—2) = | (2).
Lntonces, sustituyendo z por —z, tendremos:

fl—z=ay—azt+az® ... +(—N"az"+ ...
Como, por la hipétesis, las sumas de eslas dos scries coinciden,
en virtud del teorema de identidad, resulta:
an=(—1)"an (n=0, 1, 2, .}
de donde para n impar
Bomet = — Bamsgs © Dien dpme =10 (m=0,1,2,...).

Ion resumon, si la suma do una serie de potencias es una funcion
par, todos los coeficientes de potencias impares de z tienen que ser
iguales a cero y, por consiguiente, el desarrollo de f (z) es de la Jorma

fe)=ap+ a2t a2+ ... +ams® -+ ...
Andlogamente, si f {z) es una funcién impar, es decir, f (—z) =
= — f {2}, resulta que todos los coeficientes de potenciag pares de z
tienen gue ser iguales a cero, de modo que el desarrollo de f (z) es
de la forma
f(&)=az+asz® ...+ Gomey2®™ L L

Para que el lector comprenda que el teorema de identidad no se
puede considerar por si mismo evidente, enunciemos la propiedad de
identidad para las series en forma general. Se dird gque un desarrollo

*} En los libros de maleméticas espaiioles suele llamarse teorema (o prin-
cipio) de identidad. (Nota del T.)
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en serie
Ao (2) - A1y (2) + oo+ Angn (B) + . ..
sogin las funciones dadas
Po (2): @ (2 s P 2), - oo
posee la propiedad de identidad en un conjunto E, si de la coinci-
dencia de las sumas de dos series
Agpo (2)+ A1 )+ ...+ Awpn (2)+ .. .,
Bopo (2) + By (2) .- . L Bagn (2) 4. 1,
convergenfes en oste conjunto, se deduce la igualdad de los coefi-
cientes correspondientes:
1"10=B0n AI:BI' ey Ap=FBy, ...
Esecribiendo la relacidon
Ao (2) + A {z) + -+ dagnu B 4. =
= Bypg (3) -+ Bis (3) 4 . - . + Brgn (2} 4 - . .
<n la forma
Copo (B +Cipr {2} + ... +Cr@u(z) -] ... =0,
donde
CQZAQ-"'BH. C;“—-' AI—B’, “aay qu'-'- An— Bn-. “e
puede enunciarse la propiedad de identidad de otro modo: los de-
sarrollos en series de funciones {p, (z)} poseen la propiedad de identi-
dad en un conjunte Z, si de la anulacion de la suma de Ja serie para

10dos los puntos z pertenccientes a £, se deduce que todos los coefi-
cientes do la serie son iguales a cero:

CQ=CI=...=C,,:.‘.-_—0.

Como se demostrd, los desarrollos en series de las funciones
@a(2)=(z—2z)" (r=10,1,2,3, ...) poseen la propicdad de identi-
dad en cualquier circulo con el centro en 5. Tomando, por ejeinplo,
@) =1, ¢ (@) =2—1 @B =22—2, ..., Qu(@)=2"—2"", ...,
resulta que la propiedad do identidad no se cumple en el circulo
12| << 1.
En ofecto, para la serie
Po(3)+ Q@+ ... +Pn(a) ..,

cuyos coeficiontes son  distintos de cero (C=Ci=Cp=...
..=Ch=...=1), la snma parcial

B0 @)+ B4 @)+ -+ O (&) =1k (g + (F—2) . .. 4 (2™
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es igual a z", y como para |z | << 1: lim 2" = 0, la serie dada es

=00
convergente en el interior del cirenlo |z | << 1 (y ademas, unifor-
memente) y su suma es igual a cero.
De aqui se deduce que, si la serie de funciones {@, (z)}:

Agpo (2 + A (B + ... +Anpr (B)+ .. .,

es convergenle en el interior del circulo |z | << 1 ¥ su suma es F (z),
entonces todas las series

(Aat+M @@+ (A4 Mg B+ -+ A+ M @@+,

donde X es un nimero complejo arbitrario, también son convergentes
en ¢l interior del circulo |z | << 1 y poseen una misma suma F (z).
En resumen, las sumas de dos series de funciones de un sistema
{@, (z)} pueden coincidir, a pesar de que ninguuo de los coeficientes
de una serie esigual al coeficiente correspondiente de la otra.

El método de los coeficientes indeter-
minados estid basado en la propiedad de identidad de los desarro-
llos en scrie de funciones de un sistema dado {fp, (2)}-

Si los coeficientes de una serie convergente

Appo (2) + A4y (D) 4 - .. A+ An@n (B)+ . - .

son desconocidos («coeficientes indeterminados») y si mediante
ciertns operaciones efectuadas sobre esta serie y unas scries dadas,
resulta wna relaciéon de la forma

Copo (2) +-Crpr (B + - .. +Crnpr (5} + ... =0,

cuyos cocficientes representan unas combinaciones determinadas de
las incognitas Ag, 410 . . ., 4, ...y otros niimeros dados, enton-
ces, segin la propiedad de identidad se obtiene un sistema infinito
de ecuaciones:

Co=0. Ci:0| san gy Cﬂ=0|...

Este tltimo sistema puede servir para buscar los coeficientes 4,
Ay, ..., A,. En adelante emplearemos este método para dividir
las series do potencias.

En el caso mas sencillo, cuando las series de potencias (5.2:5)
y {5.2:6) se reducen a polinomios

An-'—Alz+.-- —‘-A;—,Zn Y Bn—t—B!z—t—_H +Bmzm,

para aplicar ¢l teorema de identidad no es necesario que se sepa que
los valores de estos polinomios coinciden para todos los puntos
%z pertonccientes a cierlo circulo. Si se conoce que los grados de los
polinomios no superan a cierto niimero natural N (n < Ny m < N),
entonces, de la coincidencia de los valores de los polinomiogsen N + 1
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punios distintos se deduce que los grados de estos polinomios son
iguales (n = m) y que los coeficientes correspondientes son iguales
dos a dos:

Ap=25;, Ay=By, ..., A;=B8,.

Para las series de potencias (que en cierto sentido pueden consi-
derarse como un género de «polinomios de grado indefinidamente
grande») se puede dedueir la igualdad de los coeficientes solamente
cuando coinciden las sumas de las series en un conjunto infinite
de puntos. No obstante, no hay necesidad de que se sepa que coinci-
den las sumas de las series en todos los puntos de cierlo circulo
{precisamente esto so suponia cuando se demostraba el teorema de
identidad para las series de potencias). Es suficiente saber que las
series (5.2:5) y (5.2:6) coinciden en un conjunto de puntos con el

punto de acumulacién z, (por ejemplo, en el conjunto de puntos

Iy = Zp + -1—(?1 =1,2,3, .. ')) - Precisamente, subsiste el siguien-

le leorema, que os una generalizacién del pripeipio de identidad
domosireado,
Si las sumas de dos series de potencias

A+ Aj (5—29)—‘1— i —i-An(z_zo)n_l_ L

Bo+ By (5—20) + ...+ Bu 6 —2)" - . ..

coinciden en un conjunte de punfos E, para el cual zy es un punio
de acumulacion, entonces los coeficientes de estas series son iguales
enlre st, es decir,

Ay=Bo, A;=By, ..., Au=Bn, ..

Demostracién. Sea {z,} alguna sucesién de puntos del con-
Junto E, distintos de 2z, convergente hacia z: lim z, = z,

H=r00

De Ja subsistencia de la igualdad
Ayt Ay (Tn—20) + B3 (Bn—20)3 + . .. =
= -BU+ Bi (Z,, —Zg} + Bg {3;1"“' 20)2 4., (5.2:7)

para cualquier n (n = 1, 2, 3, .. .), y leniendo en cuenta que la
suma de la serie de potencias es continua en el interior del cireulo
de convergencia, sacamos la conclusién de que

Ao=1im (Ao Ay (on~20) + A3 (tn —2)* + .. .} =
=;]C-I.E [Bot By (20 —20) 4+ By (2a—20)* -+ . . .] = By,



302 CAP, 11T INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

0 sea,
[-1"—_* Bu.
De aqui se deduce (ue
11| (Zn —“zn) -+ A:’, (zn ""zo)z"" e = Bi (z'h'_zﬂ)+B2 {zh_zo)z'f_ g

para n=—1,2,3, ... ¥ como %, =z, resulta
A+ Apen—z) 4. .. =8By + By (za—20) + - ..
para cnalquier z. Pasando de nuevo a limites para n — co, obtenemos:
Ay=DB,.

Supongamos que, en general, ya se han demostrado las igualdades
Ag= By, Ay=By, ..., Ax=DBs.
Entonces de Ja igualdad (5.2:7) se deduce que para enalquier n
r=1,2; 3 «-2)
Apey (20— zn)kn + Apyp (Ba— 2) 24 L=
= Baat (Bn— %)+ Bayp (Za—20)"2 4 ...,

o bien, simplificando por (2, — 30! == 0 y pasando a limites para
it — 00, Axyy = Brsyr. Con ecsto el teorema queda demostrado.

5.3. Cerciorémonos de que la serie de potencias puede considerar-
se como cierta analogia de la serie de Fourier para la funcién f (z).
Con esle fin, observemos que las potencias (z — z,)" poseenla siguien-
le propiedad de ortogonalidad en cada cir-

cunferecia |z— 33| =p:
2
5 (z ~20)" (2—20)" dB=0 para nz=m. (5.3:1)

n

En efecto, haciende z= g9 pe'®, tendremos:
(z— z)" (2 — 2g) ™" = p™H1ei (O

¥, por consiguiente,
n

_j’ (z—20)" (2—2p)™ dB — p"™*" [

ei(n—m}@ on

i{n—m) lg

Supongamos que p salisface a las condiciones: 0 << p << R (/2 cs
el radio de convergencia de la serie). Como la serie de potencias es
uniformemente convergente en la circunferencia |{ —z 4| = p,
situada en el girculo de convergencia K, en la misma circunferencia
lambién serd wniformemente convergente la serie

T E—2z)" =aG—2z)" + .ot C—20)" T—20)" + ...
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Integrandola término a término y teniendo en cnenta la relaciéon
de ortogonalidad (5.8:1), tondremos:

2n 2
[ 1OT=do=an | @—2)mE=2)"d0= 2302,
] i

Do aqui que

2n
1 o 9
b=z | OT—2"d0 (m=0,1,2,...), (5.3:2)
u
¥, por consiguiente, la serie de potencias puede escribirse on la
forma

o 2n
F@ =D g | QT2 G—m)™  (5.3:3)
0 1]

Asi, pues. la serie de potencias representa el desarrollo de la
funcion £ (z) en serie de polinomios {(z — z4)™}, ortogonales en cada
circunferencia con el centro en el punto z,.

Como una de las aplicaciones de las relaciones de ortogonalidad

{5.3:1) se Llicne:
" 2 v "
T 5 ‘2 am (2—29)™ | dO =
v oo

L 2t n =)
=3 S 3t c—2)™ Dt G— 2™ dO =
(L.} o
an n
(S wn—zr T
ok, m=0
L n n &
=Zm Z Andm g (z_zﬂ)h (z'_zu)m a6 = E 1“!‘.’1[202“-
k, m==0 9
(Todas las integrales, correspundientes a k==m, son nulas)
En resumen,
2

% i | Z A (z—zu}mr a8 = Z Ia’m Ispgm_
i} 2

Suponiendo aqui p << R, pasemos a limites para n— oo . Como
la sueoesion

: ? @ (2 '_'zﬂjm_!
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esta formada por funciones continnas y es uniformemente convergen-
te on la circunferencia |z — 2z | = p, la sucesion de funciones
n

continuas {| Dl @, (2 —z5)™ | } serd unilormemente convergente
[1]

en la misma circunferencia (véase la observacion al final del ap. 4.2).
Por consiguiente, es posible el paso al limite bajo el signo integral
(correspondiente en el caso de las series a la integracidén término
a término), obteniendo:

2n

2 § 1 Gatpet) a0 =
0

=19

n n n

=tin 5 | | om0 [ d0=lim 3 an ot
u ]

o0
De aqui se deduce, en primer lugar, que la serie }_‘,[amﬁpa""
i}

es convergente y, en segundo lugar, que su suma es igual a la
an

intogral 5 § |7 (2) | do:
[+
[~ Zn
S am 22" = g S | f (zo—+ pe'®) |2 6. (5.3:4)
1]

1]

Esta relacién es andloga a la igualdad do Parseval en la tooria
de las series de Fourier. De la relacién (5.3:4) se deduco que la inte-
rral
ora i

1 R

o § 1 ot pe)  ap,

]

quo representa el valor medio del cuadrado del médulo de la fun-
cion analitica f(z) en la circunferencia |[z2—zo|=p, es una fun-
¢ién no decreciente de p. Por consiguicnte, sicmpre existe el limite

(finito o infinito) \
I
i 1
lim — 7o+ pe'®) |2 dO.
aniﬁ(op )|

Transformemos la expresién (5.3:2} de los coeficientes de la serie de
potencias. Con este fin, hagamos {— zo=pe'®; entonces tendremos:

Zn
%:ﬁ g f (L) e=tm0 dp. (5.3:5)
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Por otra parte, segtin el teorema intogral de Cauchy:

2n
{10 e—m™td=0 m>1),
[

o bien,
an
j £ (1) p™ et m=118pjei0 go — ),
L]
v, finalmente,
1 2n
0=ps j' ()™ dd  (ms 1), (5.3:6)
o

Sumando y restando (3.3:5) y (5.3:6), obtenemos:
2a

Zn
m.,:ﬂ_% j f (&) cosmbdd=—. S f(@senmBdd (mz1). (5.3:7)
1]

Sea

"Ip"l

U= Cp+ i v (D) =u(p, 0)+iv(p, B);
entonces de las [drmulas (3.3:7) hallanms:

(V" Oy == —— g t(p, 8) cos md df = 5 v {p, 0) sen m0 40,
(m=1)
(5.3:8)

Zn

0" =— { v(p.0) cosmbdo= —L S w (p, 0) sen m0 do.
o 0

Ademas, la férmula (5.3:0) para m =0 da:

1 in | an
=g [ (0.9, Po—gz | v(o. 0)a0.
[} [

De aqui se deduce que los niimoros o, pet, ¥ — p"Pm (m=1,2, ...}
son los coelicientes do Fourier de la funcion u (p, 0) = Re f {2, -} pei0)
y los mimeros Po, p™Pw ¥ p"6m, los coelicientes de Fourier de In
funcién v (p, ) =Im f (3 + pet®).

En otras palabras, las funciones w(p,0) ¥ v(p, 8) poseen de-
sarrollos do Fourier conjugados:

w(p, 0) ~ oL 2 "™ (0, cos mb—f,, sen mB),
1

oo
e {p. ) ~ Po-+ Z p™ (B cos mO) 4 oy sen m0).
201199
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Separando las partes real e imaginaria on Ja serio de potencias
iz H-e‘“)—v-(p, ) + v (p,0) =

- Z e (2 — 29)™ = Z (Bt + 1Pu) p™ (cos mO 4 i sen ml)

resullan estas mismas sories:

1w (p, 8) = atgL D) (etmp™ 03 mB — P.,0™ sen m0),
] (5.3:9)

0 (py 0) = Po+ 21 (Brnp™ €08 MmO + 60" 500 MA).
i

¥in resumen, las partes real e imaginaria de una serie de poten-
cias son lus series de Fourier pare las partes real e imaginaric
de su suma. Estos series son cvn,r'rr.gadas entre si.

Demostremos  también cdmo se puede obtener de la ignaldad
(5.3:4) Ia igualdad de Parseval para las funciones u (p, 0) v v (p, ).

Observando que

| F (za -t pe'®) |2 = fu {p. O)* = v {p, 6],
representemos (5.5:4) en la forma
g o j = >
;,-3-5 1 (p. a)lﬂd(H-Hj v (0. 6)12d0 = D) | a2, (5.3:10)
) i H]

Porotra parie, ficilmente se puede Ohi.euut' i 1'eluc-i6u (que exprese
la diferencia de las ml..t‘glales—j [1e {p, O)[*d0 ¥ ,—j [z {0, 0)]* d0,

'al recordamos  (que la media autmetlca de los \dlmea que Loma
la funeion analitica [f (204 pet9)]? en la civcunderencia |3— 2y =p,
ticne qu(- coineidir con su valor en el centro de la circunferencia
(ap. 3.2):
L
= | U ot ez a0 = 1 )12, (5.3:11)
b
Observando que

[/ (29 = pe)]2 ={u {0, O —[v (p. 0)i* 4 2iw (p, O v (p, 0),
[f (za)12 = ap = e} — B -+ 2écefy,
v separando las partes reales en la igualdad (5.3:11), oblenemos

2% 5 [z (p. 0)]* dB — [[u(p 0)2df =oZ—p2.  (5.3:12)
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Sumando y restando términe a término (5.3:10) y (5.3:12),
hallamos:

2n

= e O a0 =i — Bt 3 an ot = 203+ B (ot +- i) ™,
" 1

]
n o o

= J . o0 =g —az 1 3 an 02 = 2B+ D) B+ k) 2.
I} 0 1

Evidentemente, las relaciones obtenidas representan las igual-
dades de Parseval para las funciones w(p, 0) vy v (p, 0).

5.4. Fn cl ap. 5.2 se obtuvo la expresion de los coelicientes
de una serie de potencias mediante las derivadas de su suma en el
centro dol civeulo de convergencin K:

11 (zq)
nl

fHy

{(n=0,1.2,...).

Pero en el ap. 3.2 se vio que para cualquier p, 0<<p< R, los
mddulos de las derivadas salisfacen a las degigualdades
il

| 160 (za) | mt 00

donde M (p) = max |f(z)|- De aqui se deducen las siguientes
z—zp |

; =0
desigualdades de Cauchy para log coelicientes
de la scriec de potencias (acolacién de Cauehy):

lea| <2 a0, 1,2, (5.4:1)

De lasg desigualdades do Cauchy se deduce que todos los térmi-
nos de la seric S:]a,, [*p*" estin acotados; precisamente, cada uno
de cllos no es suuperior a |M (p)]*. Sin embargo, la relacién (5.3:4)
permite afirmar mucho més. Resulta que Ia serie $|a,. [2p*™ es con-

vergenie (para p<< ) y su suma no es sapcrio}' a la misma cola
IM {(p}}2. En efecto, se tiene:

i in
Boan 1 1 -
2 lan o =5 {1 G+ pet®) |2 0.
n il
Pero
2

e 1(. |/ (zo+pe'®) |* dB < [M (p)12,

20+
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por consiguiente,

o3

3llan [t < LM (@)1 (5.4:17)

Suponiendo gue para cierto n=n;=0 y para p, 0=<p<R,
en las desigualdades de Cauchy se verifica la ignaldad
M (p)
[ tng | =5, o P :

| @ny [Fp*m = {M (p)}%,

de la desigualdad (5.4:1") sacamos la conclusion de que todos los
coeficientes @, para ns=tn, son iguales a cero. Iisto significa
que la serio de potencias se reduce a uno de sus términos a,z™ ¥y,
por consiguiente,

o bien

{(z) = a,,z™.

En resumen, exluyendo ¢l caso en que la seric de potencias
se reduzca a uno de sus Lérminos (los coeficientes de todos los demis
términos son ceros), en las relaciones (5.4:1) las desigualdades
siempre son estrictas. En particular, pars n-==0, resulta

lao]=11(z} | <M (p), =i [(3)==a

es decir, el principio del médulo miximo en su forma delinitiva
para la suma de la serie de potencias.

Como las derivadas de una funcién analitica pueden expresarse
segln lag formulas del ap. 3.2 en forma de integrales

1 >
e =g | Zomd <)
It=fot=n

para los coeficientes de la soric de potencias se verifican lambién
las siguientos expresiones integrales:

1 (&) . :
an=2_;l_f S de (?1=0| .<.). (5.4<2]
li—z0|=p
Demostremos que estas férmulas pueden obtenerse directamente

examinando la serie de potencias. Para esto multipliguemos todos
los términos de la secie

r@-'ﬂ nE— 7)™,

uniformemente convergente en la eircunferencia [{—z,|- p, por
1

3 Tz © integremos término a término sobre la civeunfe-
o
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rencia y:|{—z,| = p; obtencmos:

1 4 - s 1 Mmtte] u
7 ) T do= D ange | Gm™ g (5.4:3)
Pi ¥

i
Poro
2x in
S (g_,zu)m—-n-l g, = 5 pm—n—lg(m—n—1) iapeiag d0 = jp™" 5 elm—n) ib gg.
' L] W
si m==n, esta integral es, evidentemente, igual a cero:
am
.Epm'” S L,(m—n_} i) dg i ipm—u [
il

glm—n}iQ ]2“
=

{m—n)i i
si m=n, ésta cs igual a 2mi:
27
i 5 6 = 2.
o

Ve aqui se deduce que todos los términos de la suma en el se-
gundo miembro de la fdrmula (5.4:3), menos uno, correspondiente
a m=n, son jguales a cero, y obtenemos:

15 &) dt=a, (n=0,1,2,...),

o ) T
)

es decir, las férmulas (5.4:2).

Aplicando las expresiones integrales de los coeficientes, que
acabamos de obtener sin basarse en la férmula integral de Cauchy,
se puede dar una demostracién de la {érmula integral de Cauchy
para la funcién f () (la suma de la serie de polencias), distinta de la
expuesta anleriormente (ap. 3.1}, Pongamos la expresion (5.4:2)
en la serie de potencias. Tendremos:

10=2m | gl ka4
0 v

La serie que figura en el segundo miemhro puede obtenerse integrando
=3

. n
término a término la serie 25:-&;‘('&‘}({5 2% la cual con-
0

z_20)ﬂ+1 !

verge uniformemente en la circunferencia y: | { — 2z, | = p, 8i z es
un punto fijo situado en ol interior de y. En efecto, para cl médulo
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del término general de la serie se tiene la cola:
L1 (z—29)" 1 M) (|z—z ]\
zr O g | <m - ()

donde M (p) = max | f(0) | ¥ | 2 — 24 | << p. Pero, evidentemente,
en el segundo miembro figura el término general de una serie numé-
rica convergenle (una progresiom geoméirica con la razén lz—s0| -

<< 1), de donde se deduce Ia convergencia uniforme de la serie consi-
derada. Por esta razdn, el resultado de la integracion término a tér-
mine de esta serie fiene que coincidir con la integral de la swa de
la serie, y oblenemos:

1@ =57 § D10 e &~ S,f(c) )4 e d=

2 1

1 G F{0) et

—— jf@) e =
v ;-—-Zu ¥

Esta os I f6rimula integral de Cauchy para la suma de la serie
de potencias.

Asi, pues, la formula integral de Cauchy puede obtenerse de la
serio de potencias representando sus coeficientes en forma de integra-
les, sustituyendo después la suma de las integrales de los térininos
de la serie uniformemente convergente por la inlegral de la soma
y finalmente, sumando, la progresion geométrica oblenida bajo
el signo integral. Canchy efectud todos estos razonamientos en orden
inverso y hallé goe toda funcion expresable en forma de Cauchy, es
decir, toda funcién analitica, se representa por una serie de potencias.
Demoslremos esta proposicién admirable,

Tecorema de Cauchy sobhre el desarrolio
de una funcidén analitica en seriede potlten-
cias.Sea f (z) una funcidn uniforme y analitica en un recinlo G,
sea zq un punte (finito) arbitrario del recinto G y A, la distancia desde
2, hasta la frontera de este recinto, Fntonces existe una serie de polencias
de z — zy convergente en el circulo K: |z — 35| << A, que representa
en este circulo la funcion f (z):

fey= >.ﬂn (z2—z)". (5.4:3)

(Obsérvese que la frontera del recinto & puede reducirse al inico
punto del infinito. En este caso se debe suponer que A es infinilo).
Empezando a demostrar el tecrema, tomemos un punto arbitrario
z € K y describamos una circunferencia y con el ceniro cn zg:
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& —20|=p, donde U < |2 — 20 | <o <A (fig. 57). Segiin la
férmnla integral de Cauchy, tendremos:

f(z);n'.,l, 5 /{2 dk

ok 44 5—

Para oblener de aqui nna serie de potencias de z — z;, conside-
Temos

—— como la suma de una serie geométrica de razén =
o g

cuyo médnlo es: ::;‘; = |z';:°|=0<:1 Con este fin repre-
1 "
sentemos 7 en la Jorma
L__._'-a
i1 1 i 1 o s—my
t—=  L—2—(—2) L—% 4 =% {—n  E—z?
E—2o
(z—zg)* e—z)" (s —z)"

+(_-5d+ _i'ﬁg)‘ﬁ?"’_"“—“

QMB

m. (:.'P’I:(j]
Como para todos los pumtos {, pertenecienles a y, ol médulo
del Lérmino general de la tiltima serie es:

(z—zo)" 1 :

W =—E—B“ (<0< 1),

la serie (5.4:6) converge uniformemente en y (respecto de L € y).
También convergerd unilormemente la serie obtenida de (5.4:6)
al multiplicar ésta por la funcidn 2%} (£) la cual estd acolada en
valor absoluto en v, es decir, la serie

1 b T = Ld
._ f(h) Z Tai [ f.(.:;ﬂ-” {z—zﬂ) ) (D-z}:d)

w3



32 CAP. III INTEGRALES Y SERIES DE POTENCIAS

De aqui se deduce que la serie (5.4:7) puede integrarse término
a término en y. Efectuando la integracién, resulta:

1 < n
1o =g | 25 = Nan—a), (5.4:8)
¥ [}
donde
1 t) dr ™ (20) &
fa= Tnl 5 (;’—(‘bﬁ)o)n'ﬂ = ! n!(zn * {‘]"1'9)

Hemos obtenido el desarrollo de la funcidn analitica en scric de
potencias (seric de Taylor)., Del mismo método de su obtencidn
(z es un punto arbitrario del circulo X) se deduce que esta serie es
convergenfe en cualquier punto del c¢irculo £: |z — 2z | << Al

El feorema queda demostrado completamenle.

liste teorema es de una importancia capital, pueslo que muestra
que una funcién f (z) de variable compleja que ex derivable en un
recinlo & (pues asi es la definicion admitida de funcidon analitica
devariable compleja), se expresa por una seric de potencias de z — z,
en un entorno de cualguier punto z, del recinto G. Precisamente esta
propiedad justifica la denominacién misma de las funciones de
variable compleja que son derivables en un recinto
al Hamarlas funciones analiticas.

Para las funciones de variable real, o con mds generalidad, para
las funciones definidas en alguna linea T’ (por ejemplo, en una curva
de Jordan del plano ampliado), no subsiste semejante propiedad.
Una funcién derivable e incluse indefinidamente derivable en T,
puede o expresarse por una serie de potencias en ninguno de los
entornos de los puntos de 1"y, por consiguiente, puede no ser analitica,
Por esta razbn, al aplicar el concepto de funcidén analitica para las
funciones definidasg en curvas de Jordan (por ejemplo, para las funcio-
nes de variable real), no hay que basarse en la derivabilidad, sino
que hay gue exigir que las funciones scan cxpresables por series de
potencias.

Como la serie de potencias

2,
D tnz=zo"= N L gz
o ]

que representa la funcién f (z) en un entorno del punlo z,. segin lo
demostrado en el teorema de Cauchy, es convergente en el cirenlo
|z — 2y | << A, su radio de convergencia R liene que ser no menor
que A:

Rz A,
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Escribiendo esta desigualdad en la forma ‘; s J y sustituyendo

% segin la formula de Canchy-Hadamard mediante TimV e, | =

N-+0B

= Tim 7, ﬂ’lfﬂ. oblenemos la ya conocida desigualdad de

=00 n

Cauchy-Hadamard (3.3:10):

[ 7147 (z) |
]111! I/ 1l A

= 7

Del teorema de Cauchy se deduce, en parlicular, que las series
de polencias que reprosentan funciones enteras convergen hacia las
mismas en todo el plano. En efecto, una funcién entera es analitiea
en el recinto G que coincide con todo el plano, de modo que la distan-
cia A desde cualquier punto z, hasta la frontera de este recinto
se debe considerar infinita.

Seaf(z) una funcion entera y z,, algin punto del plano. Entonces
tendremos:

fla)=apta(z—2)+ ... Fan(z—2)" + ..., (0.4:10)
donde
iz 4 r f i) dg
" 1 PR vl T
i W e=ippmp o0

Como acabamos de sefialar, csta serie sonverge hacia f(3) on
todo ¢l plano. Para los coeficientes de la serie se tienen las aco-
taciones de Cauchy:

. M p)

Ianl‘sa o (R'=00 19 2| ---)u (5.’{[:1‘)

dondo
M(p)= max |f(2)]
|z2—zyy|=p

Iin el caso cousiderado se puede lomar p arbitraviamenle grande.
De aqui se deduce que, si el mddulo de una funcién entera [ (z) se
conserva acotado en todv el plano, es decir, si M (p) <7 M <C oo para
todos los valores p, entonces f (2} == const.

Esle es el contenido del teorema de Liouville, que
liene numerosas aplicaciones en distintos problemas de la teoria
de [uncienes.

Para demostrarlo, sustituyamos en las desigualdades (5.4:11)
M (p) por M y escribamos estas desigualdades solamenle para valores
naturales del indice n:

.M
fan| < o

= (n=1,2,3,...).
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Fijando arbitrariamente n, suponganos que p crece indefinidamente;
tendromos:

|@n |0, es decir @, =0 para =1, 2, ...

Debido a esto, de la relacién (5.4:10) resulta que f (z) = @, para
cualquier z, es decir, / (3) = const, como se queria demosirar,

Ilaciendo zg = U y ealeulando lag derivadag de 6rdenes distintos
de las [unciones elementales: exp z, son 5, cosz, sh z, ¢h z, el lector
obtendra facilmente para ellag los signientes desarrollos, conver-
gentes en lodo el plano:

- o

o " z20-1

expz—_—Zﬂt SL‘]l&“—_Z (_1)“ ! [2u—1)! !
t ¢

=] o« L]
- n Z8m X 201 o\ 221
{?053——2[“1) (:ZT)!’ S}IZA-—Z(?‘—“-;—T}-?. GI!Z_Z’(ET)?‘
0 L] u
Detengamonos en los desarrollog en series de potencias de las
ramas uniformes de las funciones multiformes mas clementales.
Consideremos ante lodo la rama uniforme ln z, definida por la condi-
cion In 1 = 0 en el recinto @ cuya froutera es la parle no posiliva
del eje real: < 0.y = 0 (esta rama puede representarse en la forma
: , 3
lnz —In)z |+ iargz, donde |argz|-<<n). Como (Inz) = —
se tiene, (lnz)™ = (—1)*1 E-;;;l-u , ¥, por consiguienle, el desarro-
llo de In z en serie de potencias de z — 1 tiene la forma

i ki

. (Inz)M .

lnz.—z_Trz__i(z—i)”.
] - 5

0 bien

Inz=3 (—yr LD
[

La distancia A desde el punto z, = 1 hasta la frontera del recinto
& o8 igual a uno. Debido a esto, el desarrolle obtenido puede ulili-
zarse para | z — 1 | << 1. Sustituyendo aqui z — 1 por z, se obliene
la serie de polencias para In (1 -~ 2) que es convergente para |z | <<
< 1:
J

In(142)= 3 (— 1) 2 (2] < D).
0

La funcion lo (1 4 z) es la rama uniforme de la funcion Ln (1 + 2),
definida por Ja condicién (In (1 4+ 2)l,_o = In1 = 0 en el recinto
G cuya frontera es la parte del eje real: . < — 1, ¥ = 0.
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Examinemos shora la funcion 29, donde o es un nimero complejo
arbitrario. I£sta es una funcién multiforme (si & no cs un nimero
entero) que se expresa mediante Ja funcion exponencial y el logaritmo
por la relacién z% = exp (x In z).

Separemos una rama uniforme ¢ (2) de esta funcién en el mismo
recinto G que figuraba en el ejemplo precedente, mediante la condi-
cion ¢ (1) = 1. Esta rama puede representarse en la [orma

@ (2) = oxp (2 In 2},
do donde

¢ (2) =oexp (aln z) —g— =eaexp(einz)-exp(—Ilnz) =

=aoxp[{z—1)1Inz|
v luego,
oW (z) =o(e—1) ... (a—k+1exp[la—k)Inz}] (k=1,2,...).

En ol punto z=1 las derivadas toman los valores i) (1) =
—a{e—1) ... (e—k-+1) v, por consiguiente, el desarrollo de ¢ (z)
en serie de potoncias de z—1 tiene la forma

¢ = N £EZDemhol gy
i

Como en el ejemplo anterior, este desarrollo es vilido para
[ 2 —1 | << 1. Sustituyendo aquf z — 1 por z, se obtiene el desarro-
1io de ¢ (z + 1) en serie de potencias de 2. Empleando c¢n lugar de
¢ (z + 1) la designacién ordinaria (1 4 2)* (entendida como la
nm;a]cic'm de la fancién uniforme exp fa In {1 + 2)] en el recinto G},
resulta: :

(1 -'!_-Z)”’::‘ 2 G':OC—'”-}‘I-!(“—'FFJ."U 2t (13|.<'3-
0

Esta es Ja serie binémica, eslablecida aqui para cl caso
méis general, cuando el exponente de la potencia cs un niunero
complejo arbitrario.

§ 6. UNICIDAD. A-PURTOS DE UNA FUNCION ANALLITICA,
’ PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO.
PUNTOS SINGULARES DEL ELEMENTO DE UNA FUKCION
ANALITICA

6.1, Enel ap. 5.2 se demostré el teorema que expresa ka propiedad
de identidad de los desarrollos de potencias de z — z,, donde z, es
un namero complejo dado. Este teorema afirma que si las sumas
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de dos series de potencias tales coinciden en un conjunto de puntos
E, para el cual z, es un punto de acumulacidn, entonces los coeti-
cienles respectivos de las series son iguales. Luego, de aqui se deduce
gue coinciden también los circulos de convergencia de las dos series
v que las sumas de las series son iguales entre si en todo el cirenlo
general de convergencia. En otras palabras, la suma de la seric de
potencias queda delerminada univocamente en todos los puntos del
cireulo de converpencia, si se conocen sus valores en algin céonjunto
de puntos que tenga un punto de acumulacién en el centro del
circulo.

in vista de esta propiedad de las sumas de las series de polencias
{que en circulo de convergencia son Iunciones analiticas uniformes),
hagamos la siguiente pregunta general: ;Se determina completamente
una funcién uniforme f (z), analitica en un recinto G, por sus valores
dados en un conjunto arbitrario £ que tenga en este recinto al menos
un punto de acumulacion?

En otrag palabras, jeoincidirdn en lodo el recinto & los valores
de dos funciones uniformes y analiticas en este recinto, f (2) v ¢ {z),
si éstas coinciden en un conjuntu de puntos E de este recinto gue
tiene en este ultimo un punto de acumulacion?

El teorema que sigue da una respuesta afirmativa o esta pregunta.

Teorema interior de uniecidad. Sealiunrecinto,
en el cual estén definidas dos funciones f (z} y © (3), uniformes y ana-
liticas en todos los puntos de G. Supongumos que estas funciones coinei-
den en un conjunto de puntos £ (E < G) que tiene un punto de acumu-
lacion z,, perteneciente « G. Entonces [ (2) y ¢ (2) coinciden en todo el
recinto G.

Demostracidmn Sean

."Io-{- A: {£—20}+ ‘s ‘+()]ﬂ (Z—Zo)n!— i-a
¥
By+Bi(z—z2)+ ... - Ba(z—2)"+ ...

las series de potlencias que representan f (z) y ¢ (2) en un entorno
iz —zy | <<p del punto z,. Como las sumas de ambas series coinci-
den en los puntos del conjunto E, para el cual z, es un punto de acu-
mulacién, segtin lo demostrado en el ap. 5.2, estas series son idénti-
cas, de modo que f (z) vy ¢ (z) coinciden en todos los puntes del recin-
to G pertenccientes al entorno |z — 3z | << p. Designemos con E,
el conjunto de todos los puntos pertenecientes a G que poseen la
misma propiedad que ¢l punto z,, cs decir, de los puntos para los
cuales existen entornos donde f (z) y w (2) coinciden.

Por la definicion misma, £, es un conjunto abierto. Ademads,
a cada punto del recinto que sea un punto de acumulacién para £,
puede aplicirsele el mismo razonamientlo que se aplico al punto zg,
de donde se deduce que cada uno de tales puntos tiene que pertenecer
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a #£,;. Por lo tanto, el conjunto E; tiene gue coineidir con todo el
recinto & (véase la proposicidn ¢), ap. 4.5, cap. primero), como se
queria demostrar.

De este teorema se deduce que si las funciones f (z) v ¢ (2) son
analiticas en el recinto G y coinciden en un recinto g c & (por ejem-
plo, enwn entorno de algin puntoz, € @) o en un arco de alguna curva
continua situada en el recinto G, entonces ellas coinciden ¢n todo
el recinto G.

Iin particular, si una funcién, analitica en el reecinto &G, no cs
idénticamenle conslante, enlonces no puede conservar un valor
constante en ninguno de los entornos del punto z; ¥ en ningQn arco
de eurva sitnada en esle recinto.

Sea f” (zo), 1" (29), - - -« ™ (2¢), . . . la sucesién de valores de
las derivadas de la funcién f (z) en un punto z4 del recinto G. Enton-
ves, si f (z) == const, al menos uno de estos nimeros es diferente
de cero. En caso contrario, el desarrollo de Taylor de f (z) en un
entorno del punto z, tendria la forma

1@ =1 () +0-(5—z) k... +0-E—z)*+ ... = ] (2,

de donde resultaria que f (z) = f (z,) en ¢l recinto G.

Ademds del teorema interior de unicidad subsisten en la teoria
de las fimciones analiticas distintos teoremas [ronterva de unicidad.
Las proposiciones mas generales y profundas de este Lipo fueron
obtenidas por N. Luzin y T. Privilov. Aqui nos limitaremos a
enunciar el teorema frontera ¢ldsico de unicidad perteneciente a ellos.

Comencemos con las definiciones. Sea & un recintlo limitado por
una curva de Jordan I', ¥ sea £, un punto de la curva T en el cual
exista la tangente a ésta. Cousideremos una fancion f (z), definida
en el recinto G, ¥ supongamos que ésta tiende a un limile determina-
do A cuando z € & tiende a £,y sobre cualesquicra caminos no Langen-
tes a [ (véase la pig. 263), es decir, manteniéndose en ¢l interior de
un dngulo arbitrarvio de magnitud menor que m con el vértice en el
punto L,y cuya bisectriz coincide con la normal a T' en el punto £,.
intonces diremos que f (z) posee en el punlo Lo €M el valor
frontera angular A.

Teorema de N. Luwzin y I. Privalov. See G un
recinte limitado por una curva rectificable I, y sean f (2} y ¢ (2) dos
funciones analiticas en el recinto G. Si para cierto conjunto E < T,
de medida positive (por ejemplo. para un arco de la curva I}, la dife-
rencia f (2) — ¢ (3) posee valores frontera angulares y éstos son iguales
a cero, entonces las funciones { (2) y ¢ (z) coinciden en todo el recin-
to .

La demostracion de este teorema, que exige el conocimiento de
1a teoria de funciones de variable real, encontrari el lector on la
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monogralia de . Privialov «Propicdades de frontera de las funciones
unilormes analiticas» ya citada en relacion con las integrales de tipo
Cauchy. lin ésta el lector encontrard también un teorema fronlera
de unicidad muy delicado de los mismos autores, referenle a los
valores frontera radiales, esdecir a los valores que
son limites cuando el punlo z € ¢ se aproxima al punto £, €T a lo
largo de la normal a I’ en el punio &, (a lo largo del radio, si I es
una circunferencia).

Sea A un nimero complejo arbitrario. A las ralces de la eenacidn
f(z) = A las llamaremos A -puntos de la funecidn
f {2). el teorema de unicidad se deduce que, si [ (2) = A, el conjunto
de A-puntos de esta [uncidn no puede tener ningin punto de acumu-
lacién perteneciente al recinto G. De agui se deduce gque enalquier
conjunto cerrado v acotado F del recinto G silo puede contener un.
niimero finito de A-puntos (para un nidmero fijo 4). En efeeto,
si # contuviese un conjunto iafinito de A-puntos, habria un punto
de acnmulacion para ellos, perteneciente a #, y por consiguiente, al
recinlo O,

Sea zg algin A-punto de la funcidn [ (z). de modo que f (zy) =
Desarvollemos f(z) en serie de potencias de z —z;,. Obtenemos:

@)= A+1 (@) (2—20) + L3 (2 —z)* -+ .

o bien

J@—A=f ) (a—m) 1 LEL (z—z* + ... (6.0:1)

4 8i f(z)s=const, entre los cooficientes del segundo miembro
habri distintos do cero. Sea {z—zp)" la potencia inferior de z—z,
cuyo coeficiente es distinto de eero. Lntonces la igualdad (6.1:1)
toma la forma

A 4 l?!(v JUTE (203 s ogLs
f(ZJ—A=-(2—4.U}h[! o) + (I:—l—‘!}? (z—zo)—[-._.], (0.]3}
donde ' (zg) == (). El nimero natural & (k2 1) se llama ordon
do multiplicidad del A-punto z. Si k=1, el A-punte
se llama simple; si k> 1, se dice que es maltiple. En virtud
de la definicidn, el A-punto simple se caracleriza por las relacio—
nes:

fle)=4 vy [{z)5+0;
y el d-punto maltiple de orden A&, por las relaciones:
FEd =4, )= 0, .. J¢=0(z) =0, [®(z)==0.
D¢ la igualdad (6.1:2) se dedu;?)mmll)ién gue 8i zy es un A-pun-

T es analitica en un eatorno

to de orden k. la funcion ¢ (z) =
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del punto z:

FNET I JihtD (2
‘P(Z)‘——k#l—"m_‘&}—?(z—zn)—l—
¥y su valor en el punto zp es diferente de coro:
1 )

P ('ZD} T = 0.

Reeiprocamente: si se sabe gue para cierto natural % la fune

o p—A W
cién @ (z):—’:'[_).;}‘_ es analitica en un entorno del punto z5, y su
T—Ip
valor en ¢l punto z, (du[ini{lo como  lim «’(i;‘—’"_-{:—) es diferente do
=12y o

cero, entonces 3, os un A-punto de f(z) de orden k.
[En cfeeto, do la relacién

2) - . .
-"(—;i‘___u)-k— =@z =an | an (5—201- ... (g, == @ (zg) == 1),

s deduce que
() = At (2 —2)" + aney 2 — 20 - .

en un entorno del punto z, v, por econsiguicnte,

ey
A={f(z}y = -}—’“ o 20
v, ademis, (para &> 1):
r—: {zl'.‘) S L jfl.fa—|} (zn) =1

Sea de nuevo I7 un conjunto cerrado arbitrario de puntos def recin-
Lo &; calenlemos la cantidad de A-puntos de la funeion f{z) == A,
perlenecientes a F, contando cadn uno de ellos tanlas veces cuanlo
indigue su orden de multiplicidad. Como en .F hay un ndmero finito
de A-punios y el orden de multiplicidad de eada uno de ellos
también cs finito, el resultado del caleulo seri un nfimero finilo.

Todo lo dicho respeclo de los A-punlos es aplieable, indudable-
mente, al caso particular importantisime cn que 4 = 0,

Los O-puntos de la funcion analitica 7 (z) se laman, abreviada-
mente, ¢eros dela misma., El leclor comprobari ficilmente gue
las deliniciones de érdenes de multiplicidad de los ceros de un poli-
nomio o, en general, de una funcién racional arbitearia, admitidas
en el dlgebra y utilizadas aqui en el ap. 4.1 del segundo capitulo,
concuerdan con las definiciones generales dadas anleriormente.

Obsérvese que, para todo A 5% oo, los A-puntos de In Tuncion
/ (z) son ceros de la funcion f (z) — 4. Por esta vazin, cualquier ley
general establecida para los ceros de las funciones analiticas, subsiste
también para los d-puntos de las Funciones analiticas, donde A es
un ntmero complejo arbitrario.
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Demostiremos que si el conjunto de todos los ceros (respectivamente,
los A-puntos) de una funcién uniforme analitica arbitraria no es finito
en un recinto dado G, entonces éste es un conjunto numerable. Fin oiras
palabras, todos los ceros de una funcién uniforme y analilica en
un recinto dado pueden numerarse y colocarse en forma de nna suce-
siom:

Zgy B0 v v Brn s v e

Comao se sofialé anteriormente, esla sucesién no tiene puntos de acu-
mulacion en el recinto G y, por consiguiente, todos sus puntos de
acumulacion son puntos fronlera para G.

Para demostrar que el conjunto de los ceros de una funcion anali-
tica es numerable {si este conjunto es infinilo), examinemos primero
el easo en que G sea todo el plano finito. Entonces en ¢l circulo |2 | <<
<7 1, vy también cn los anillos:

1<|zl<2, 2<)al<d, ..., netls|<n+1....

habri solamente conjuntos finitos de ceros de la funcién f (2) (posible-
mente vacios en el circulo o en algunus anillos). Numerando primero
los ceros pertenecientes al cirenlo |z | << 1, y continuando después
la numeracién de los ceros pertenccientes, sncesivamente, al prime-
ro, segundo, ..., n-ésimo, ete, anillos indicados, obtendremos,
evidenlemente, una sucesion {z,}, que contiene lodos los ceros de la
funcion f (z). Ademas, seglin se desce, se puede oblener wna sucesion
en la que estardn representados golamente los ceros distintos entre
sf (sin contar sus 6rdencs de muliiplicidad), o bien nuna sucesion en la
gue eada cero se repita lantas veces cual sea su orden de multiplici-
ad.

Obsérvese que en nno u otre caso se puede efectuar la numeracién

colocando los ceros en el orden no decreciente de los madulos:

lznl.‘é\iznﬂl-

Supongamos ahora que G tienc al menos un punto frontera finito.
Para un nimero natural n, designemos mediante F, el conjunto
de todos los puntos del recinto & cuyas distancias hasta la frontera

1 . 5
no es nmenor que -- . Evidentemente, estos conjuntos, comenzando

desde cierto n 3> ng (ne > 1), no serdn vacios. Cada punto z € &
pertenece a todos los F,, comenzando desde uno de ellos (es suficiente

tomar -;t—< o, donde p es la distancia desde z hasla la frontera

del recinto ). Finalmente, cada uno de los conjuntos F,, siendo un
conjunto cerrado de puntos del recinto G (cada punto de acumulacion
del conjunto F, es también punto de acumulaciéon para G; ademas.
la distancia desde este punto hasta la frontera del recinto G no es
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1 < .
menor gue —-, por lo cual éste pertenece a G y a F,), contiene sola-

mente un namero finito de ceros de la funcién f (z). Numerando
primero todos los ceros pertenccicntes a Fy, y continuando después
la numeracion de los ceros pertenecientes, sucesivamente, a ¥y — Fy,
Fo — Fo, o .., Fogg— Fy, ..., oblendremos una sucesién {z,},
que incluird a todos los ceros de la funecién f (z) pertenecientes al
recinto G.

Examinando la serie de potencias

f@)=a+a(z—2)+ ... +anz—3)" + ...

se obliene inmediatamente la respuesta a la pregunia: ¢es el punto
dado zo un cero de la funcién f (z) o no? Si z; es un cero, el mismo
examen indica el orden de multiplicidad del mismo. Mas, por esta
serie no se puede saber inmediatamente si f (z) posee ceros distintos
de z,, donde estin estos ceros y cudles son sus érdenes de multipliei-
dad. Ls suficiente recordar el ejemplo de la funci6n sen z, representa-
da en todo el plano por la serie de potencias convergente
28 2B
SGHZ——'B—T-I—W—-. —

De este desarrollo se ve que sen z posee un cero simple en el ori-
gen de coordenadas. Sin embargo, del mismo desarrollo no se ve
directamente gue sen z posee ceros simples en todos los puntes de la
forma kr (k& es un nimero entero) y que, ademés de éstos, no existen
otros ceros.

Un medio de representacion de las funciones analiticas que permi-
te revelar todos sus ceros pertenecientes al recinto dado, son los
productos infinitos.

Supongamos que {f, (z)} es una sucesion de funciones analiticas
en un recinto &, que salisfacen a las condiciones sefialadas en la
pag. 221, o sea:

a’) el conjunto de E-puntos que son ceros de las funciones
f1 (@, ... fa(2), ... no tiene puntos de acumulacién en el interior
de G;

b’) cada uno de los puntos de E es un cero solamente para un
conjunto finito de funciones {f. (2)}.

En ostas condiciones, todo conjunto cerrado ¥ < @ contiene sola-
mente un nimero finito de puntos de £ y existe un nimero natural
n (F) tal que fx (z) no se anula en los puntos del conjunto F, si k >
= n (F).

oo
Supongamos ahora que la serie (§+i In [f» (2)] converge unifor-
n

memente en cada uno de tales conjuntos F. Como ya se sabe, de
211199
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aqui se deduce que el producto [[ f5 (2) es uniformemente convergente
1

en el interior del recinto G y, por consiguiente, representa en el mis-
mo una funcién analitica f (z). La funcién f (5) se anula en aquellos
puntos, y sélo en aquéllos, en los cuales se anula al menos una de
las funciones f, (z), es decir, en los puntos del conjunto E.

Obsérvese que, si z, € £ y la suma de los 6rdenes de multiplicidad
do este punto, considerado como un cero de las funciones respectivas
@) k=1, 2, ...), es a, entoncos z, es un cero de orden «, de la
funcién f (z). En efecto, si n, > 1 designa un niimero natural tal
que ninguna de las funciones f, {z) se anula en el punlo z, para k >
> ng, entonces, representando f (z) en la forma

o o
ta=1lne I he,
1 not1
0
nos convencemos de que [[ fx (2) es una funcién analitica que posee
i

0o
un cero de orden o, en el punto zo, mientras que [| f, (z) esuna funcién
+i

Ty
analitica que no so anula en este punto. De aqui se deduce que
Zy es un cero de orden o de la Funcién f (z).
Cuando los ceros de cada funcién f, (z) son conocidos, por ejemplo,
cuando fx (z) tiene la forma

fr2) = (z—2z3) g {2),

donde g (z) es una funcién analitica que carece de ceros, el desa-
rrollo de f(z) en el producto infinito

- (2) =°f11 e—23) 24 )]

da la posibilidad de percibir todos los ceros de la funcién f (z) por-
tenecientes al recinto &, y establecer sus érdenes de multiplicidad.
Estos drdenes coinciden con las cantidades de niimeros z, iguales
entre si, que figuran en distintos factores del producto.

6.2. Demostremos el principio del médulo ma-
Ximo de nuna funcidn analitica en su forma defi-
nitiva: el médulo de una funcién f (z) que es analitica en un recinto
G y no es idénticamente constante, no puede alcanzar el mdrimo en
ningin punto del recinto,

Fvidentemente, el principio andlogo para el médulo minimo de
una funcién analitica f (z) no subsiste, puesto que el médulo alcanza
el minimo en cada cero de la funcién. Del principio del madulo
méximo se deduce, sin embargo, que el médulo de una funcién analiti-
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ca f (z) 5= const no puede aleanzar el minimo en ningdn punto del
recinto que no sea un cero de la funcion f (z).

En efecto, si f(zg) = 0, entonces como la funcién es conlinua,
se verifica también la desigualdad f (z) 5= 0 en cierto entorno U7 del
punto z,, perteneciente al recinto G. Por consiguiente, en este entorno

la funcion ¢ (z) = —t es analitica y no idénticamente igual a una
constante; por eso ¢l médulo de ¢ (z) no puede alcanzar ¢l miximo
en el punto z,. Volviendo a la funcién f (z) = ﬁ‘ obtencmos

que el madulo de 7 (z) no ticne minimo en el punto z,.

He aqui dos demostraciones distintas del principio del modulo
maximo.

1. Demo strando el teorema por el método de reduccién a lo
absurdo, supongamos que en cicrto punto z, € & el maduloe de la
funeién aleanza el maximo. Hagamos | f (z4) | = M; enlonces, en
un entorno U, suficientemente pequeiio del punto zy | f (3) | < M.
Podemos suponer que M == 0, pues en caso contrario seria f (z) = 0
en todos los puntos de Uy, de donde se deduciria que f (z) = 0, en
contra de la hipétesis del teoroma.

Demostremos que en lodos los puntos de U, se verifica la igualdad
|7(z) | = M. Suponiendo que en un punto z, € Uy |2, — 25 | =

2nt

=8>0, |/ (&) | < M, paraJa integral - § 1o+ 89 db <o

0
iendria la acotacion
an

|55 | 1 (2ot 809) a0 <

0

puesto que en la circunferencia |z — z, | = & tiene que existir un
arco que conticne a z; y en cuyos puntos | f (z) | < M. Pero esla
acotacién contradice a la ignaldad (véase (3.1:6})

M=1f(zu;=\-2’_?25“j(zo+aefe)d0|.
i}

En resumen, de la hipdtesis admitida se deduce la existencia de un
entorno del punto z, en el cual el médulo de Ja funeién conserva un
valor constante. 8i f (z2) = u (x, y) + iv (z, y), en todos log puntios

de I/, se tiene:
I/ (2) P =u?+v? = M3,

o bien, derivando respecto de x o y:

o

i e
u‘?r-l—r)ﬁ:ﬁ, N’.a—y-[-—!-w:o.

2=
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Como M =0, las funciones & ¥y v no se anulan simultdneamente en
los puntos de Uy por esta razén, el determinante de este ltimo
sistema os igual a cero:

Aplicando las ecuaciones de D’Alembert-Euler, oblenemos de agui

du 2 auy 2 2 & du dir
que (H) _1_(?&-) =0 y, por .comlguleute, T“Tf—'o en vir-
tud de las mismas ccuaciones, -:%——- g” 0. Por lo tanto,

u(z, p)=C;, v, P=C. v f(B)=C4iCy cn U,

Segin ¢l teorema de unicidad, esta ltima igualdad se verifica en
todo el recinto &, lo cual contradice a la hipdtesis del teorema. Asi,
pues, el principio del médulo méximo queda demostrado.

1. Para la demostracién se puede utilizar la representacién
de la funcién analitica en serie de potencias *). Supongamos de nuevo
que | () | aleanza el miximo en el punto z4: | § (z¢) | = M. Ignal
que anteriormente, se puede suponer que M s= 0. Desarrollemos f (z)
en serie de potencia de z — z,4:

fEy=as+ap{z—20)" + apes (z—20)"™" 4. - -,

donde |ag|=|f(z)| = M, | a; | = 0 (p > 1). Debido a la hipdtesis,
en cualguier entorno U, ‘;uflclentementc pequefio del punto z, se
verifica la desigualdad {f (z}) | << M. Tomemos un punto zy € Uy,
distinto de z, v situado en uno de los rayos:

Arg [a, (z—20)") = Arg aq,
s decir,
Arg (z— zy) = -;— Arg %‘-—

(el nimero de tales rayos es igual a p). Entonces, los vectores que
representan oy V ap (2-—z)" son paralelos y llevan una misma
direccién, de donde

lao+ap (2 20)" | =|ao|+ | ap (2—20) |".
Supongamos que z estd tan préximo a z; en el rayo elegido que

| @pss (2—20)"* 1~ apyy (2— 20)"** - . I< [zﬂznlp

*) En la pdg. 308 ya so expuso una demostracién de éstas.
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Entonces, en todos los puntus z de éstos (arbitrariamente préoximos
a zp) tendremos:

1 )| = Vgt ap (5 — 30"+ g (2— 2P ... |
|80y (G 8P | — | Ay (B — 2P 5 ] =
=|ag| 4| ap (2—20)" | —|@pri (2 —20)"* ] ... | >

> | @ +~;~Iap(2—zo)"[>|au|v=M.

Pero esto contradice a la hipdtesis; por consiguienle, el principio del
médulo maximo es justo.

Supongamos que f (z) s= const es conlinua en el dominio ¢ y es
analitica en el recinto G. Entonces su mddulo, siendo una funcién
continua en (7, tiene que alcanzar su extremo superior en cierto punto
£ €G. En virtud del principio del médule miximo este punto no
puede pertenecer al recinto &; por consiguiente, es un punto frontera
del mismo. En resumen, el mddule de una funcidn f (z) = const,
continua en un dominio y analitice en su interior, alcanza el valor
mdzximo en un punto frontera del dominio.

Supongamos que para una funcién f (z) s= const, continua en el
dominio G y analitica en el recinto G, su modulo | f (z) | conserva un
valor constante en la frontera de este dominio. Demostremos que
de aqui se deduce que f (z) posee al menos un cero en el interior de .
Si esto no fuese asi, el médulo [ f (z) | no sélo no podria tener maximo
en los puntos interiores del dominio sino tampoco minimo. Por eso,
siendo una funcién continua en el dominie G, el médulo |7 (z) |
alcanzarfa sus valores miximo y minimo en los puntos frontera del
dominio. Pero en estos puntos, segin la hipdtesis, éste conserva un
valor constante. Por consiguiente, sus valores miximo y minimo
cn el dominio G son iguales, es decir, | f (z) | = const en el dominic
G y, por lo tanto, la funeién | f (z) | alcanza el maximo en todos los
puntos del dominio &, lo cual es imposible si f (z) 5= const. Asi
pues, el recinto & contiene al menos un cero de la funcidn f (z).

Aplicando la proposicién quo acabamos de demostrar, se demues-
tea ficilmente el teorema do existencia de ceros de cualquier poli-
nomio de grado no menor que el primero (el denominado teorema
fundamental del d4lgebra).

Sea P (z) un polinomio de grado n:

P@Ey=atag+ ... +az”  (an=£0, n>1).

Si a, = 0, entonces P {0) = 0, es decir, ¢l polinomio tiene un
cero en el origen de coordenadas. Si 4,355 0, entonces P (0) 5= 0.

Cousidercmos el conjunto I de puntos del plano, para los cuales
| P (2) | << 2 | a, |. Esto conjunto no es vacio (puesto quez = 0 € E)
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y estd acolado (puesto que para valores de | z | suficientemente gran-
des, el modulo | P (2) | es arbitrariamente grande y, en particular,
os mayor que 2 | aq |). Ademds, debido a la continuidad del médulo
| £ () |, el conjunto £ cs abierto (en eada punto zo < F, | P (29) | <<
< 2 | ap |, ¥, por consiguiente, existe un entorno del punto z, en
eleual [ P (z) | << 2 | aq |; de este modo, este entorno pertenece a £).
Finalmente, en los puntos frontera del conjunto E, se tiene:
[ £ (2)| =2 |ag| {si &£ es un punto fronlera de E, entunces en él
| PAD | == 2 | ey | y, por olra parte, § es un punto de acumulacién
para los puntos de E, en los cuales | P (z) | << 2 | a4 |, por lo tanto,
| PAL) | << 2 lag |3 ast, pues, | P (L) | = 2 |aq|). Cualgquier con-
junlo abierto representa wn recinto o se descompone eun recintos
separados. Aplicando a cada recinto la proposicién demostrada
anteriormente, obtenemos que cada nno de ellos tiene que contener
al menos un cero del poliniomio # {z). Por lo tanto, queda demostrada
la existencia de un cero al menos de P (z) en el plano z. A la vez,
empleando los razonamientos conocidos (aplicando el teorema de
Bézoul), se demuestra también la existencia de n ceros del polinomio
(entre los cuales puede haber multiples).

Iin relacién con la demostracidn expuesta del teorema fundamen-
tal del dlgebra, examincmos el conjunto £, de todos los punitos del
plano z en los cuales se verifica la desigualdad

[P (@) | <p<<eo,

donde o os un nimero positivo fijo arbitrario. Este conjunto no es
vacio, puesto que pertenecen a &1 todos los ceros del polinomio
P (z). Repitiendo luego todo lo gque se dijo anteriormente respecto
del caso particular del conjunto £: | P (z) | << 2 | &y |, nos convence-
mos de que E, es un conjunto acotado y abierto, en cuya frontera
se verifica la igualdad | P (z) | = p.

El conjunto £, puede ser concxo y entonces representa un recinto,
o 1o ser ¢conexo y entonces representa un sistema de recintos. Como
cada uno de los recintos tiene que contener al menos un cero del poli-
nomio P (z) (puesto que en la frontera de tal recinto | 2 (2) | conserva
un valor constante), el namero total de recintos no puede ser superior
a n. Sea gp uno de estos recintos y y, una curva de Jordan cerrada
arbitraria perteneciente a g,. Como en los puntos de la curva y se
verifica la desigualdad | P (3) | << p, en virtud del principio del
maodulo miaximo, esta misma desigualdad tiene que veriflicarse también
en todos los puntos del interior de y. De aqui que el inlerior de
v perlenece a £, y, por consiguiente, junto con y pertencce a g,.
Asi, pues, E, consta de uno o de unos cuantos, pero no mis de »,
recintos simplemente conexos ¥), que conticnen en su interior a Lodos

*)} Véase ol ap. 4.4 cap. L.
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los ceros del polinomio P (z). Por esta razdn, Ia frontera de £, consta
de uno o de unos cuantes, pero no mas de n, ¢continuos que son fronte-
ras de recintos simplemente conexos.

Evidentemente, en cada punto cxterior a E, tiene gque verificarse
la designaldad | P (z) | = p. En efecto, suponiendo que en cierto
punto z;, exterior al conjunto E,, se verifica la ignaldad | P (z) |=
= p (la desigualdad |  (z) | << p queda excluida, puesto que, segiin
la definicién, todos los puntos para los cuales | P (z) | << p pertene-
cen a E,), entonces en virtud de que P (z;) = 0, por lo cual el médulo
| P (a) rno puede tener minimo en el punto z,, lendriamos que en un
entorno arbifrariamente pequeiio del punto z; habria puntes en los
cuales | P (z) | << | P (zy) | = p, es decir, habria puntos perlenecien-
tes a E,, Pero esto es imposible, puesto que z; es un punto exterior
a E,. Por lo lanto, en ol interior de E, se tiene: | P (z} | <Cp, enla
frontera de E,: | P (2} | =p y en el exterior a E,: | P (z) | > p.

La frontera del conjunto E,, es decir, el conjunto de todos los
puntos del planp que satisfacen a la condicion

| P(2)|=p,

se llama lemmniscata. Designando los ceros del polinomio
P (z) mediante zy, Z5, . . ., 2, (los ceros miltiples se escriben aqui
tantas veces como sean sus drdenes de multiplicidad), se puede escri-
bir P (z) en la forma

P@)=ay,(z~—2) ... (2—2za);

por consiguiente, la condicién que define la lemniscata toma la
forma siguicnte:

A o [ B n
lz—2y| o |2=—2a] Ty =

Asi, pues, la lemniscata puede definirse como el lugar geométrico
de puntos del plano para los cuales el producto de las distancias
hasta n puntos del plano z, . . ., 7, (algunos de estos puntos pueden
coincidir entre si) es una cantidad constante.

Los puntos z,, . .., 2, que figuran en esta definicién (los ceros
del polinomio P {z)), se llaman focos de la lemniscata,
yel nimeror, radio de la lemniscata;lacurva misma
sc llama lemniscata con n focos de radio r,

Cuando r = 1, resulta el caso particutar mas sencillo:

lz—z|=r;

evidentemente, ésta es una circunferencia de radio r con el centro
en el {nico foco z.

Si n=2 vy gz, 23, resulta una lemniscata con dos focos:
lz—z|lz—z5|=1"
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La forma de ésta depende de la razén del radio r a la distaneia
| 2 — 3 | entre los focos. En la fig. 58 estd representada una lem-
niscata con dos focos para los siguienties valores de esta razon:

S R gl . R 1 r Ve
) [2y—22] ™2 b) [z4—22] = 2" ©) < zy—2a| <-37
Ve r
VD <t=t

Obsérvese que la lemniscata con dos focos Heva también la de-

nominaciénde 6 valo de Cassini, ysucaso particular para

s L lewwniscata de Bernoulli

[z1—22] 2 °
a) <)

) e K3

c)
d) 2o odz

FIG. 58

Para un nfimero mayor de focos se obtienen mis variedades de
formas distintas de las lemniscatas. Hilbert demostrd que para la
frontera I' de un recinto arbitrario G, simplemente conexo, y para
eualquier € > 0, so puede sefialar una lemniscata A tal, que en el
g-entorne de cada punto del conjunto I' siempre existirin puntos
de la lemniscata A, y ademds, cada punto de la lemniscata A estard
situado en el e-entorno de un punto correspondiente del conjunto F.
En otras palabras, las fronteras de cualesquiera recintos simplemente
conexos pueden aproximarse con lemniscatas con una precision arbifra-
rid.

Observemos la variacion de una lemniscata con n focos 7,
Zp, . . ., 2, cn dependencia de la variacién de su radio r. Para fijar
ideas, supondremos que todos los puntos zy, 25, . . ., 2, son distintos
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entre si y hagamos P (z) = (z — %) ... {3 — 2,). Si el nimero
positivo 8 es tan pequefio que los circulos ky: |z —zy | <<d (j =
=1, 2, ..., n) no tienen puntos comunes dos a dos, entonces
parar << 8 pinglin punto del conjunto £ »: | P (2) } < r" puede estar
situado fuera de los cireulos k; (j = 1, 2, ..., n). Como, por otfra
parte, los centros de los circulos son puntos interiores de E s, el
conjunto £, consta al menos de n recintos situados dentro de los
circulos k. Pero la cantidad total de recintos en los que se descompo-
ne £ n no puede ser mayor que n; por lo tanto, tiene que haber exac-
tamente 7, uno en cada circulo k;. Por consiguiente, la lemniscata
correspondiente | P (z) | = r" consta de »n continuos que no tienen
puntos comunes dos a dos y son las fronteras de recintos simplemente
CONEXOS.

Sea ahora K un circulo de didmetro D) que contenga en su interior
a todos los focos de la lemniscata. Entonces, cada punto del circulo
K satisface a la desigualdad |z —z; | <<D (f==1,2, ..., 1) ¥,
por consiguiente, | £ (z) [ << D™ en el interior de K. De aqui que
el circulo K pertenecerd totalmente a En si r > D. Por lo tanto,
E » constari solamente de un recinto que con tendrd a este c¢irculo
(ya sabemos gue cada recinto £ » tiene que contener en su interior
al menos uno de los puntos z;). La lemniscata correspondiente repre-
sentard un continuo, que seri la frontera de este recinto.

Asi, pues, la lemniscata con n focos (» > 1) es desconexa, pre-
cisamente consta de n continuos que no tienen punfos comunes dos
a dos, para valores del radio suficientemente poquefios (r << 98) y
es conexa para todos los valores del radio suficientemente grandes
(r=> D).

Obsérvese, finalmente, que la lemniscata | P, (z) | = r™ pertene-
ce a cualquier conjunte E _m, donde r" = r, y, por consiguiente,
todos los continuos que la forman estin comprendidos en el interior
de los recintos simplemente conexos que estin limitados por las
componentes de la lemniscata | P, () | = r". En otras palabras, la
lemniscata de un radio dado esti comprendida estrictamente en el
interior de cualquier lemniscata de mayor radio (y con los mismos
focos). Por lo tanto, la variacién de la forma de la lemniscata en
dependencia del crecimiento de r se puede considerar como un abulta-
miento de sus componentes. Teniendo forma de ovalos pequefios
para valeres pequefios de r, éstos aumentan lentamente cambiando
su forma. Para algunos valores de r algunas componentes conexas:
dos, tres o més, se confunden en una, debide a lo cual el nmero
total de componentes disminuye; después se produce un abultamiento
consiguiente que va acompafiado de vez en cuando de una disminucién
posterior de la cantidad de componentes, y, finalmente, se obtiene
una lemniscata en forma de una curva conexa inica. Precisamente
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ésta teniamos en cuenta cuando hablibamos antes del resultado de
Hilbert, '

La diversidad de formas de estas curvas se explica por la cantidad
v métodos distintos que hay de distribucién de los focos de la lem-
niscala en el plano. En la fig. 59 se muestra esqueméticamente la

%

)

© ‘ |
¢ .
€)

)
9

© ®
& ®

FIG. 59

evolucién de la lorma de la lemniscata en dopendencia del wvalor
del radio para el caso de tres focos (no situados en una recta).

Detengimonos en una aplicacién mds del principio del médulo
miximo, que desompefia un papel importante en los problemas de
translormacién mediante funciones analiticas.

Lema de Schwarz Seaf(z) una funcidn analitica en el
cireulo K: | z | << R; supongamos que se anula en el origen de coorde-
nadas y satisface en este cireulo a la desigualdad

|f <M (M <<oo). (6.2:1)

Entonces en cualquier punto del circulo K se verifica la desigualdad
M

V<5 2] (6.2:2)

y, ademds,
10 <o (8.2:3)
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Puede alcanzarse la igualdad en la relacion (6.2:2) en algin
punto z(0<<|z|<<R), o la igualdad en la relacién (6.2:3), silo
cuando f(z) es una funcién lineal entera de la forma

[ (@) =aF ¢iv (6.2:4)

(o es un nidmero real).
Para la demostracién, consideremos el desarrollo de la funcién
f (z} en serie de Taylor:
A= @Ozt LD gy (6.2:5)
De aqui se ve que la funecitn

o) =12 <)+ LO 0 (6.2:6)

cs analitica en ol circulo K y su valor en el origen de coordena-
das es igual a [ (D). Sca z un punto arbitrario del circulo K y r,
un nimero que satisface a las desigualdades |z|<<r<<R. Como
para todos los puntos { sitwados en la circunferencia y: |§|=r,
se verifica la. desigualdad

lo@I=H<

enn virtud del principio del médulo mdximo, esta misma desigual-
dad tiene que verificarse en el punto z, situado cn el interior de
la circunferencia y:
M
E'P(z)lhT"-
Pasando al limite cuando r tiende a H, obtenemos:
- M s 9.
le@) <% (6.2:7)

Si 230, se puede suslituir ¢(z) por 'f:z} y osta desigualdad
toma la forma

RIS )

Ilemos obtenido la desigualdad (6.2:2) (gue iambién se cumple,

evidentemente, para z=0). Si z=0, se tiene ¢ (0)=7"(0), y la
desigualdad (6.2:7) toma la forma

' .M
[F(0) ] <F-
lista es la desigualdad (6.2:3).
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Si la primera de las desigualdades obtenidas se convierte en
igualdad en cierto punto z € K, distinto del origen de coordenadas,
o si la segunda desigualdad se convierte en igualdad, esto significa
que en la relacién (6.2:7) se aleanza el signo de igualdad en uno de
los puntos del c¢irculo K. De aqui que en este punto el médulo
1 9 (z) | alcanza el mdximo, de donde, en virtud del principio del
médule miximo,

@ (z) = const.

Como el madulo de esta constanie es igual a % se tiene
® (2) = o 0,

o bien

f(z)= —Jy-e{'?‘z.

Con esto se termina la demostracién del lema de Schwarz,

Bl lema de Schwarz tiene un significado geométrico sencillo.
De él se deduce que si w = f (z) es una [uncioén analitica en el ¢irculo
K: |z | << R, ylaimagen f (K) de este circulo esli contenida en el
circulo | w | << M, siendo el punto w = 0 la imagen del punto z = 0,
entonces la imagen f (k) de cada circulo cerrado k: |z | < r cuyo

radio sea A = % veces menor que el radio del cirenlo K, estard

contenida en el ¢irculo cerrado | w | << %-M, cuyo radio es A veces
menor que M. Ademds, la imagen de algan punlo z, situade en la
. . i . r

circunferencia | z | = r puede caer en la circunferencia | w | = 7 M

solamente cuando la transformacién sea de la forma (6.2:4), es decir,
consle do una rotacidon alrededor del origen de coordenadas y una
dilatacion respecto del mismo en A veces,

6.3. Consideremos una funcién ¢ (z) analitica en un circulo
K:|z—z2 | <R (R<Co0). A tal funcién llamaremos elemento
(se sobrentiende elemento de la funcién analitica). Los puntos que
estin situados en la circurferencia I': |z — z | = R, los dividiremos
en dos clases (a priori, cada una de las clases puede ser \racia]:

1) a los puntos £ € T que poseen un entorno Uy : ]z — § | << p,
en el cual existe una funcidn analitica ?)}r (z} que commde con @ (z)
cn la parte comin de los circulos K y Up, llamaremos puntos re -
gulares del elomento dado;

2) a los puntos de T que no poseen tal entorno llamaremos puntos
singulares del elemento.

Por lo tanto, la definicién de punto singular es de caricter nega-
tivo. Estos son los puntos frontera del cirenlo K que no poseen nin-
gin entorno en cl cual se podria hallar una funcién analitica que
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coincidiese con ¢ (z) en los puntos que son comunes a este entorno
v al cireculo K.

De la definicién de punto regular se deduce que si &, € " es un
punto regular, entonces todos los puntos del arco de circunferencia T
que estd situado en el interior del entorno correspondiente U,
también son regulares. En efecto, para tal punto { se puede tomar
por U. cnalquier circulo con el centre en &, contenido en Uy,, y por
funcién Y, (z), la misma funcién ¥, (z), que, siendo analitica en
Uy, coincidia con @ (z) en todos los puntos que son comunes a Uy,
v K. De aqui, en particular, sc deduce que, si existe un punto
regular, entonces existe también un conjunto infinito de ellos. En
contraposicién a esto, el punto singular puede ser finico.

Obsérvese que cada punto z' € K posee la propiedad caracteristica
de un punto regular, pues para él existen un entorno U/, (se puede
tomar cualguier entorno del punto z' que esté contenido en X) y una
funcién analitica en U {la funcién misma ¢ (z)), que coincide con
¢ (z) en todos los puntos comunes a /;» y K (es decir, en ¥/;). Por
esta razdn, a todos los puntos del circulo X los llamaremos también
puntos regulares del elemento ¢ (z).

Aclaremos los conceptos introducidos en un ejemplo sencillo.

Sea K el circulo unidad y ¢ (3) = 1_1__2 . Para todo punto { situado

en la frontera del circulo K, es decir, en la circunferencia unidad,
y distinto de la unidad, existe un entorno Uy: |z — Ll << |1 — §
y en el mismo una funcién analitica ; (z) = 1—% que coincide con
¢ (z) en los puntos que son comunes a XK y a U;..Por lo tanto, cada
punto de éstos § es un punto regular del elemento ¢ (z).

Verifiquemos que el punto 1 es un punto singular del elemento.
En efecto, en caso contrario existiria en un entorno U de este punto

una funeién analitica ¥ (z) que coincidiria con ¢ (z) = -l'—_i2~ en

los puntos del recinto d que es la parte comiin de U y K. Pero enton-
ces tendria que existir y ser finito el limite:

lim () =lim —— = (1),
t;—éé zz-éé

lo cual, evidentemente, es imposible. Asi, pues, el punto 1 es un pun-
to singular del elemento dado.

Demostremos la siguiente proposicion.

Si cada punto de la circunferencia I’ es regular para el elemento
@ {2), entonces existe un elemento p (z} que representa una funcién
analilica en cierto circulo Ky |z — zq | << Ry, cuyo radio R, es mayor
gue el radio R de la circunferencia T, y que coincide con @ (z) en todos
Los puntoes del interior de T (es decir, en todos los puntos del circulo K).
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Para la demostracion, reunamos en un conjunto D todos los pun-
tos del circulo K y de los circulos U que figuran en la definicién
de puntos regulares { (para todos £ €T) (fig. 60).

Fvidentemente, I} es un conjunto abierto. En efecto, todo pun-
to z’ € D tiene que pertenecer a uno de los ecirculos X o U, y, por
consiguiente, tiene que poseer un entorno perteneciente a este mismo
circulo (es decir, a K 0 a U, respectivamente), y por lo tanto, per-
teneciente también al conjunto D. Demoslremos ahora que [2 es un

F1G. 60 FIG. 61

conjunto conexo. Es suficiente demostrar que para dos puntos cua-
lesquiera 3" y z” contenidos en D existe una curva conlinua que los
une, perteneciente también a D.

Siz' y z” pertenecen a un mismo circulo (K o U7), se puede tomar
por v el segmento rectilineo que los une; éste pertenece al mismo
circulo v, por lo tanto, pertenece también al conjunto D. Si un punto
pertenece a K, por ejemplo z’, y el otro, z” pertenece a Uy cntonces
go puede tomar por ¥ la poligonal compuesta de dos lados: del seg-
mento rectilinco que une z* con &, y del segmento rectilineo que une
¢ con z". Como el segmento zy{ pertenece a K (a excepcién de su
extremo I, situado en T), y el segmento z"L pertenece por completo
a Uy (incluyendo su punto inicial §, que es el centro del circulo Uy),
en este caso y también estara contenido en D. Supongamos, finalmen-
te, que z’ y z” pertenecen a dos cntornos distintos Up- y Ugs. Enton-
ces se puede tomar por v la curva que consta del segmento rectilineo
2’{’, del arco de la circunferencia U'L" y del segmento rectilineo
r"z”. Ista curva estéd contenida en D, puesto que el segmento z'T
est4 contenido en Up, el segmento §'z" estd cuntenido cn Uy ¥ cada
punta § del arco &G de la circunferencia I' pertenece al civculo
correspondiente U cuyo centro es L.

Queda demostrado que D es un conjunto abierto y conexo, es
decir, es un recinto, Definamos ahora en el recinto D la funcién
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Y (z), haciendo $(2) = @ (2) si 2€ K, y v (2) =y (2) sl z ¢ U
Demostremos que esta funcidn es uniforme y analitica on tode el
recinto D. La demostracién de la uniformidad es necesaria, puesto
que un mismo punto z puede pertenccer al circulo K y a un eireulo
Uy o a dos eirculos distintos U y Up~ ¥ entonces en el primer caso
se debe tomar por ¥ (z) los valores de ¢ (z) y P (2), ¥ en cl segundo
caso, los valores de Y- (z) ¥ P~ (z). Tenemos gue convencernos quoe
en uno y otro caso ambos resultados coinciden entre si, es decir
dan un valor dnico de P (z).

En efecto, supongamos que z € K vy z € Uy; esto significa que
z portenece a la parte comin de los circulos K y U,. Pero, segin la
definicién de punto regular, @ (z) y \; (z} tienen gue coincidir en
esta partecomin. Asi, pues,  (z) = (z) = Y (3). Supongamos ahora que
2 € Uy y 3 € Upr. Esto significa que los circulos Up y U de
centros distintos §’ y §” tienen una parte comfin: la linula circular g
(fig. 61), a la cual pertenece también el punto z. En la parte quo es
comin para el circulo X y la linula g, que designaremos mediante
d, los valores de . (z) ¥ ¢ (2) coinciden, puesto que d pertenece
a la interseccién de Uy y K, en los puntos de la cual ;- (z2) = o (2),
y también a la interseccién de Up y K, en los puntos de la ecual
Y- (z) = @ (2). LEn virtud del teorema interior de unicidad, dos
funciones analiticas en el recinto g, ;- () ¥ Pp~ (2), que coinciden
en una de sus partes d (que también es un recinto), tienen que coinei-
dir también en todo el recinto g: P (z) = Yy (z), v de nuevo obte-
nemos un valor dnico para ¥ (z). Por lo tanto, la funcién v (z) que
hemos definido es uniforme en el recinto D. Su analiticidad en este
recinto se deduce de gue cada punto z € D pertcnece a uno de los
circulos K o U, en los cuales 4 (z), segiin su definicidn, coincide
con la funcién analitica ¢ (z) o 1P (3).

Obsérvese ahora que todos los puntos frontera del recinto D
estin situados en el exterior a la circunferencia I' (puesto que los
puntos del inlerior de T, es decir, los puntos del circulo K, y todos
los puntos de la circunferencia I' estdn contenidos en D v, por con-
siguiente, no son puntos frontera para D). De aqui que la distancia
Ry desde el punto z, hasta la frontera del recinto D, que tiene que
coingidir con la distancia desde z, hasta cierto punto frontera del
recinto D, es mayor que el radio de la circunferencia I', es decir,
Ry > R. Evidentemente, cl civculo Ky |z — 25 | == 124 v la funcién
1 (z) satisfacen a todas las condiciones del lema. A saber, la funcién
ap (2) es analitica en el circulo K, de radio mayor que I, y coincide
con ¢ (z) en el circulo K.

La proposicién esti demostrada.

Considercinos una serie de potencias arbitraria

fz)=ag ray(Z—2Z)+ ... +aa(z—z)"+ ..., (6.3:1)
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cuyo radio de convergencia satisfaga a la condicién O << R <T oco.
Debido a la definicién, la suma de esta serie ¢ (z) es nn elemento
en el cireulo K: |z — 24 | < R.

Demostremos el teorema siguiente:

Toorema. En la frontera T’ |23 — zo | = R del cireulo de
convergencia de una serie de potencias estd situado al menos un punto
singular del elemento ¢ (z) {es decir, de la suma de la serie de potencias).

La demostracién se harad por reduceién a lo absardo. Si el teorema
no es ciertn, entonces cada punto de la circunferencia T tiene que
ser regular para el elemento ¢ (z). Segin lo demostrado anteriormen-
te, tiene que existir una funcién ) (z), analitica en cierto eirculo K,:
| z — zg | << R, donde Ry > R, que coincide con ¢ (z) en cl circulo
K. De la igualdad q () = ¥ (z), que se cumple en los puntos del
circulo K, so deduce que el desarrollo de Taylor de la funcidn 1 (z)
ticne que coineidir con la serie (6.3:1). Pero, segin el teorema de
Canchy, el desarcollo de ¥ (z) tiene que converger en todo el circulo
Ky de radio Ry > R, mientras que, segin la hipdtesis, el radio de
convergencia de la serie (6.3:1) es igual a R. De la contradiccién obte-
nida se deduce gue el teorema enunciado os justo.

Consecucncia. Para que el radio de convergencia R del
desarrollo de Taylor de una funcién f (z):

F@)=f @)+ (o) a—z)+ ... + Lo g—zh ..., (6.3:2)

nl

que es analitica en cierto circulo |z — 2o | << p, coincida con el radio
p de este circulo, es necesario y suficiente que en la circunferencia ¥:
\? — 2z | = p esté situado al menos un punto singular-del elemento
f(z).

En cfecto, si B = p, entonces, segin el teorema anterior., obte-
nemos que en la circunferencia ¢ estd situado al menos un puntoe singu-
Jar del elemento f (z). Por eso, la condicién enunciada es necesaria
para la igualdad de A2 y p. Pero ésta es también suficiente para esta
igualdad. En efecto, segln ¢l teorema de Cauchy, 77> p. Suponiendo
gue en la circunferencia y esté situado al menos un punto singular
del elemento f (z) y R 5= p, tiene que ser R = p. En este caso, la
suma de la serie (6.3:2) representa una funeidn analitica en el circulo
| 3 — zy | << R que, por consiguiente, es analitica en cierto entorno
de cada punto de la circunferencia y vy que coincide con f (z) en el
interior de y. De aqui se deduce que cada punto de la circunferencia
v es regular para f (z). De la contradiceidn obtenida se deduce que la
afirmacidén es justa.

Como ejemplo, veamos la serie geométrica

14+z4224 ... 42"+ ...
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Su radio de convergencia es igual a la unidad y su suma es igual
1 . k
S Como ya se vio, en la frontera del circuln de convergencia

[z | =1 verdadcramente oxiste un punto singular que es, ademas,
anico: z = 1. .

Se pueden sefialar sin dificultad ojemplos de series e potencias
para las cuales cada punto de la frontera del circulo de convergencia

es singular. He aqui uno de los ejemplos més sencillos de este género.
Examinemns la serie:

(@) 1422428+ . 22" ...

Evidenlemente, su radio de convergencia cs ignal a Ia wnidad.
Demoslremos que para z — 1 (por el interior del cireulo wnidad, a lo
largo del radio, es decir, a lo largo del eje real), f (z) tiende a oo.
fin cfeclo, para cualquier natural z, la suma pareial de la serie

1 +a? + ...+ 2* para x — 1 tiende a » + 1 y, por consigniente,
satisface a la desigualdad

o

n
Prg? ... ra® > para 1—x<Z6(n),
es decir, para 2> 1—208(n).
Pero, para estos misinos valores de z, se ticne:

oo

@ =3 2" >3 2t >n,
0
de donde se deduce que

1ill;l f(#) =co.

Basindose en este resultado nos conveneemos ficilmente, igual
gne en el caso anterior de la progresion geométrica, que el punto 1 os
singular para f (z).

Obgérvese ahora la identidad:

f(8) —% b ate o 22" £ (@2 @y L),

Como la seric catre corchetes so diferencia de la inicial solamente
en quc aqui z se ha sustituide por 22", sacamos la conclusién de que

[ =242+ .. 22"+ (z2")
para cualquier natural p.
- -
Consideremos todas las raices de la unidad de orden 2": “)/T.
Listas representan puntos situados en la circunferencia unidad en los

vértices de un poligono regular de 2" lados. Si £ es uno do éstos y el
punto z del circulo nnidad esta situado en ¢l radio O, entonces =,

22—1199
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evidentemente, es wn nimero positivo y para z — §, se liene que
22" — 1. De agui que lim f (z22") = oo y. por consiguicnte,

£0f
lim f(z) - Vim{z2-p2¢ o, ..zt f(z2")] —o0.
2—.‘% —f
250k zecy

g

Asi, pues, cada una de las raices J71 también es un punto singn-
lar de f (z) (para cualquier n = 1, 2. 3, . ..). Vemos que el conjunto
de purttos singulaces del elemento f (z) es donso en Loda la cireunferen-
cin unidad {es decir, estd situado de tal modo que cualquicr arco de
la circunferencia, arbitrariamente pequeio, contienc puntos de este
conjunto).

Pero de agui se deduce que todos los puntos de la circunlerencia
unidad sin excepcion son puntos singulares de f (z). pueste que para
un punto regnlar, si tal hubiese en la eircunferencia nnidad, existiria
Lambidn un arco enlero cuyos puulos todes tendrian que ser también
pegulares, 1o cual en el easo dado es imposible.

Indiguemos wn método general que permite averiguar, para cual-
quier punto % situado en la frontera I' del c¢ireulo de convergencia
de la serie de potencias {6.3:1). si éste es un pualo regular o singular
para ln suma ¢ (2) de la serie. Sea z; un punto del radio 2,€, distinto
de 2o y & Desarrollemos la suma ¢ (z) de la serie en serie de potencias
de z — z;. Obtendremos:

@z) —botb(z—z)> o O (z—3)" .ot {(5.3:3)
donde

'.I_."l 3 n “1.
by rT,“) Ty e Oy (34— 20} +

, o fa==1) (n 1 2)
b 1.2

G (2 — 20— . . . (n=0,1,2,...)

Segtu el teorema de Cauchy, la serie de potencias obtenida es con-
vergente en el circulo |z — 2, | << A, dowde A es la distancia desde
zy hasta T, es decir, A = R — |5 — zg |. Por lo tanto, la serie
(6.3:3) es convergente en el interior de una circunlerencia y con el
centeo en el punto z;, que cs tangente a la circunferencia T en el
punto & Calculemos el radio de convergencia de lu serie (6.3:3).
Segiin la férmula de Canchy-Hadamard, se tienc:

1
fm /T8 |
20

8i r coincide con A, en la circunferencia y: |2 — zo | = A liene
que haber al menos un punto gingular de la suma de la serie (6.3:3).
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Pero ningiin punto £ € y, situado en el interior de K, puede ser
gingular para esta serie, puesto que en un enlorno del punto &,
perteneciente por completo a X, ¢ (z) es una funcién analitica que
en el interior de y coincide con la suma de la serie (6.8:3). Por consi-
guicnte, el punto { es singular, Evidentemente, ésto tiene que ser
también singular para ¢ (z), que es Ia suma de la serie (6.3:1). Supo-
niendo lo contrario tendriamos una funcién 1 (z), analitica en cierto

FIG. 62

entorno Up del panto &, la cnal coincidiria con ¢ (z) en los puntos del
entorno ¢y sitwados cn el interior de K. Pero entonces esta mis-
ma funcion eoincidiria con la suma de la serie (6.3:3) en los puntos del
entorno U, situados en el interior de p, es decir, § no seria un punto
singular para la serie (6.3:3).

Asi, pues, si

1

Tm 3 Thal
=y
el punto § es singnlar para ¢ (z). Demostremos que si A 5= r, es
deeir, si A << r, el punto € es rogular para ¢ (z).

Fo efeeto, en este caso la suma de la serie (6.3:3) representa una
funcién i (2), que es analitica en el entorno U del punto £y coineido
con q (z) en la parte del efrculo T que estd situada en ¢l inlerior
de y (Mg, "62), Pero ¢ (2) v f (2) son fanciones wniformes analilicas
en la lonula que representa la parte comuan de los circulos Ury K.
Como éstas coinciden en la parte de la linula que estd rayada en el
dibujo, sogiin el teorema do unicidad, ¥ (z) coincide también con
ip (2} en toda la Iinnla. Bn resumen, en este caso el punto § ¢ rognlar
para 1 (z). :

A=R—jz)—a|=r-:

2%
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Por lo tanto, gueda demostrade que el punto § serd singular
o regular para g (z) segin que se cumpla la igualdad

1 1
A= H—‘ZI—ZM—‘ T Z | e 1'% 1‘!’“”“!”
T V12w IR Ol

o la desigualdad

nl

m ]/m“" G|

Como ilustracién del eriterio obtenido demostremos el siguiente
teorema de Pringsheim:
(2]

" E 5 Ay - "
8i los coeficientes de la serie Y, a,z", con el circulo unidad de conver-
[

gencwa, son ndmeros reales no negalives a,7»0, el punlo z =1 es
singular para lu suma de lo serie.

Para demostrarlo, tomemos algiin punto z; = z en el intervalo
0. 1).

Supamendo que el punto z = 1 no es singular para la suma de la
serie, segiin lo que acabamos de demostrar, tiene que verilicarse la
desigualdad

A= R—|zy—zp) =1 —a << -

— v i (P-ru; (1] -
lim V ~—
oo

(6.3:4)

Counsideremos ahora un punto arbitrario § de la circunferencia
unidad; sea z, un punto del radie OF, situado en la eircunferencia

12 | = a, es decir, | 2, | = x. Entonces para z; la distancia A hasta
Ja ¢ircunferencia unidad serd también igual a 1 — z. Por otra parte,
AR R n41 w412 ol b
l—,;"l'“l‘l =|an -+ 1 Uns1Zy -|~_t_'t_2._.__}_. fni2fy T 00 | %=
2 n-Lt1 (rnd-1) (n-- 2y . gl (x)

S L S TR tnyal® + ... = =
¥, por consiguienle,
| s e (6.3:5)
4 WL
e 1/ 8" G n)l Tt '/tp )
oo Pl C

Debido a esto, para el punto z,, segin las desigualdades (6.3:4)
v (6.3:5), se liene:

m ]/ QU (5

mr
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de donde se deduce que parala suma de la serie de polencias 2! a,2"
(1]

cualquier punto de la circunfercncia unidad es regular. Pero, como
va se sabe, esto contradice a la hipétesis del teorema que eslamos
demostrando (que la circunferencia unidad es la frontera del cirenlo
de convergencia).

Asi, pues, cl punto z = 1 tiene que ser un punto singular para

la suma de la serie 2_.:: Msia, 0y R =1.

De la (lemostrd(:lon del teorema se ve que, si en lugar del punto
z = 1 se considera cualquier otro punto £ de la circunferencia nnidad,
entonces, para que £sea un punto singular es suficiente que los nlime-
ros a, 5" sean reales no negalivos. Mejor dicho, es suficiente que estos
nimeros sean reales y no negativos solamente desde cierto n> n,
en adelante, pnesto quo representando ¢ (z) en la forma

=1 =]
Ry Nk
@ (z) = ? apz 4+ 3 ans®,
£
nos convencemos inmediatamente de que el punto £ serd singular
para ¢ (z) cuando, y s6lo enando, éste sca un punto singunlar para la
o

S WY
suma de la serie ) a7
T
e

Consideremos, por ¢} Agui los coeficien-

]
. . x : 1.
tes a, son iguales a cero si n == 2% y son iguales a g Sl = i

Por consiguiente,

Tim l/|a,,[ _llm lf ~1— =1,

Ti=pxd

de donde, segin la férmula de Cauchy-Hadamard, se deduce que el
radio de convergencia de la serie es igual a la unidad.

Por lo tanto, segin el tcorema demeostrado, el punto z = 1 es
un punto singular para la suma ¢ (z) de la serie. Pero, del mismo
teorema {en virtud de la observacién hecha anteriormente) se deduce

2™ =
que cada punto £ ="} 1, donde n es un ntimero natural arbitrario,
también es un punto singular para ¢ (z). En cfecto, para &.~n,
se tiene:
ol sh—n
= ¢ iy
= =—==10
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Asi, pues, el conjunto de los punlos singulares de la funcidn ¢ (2)
es denso en toda la eircunferencia unidad. De aqui que en esta cirenn-
fereneia no hay ningiin punto regular del elemento ¢ (z), es decir,
todos los puntos &, | £ | = 1, son singulares.

Lo mds admirable es que esta circunstancia no es un obsticulo
para que la serie de potencias dada sca absoluta y uniformemcute
convergente en ¢l circulo unidad ecerrado y su suma @ (z) sea una
funcion ionfinitamente diferenciable en el conjunto |z | << 1 (en
particular, en todos los puntos singulares). lin efecto, para |2 | < 1

se tiene:
_zh’.
3

.o :
v eomo la serie Z =7 S convergenle, la serie }‘_,
2
u

'

1
i 2}r3

[l

22l a2
7 serd absoluta

¥ uniformementle convergenle en el circnlo cerrado, por 1o cual su
suma @ (z) serd una funcion eontinua en el ¢irculo cerrado. Derivando
ahora la seric dada término a término cualquicr ndmero m de veces,
resulta la serie:

2 {2.’1_1) ‘»’“‘—m—|—l‘_| a0 _m
ZI -_}}42 *
u

los médules de cuyos términos para |zf<1 salislacen @ las des-

igualdades
’2?: (B 1) ,.. lzri_m_l_“zz, _ hn 1 1

PLE - Qlgh=tny ak

1 ]
i

para &k = m. Por consiguiente, las series que se obticnen derivando
Sut
término a término la serie de potencias Z 7 converge nwoiforme-
u

mente en el eirculo cerrado | z | < 1. De aqui, segiin ¢l teorema cono-
rido para las funciones de \.n‘lable real, que sin alteracién alguna
se extiende para las funciones de variable compleja {definidas, por
cjemplo, en algin recinlo convexo) se deduce que eslas series repre-
sentan las derivadas de ¢t (2). En resomen, ¢ (2) ¢s noa funcién
continua ¢ infinitamente diferenciable en el eireulo cerrado |2 | << 1
v analitica en el interior del cirenlo, para la cual cada punto del
cireulo unidad es un punto singular.

liste ejemplo instructivo muestra gue en algunos easos la exislen-
cia de puntos singulares de wna funcidn analitica en la frontera del
recinto considerado (del circulo) puede no reflejarse a primera vista
en el comportamiento de la funcion en la proximidad del punto
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singular, o mis exactamente, este Gltimo puede quedar desapercibi-
o a pesar de que In fnneidn o sus derivadas dejen de ser continuas en
el punto frontera ¥ dado. Es necesario considerar todas las derivadas
de ¢ (2) en un punto z; del recinto dado para que de la comparacion de
la magnitud [l]m l/ P
zy hasla el punlo € se pueda decir si el plllll(l L es singular o regolar,
Las proposiciones ostablecidas en la pag. 336 permiten hallar
frecuentemente el radio de convergencia del desarrollo de Taylor
de nna funcidn analitica f (z). sin tener que caleular Jos cocficienles
) ! " 117 (2)
de In serie, o8 docir, los ndmeros

-1
con la distancia A desde ¢l punto

IEn este caso, lodo se reduce

a buscar log puntos singulares de los clementos. Hay que tener pre-
sente agqni que para la funeidn dada f {z). analitica en cierlo recinlo
G, existe un conjunto infinito de elementos distinlos y, correspon-
dientemente, un conjunto infinito de eirenlos con diferentes centros,
perlenceientes al recinto. Por lo tanto, suele haber puntos singulares
de elementos distinlos de una misma funeién analitica, pudiendo
ocurrir gue un punto que es singular para unos elementos sea regular
puara olros. Ilstes casos los aclararemos ahora en cjemplos sencillos.
Obsdrvese primero gque. cuando Ja funcidon analitica f (2) viene dada
por una fdrmula que consta de un namero finito de Tunciones ele-
mentales, los puntos singulares posibles de sus elementos se hallan
facilimente entre los puntos de discontinuidad de esta Tuncion, por
ejemplo, entre log puntos en los que ésta se haee infinita y también
entre los puntos de ramificaciéon de la funcién f (z).

Ejemplo 1. Sea f{z) — 1——|i—z§ Esta [uneidn es uniforme

y analitica en todo el plano, a excepeién de los pantos z - &= i,
en los cuales se hace igual a oco. Sea zg un puntoe arbitrarvio, distinto
de =i con ¢l centro en el mismo, degeribamos una circunferencia y:
Iz—zot -p, que pase por el punto - i o —i mas proximo @ z,.
Para precisar, supongamoes gque el punto mis proximo os &0 En el
interior de y la funcién f (2) es analilica y, por consiguicnle, repre-
senta un elemento. Cercioréimonos de que ol punto i ¢s un punto
singular del elemento, En efecto, suponiendo lo eontrario, lendremos
que tener un entorno I del punto i ¥ en ¢l mismo. una funcion anali-
tica P (z), que coincide con f (z) en la parte del entorno U que esld
situnda én el interior de p (esta parte la designaremos eon d). Enlon-
ces en el punto ¢ tiene que existir wn Mmite finito

i (i) = lz““ P (2) = lun iz~ I_i_{:l Hi- i
z=d z-d isd

lo cual, evidentemente, es imposible.
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Asi, pues, en y estd situado un punto singular del elemento £ (z)
v, por consiguiente, el radio de convergencia [t del desarrollo de
Taylor de f (z). en serie de potenciag de z — z,, coincide con el radio
p de la circunferencia y, es decir, con la distancia desde z, hasta el
punlo +i mds proximo al mismo.

En oste caso, ol desarrollo de Taylor es més ficil obtenerlo des-
ﬁ;’z en fracciones simples y aplicando después la
serie geométrica. Iesulia:

componiendo

=gl

1 i 1 1 1 '
e 2i (i-—:o = + i4z i.-l—;_zo )

i—zp iz

2—2p

Como r'_z“‘ il y

i1y itzg
vior de p, v los puntos =i estin situados ambos en y o uno
de ¢llos pstd situado en ¢ ¥ el otro en el exterior de y), cada una de

i <1 (el punto z estd situado en el inte-

i 1 1 y
lag [racciones — = puede representarse por una serie
i [ | —0

i—p TI—_'--zo

oo - I—1Ip T—Ip
geomdétrica de razén - - = o -
i—zg i

. Resulta:

Ll

v e SE s IR ]-

e D (Bt I — o= (2 — 2™
1]

liste o5 el desarrollo cuyo tadio de eonvergencia fT se deler-
ming anteriormente. Bn parlicular, para z,=1, obtenemos: R =
=p=F2 y el desarrollo toma la forma:

i o il - !
m‘=2{—1)n2 2 gen (n—1— 1)T(Z——1)"I
. i
i 1 1 a 1 & i
""'"2—‘—*2—(3— 1}4‘7(3—1)'“3(2—'1) T+ e

2

= ¢ 1 i E
Ejemplo 2. 8ea F(2) = TR Congideremos un recinto &

cuya Frontera es la parte no negaliva del eje real A: 2220,y = 0.
En éste, la funcion multiforme # (2) se descompone en ramas unifor-
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mes analiticas, de las cuales consideraremos una:

1 1
f()= Logz  Inj2]+iArg z’

donde Arg; z satisface a las desigualdades:
0<<Arg z< 27
De la férmula que define F (z) (o f (2)) se deduce que los puntos

singulares de los clementos de la funcidn 7 (z) pueden coingidir con
z = 0 {punto de ramificacién de Ln z y F (z)) o con el punto z = 1,

FIG. 63

en el cual se anula uno de los valores del logaritmo. Para precisar,
hagamos z, = 1 - {. Entonces el punte més préximo a z, entre los
dos puntos O y 1 serd, evideutemente, el punto 1. Describiendo con
el centro en z; una circunflerencia y de radio p, igual a 1 (fig. 63),
hallaremos que f (z) determina en el interior de y un elemento @ (z).
Como_al tender el punto z (situado en el interior de y) al punto 1,
sitnado en y, In | z | tiende a O y Arg, z también tiende a 0, los valo-
res del elemento @ (2) tienden a oo, de donde, razonando del misino
modo que en el ejemplo anterior, sacamos la conelusion de que z = 1
es un punto singular del elemento considerado. Por lo tanto, ¢l radie
de convergencia /1 del desarrollo de Taylor de g (z) (el desarollo se
toma en serie de potencias de z — (1 4 i) es igual a 1.
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Consideremos ahora el punto z, = 1 — i situade cn el semiplano
inferior. Para éste el proximo de los dos puntos 0 y 1 sera de nuevo
el punto 1. Deseribiendo una circunferencia 9 de radio 1 con el centro
en z,, lendremaos en su inlerior un elemento determinado de La funeidn
f (z), el cual designaremos mediante ) (z). Demostremos que todns
los puntos de la eireunferencin y son puntos regulares de -este vle-
mento. Con este Tin, consideremos ol eirculo K: jz2 — (1 — i) | <<
< V2, cuya frontera conliene el punto 0. En el interior del eirculo
K la funcién Ln z se degcompone en ramas nniformes analilicas, una
de lag cunleg eoincide con Lng z en el interior de la cirennferencia
¥ (es suficiente elegir vna rama unilorme de Lo z, enyo valor eninei-
da con Loy z en el punlo z). Designemoes esta rama uniforme de Loz
mediante Lnyz = Ln | 2 | + i Arg, 2. Gomo en el punto z, el valor
de Arg, z coincide con el valor de Arg, z, igual a 77: v oen el inte-
rior del eivenlo K los valores de Arg, z se dilerencian eo valor abso-
Tate del valor en el centro de este circulo en una cantidad menor
que -.-:- , ¢n todos los puntos del eirenlo K, Arg, z salisface a las des-
igualdades

o Ar . ha
T <Argez<<—.

De agui se deduce gue Lng z no se anula en el eirculo K. Por esto la

il . s % 1
O o8 analitica en este eireulo, Pero dsta enincide con T
e T

en el eireulo K: |z — (1 — ) | << 1, es decir, coincide con el ele-
mentop (z) de la funcidu / {2). De aqui que cada punto de la cireunfe-
rencin ¥’ es regular para ¢ (z). Fo cfecto, para cada punto £ €'

funcion

existe un entorno U y en el mismo una funcion analitica -L—‘:m .
que coincide con § (2) en Ja parte comGn a U y K'. En particnlar,
el punto z = 1 también serd un punto regular para | (z). Kn este
¢jernplo se ve que un mismo punto 3 = 1 es singular para un ele-
mento de la funcién analitica f (z) (para q (z)) ¥ es regular para otro
elemento de esta Tuneion (para 4 (2)).

Como todog los puntos de la circunlerencia y° son regulares para
1 (2), el radio de convergencia del desarcotlo de Taylor de este ele-
mento en seric de poteneias de z — (1 — 1) es mayor gque el radio de
la circunforencia v, es deeir, es mayor gque 1. Pero en el circulo K’
Y (z) = Ln, z, debido a lo enal los desarrollos de Taylor de las [uncio-
nes § {2) v Lo, z eoineiden. Como Lny z ¢s una fancidn analitica en
el eircnlo |z — (1 —i) | << 12, ¢l radio de convergencia ' de
este desarrollo no puede ser menor que |2, Para demostsar gue es
exactamente ignal a J72, es suficiente cerciorarse que ul menos uno
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de los puntos de la cireunferencia Tt |z — (1 — &) | — 72 es un
punto singular para
g

clocto, (-——) i

oLk Lngz z {Lingz)*®
en el interior de I'. De aqui se deduce que no existe ninguna funcidn
% (2), analitica en un entorno &7 del origen de coordenadas, que coin-
b 1 _ 2 A ~
cida con inz ©n los puntos comunes a U y A (suponiende la exis-
lencia de tal foneidon babria que suponer también la existeneia del
limite finito:

1 = 5 iy
g Tal punto es ¢l origen de conrdenadas. En

— o0 cnanide z— 0 manleniéndose

. L . 1y
A= I s ) -
lo cual, como ya se observd, es Linposible).

Proponemos al lector cerciorarse de que en este ejemplo, para
cada punto z, del recinto &, situado en ¢l semiplano superior, ¢l radio
de convergencia del desacrolle de Taylor de ta funcidén f (2) cn serie
de potencias de z — z, es igual a la distancia desde zq hasla ¢l punlo
mis proximo al mismo del par O y 1, mientras que para los puntos
z, situados en ¢l semiplano inferior. la distancia desde z; hasta 1 no
desempeiia ningin papel al determinar el radio de convergencia de
la serie correspondiente; este radio siompre coincide aqui con la
distancia desde z, hasta ¢l punto 0.

§ 7. METODOS DE DESARROLLO DY LAS FUNCIONES
EN SERIES DE POTENCIAS. COMPORTAMIENTO DE LA
SERIE DE POTENCIAS EN LA FRONTERA DEL CIRCULO

DE CORVERGENCIA

7.4. En este apartado nos dedicaremos a estudiar algunos méto-
dos de desarvollos de las funciones analiticas en series de potencias.
De principio, el problema de la bisqueda del desarrollo de Taylor
se resnelve por lag formulas de los cocficienles de la serie

(i)

sl O 0,1, 2 )

7l
Pero la realizacidn direcla de los c¢ilenlos, que se basan en la deter-
minacién de las derivadas sucesivas de la funeién f (z), puede resultar
gser muy complicada o inclugo dificil de efectuar. Sin embargo, en
muchos casos, pricticamente muy importantes, se pueden obteuer
desarrollos de Taylor deduciéndolos de un modo determinado de
otros desarrollos antes ya conocidos.

Supongamos que la funcién f (z) se expresa en forma de una scrie
de funciones analiticas que converge wniformemente en ol interior
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de cierto entorno |z — z4 | << p del punto z,:

f@=$nm. (7.4:1)

Entonces, en virtud del teorema de Weierslrass, tendremos:

1 @= l n (@)

k) (z0)
F:L’. 1 (30) = Z —k!—'a— (7.1:2)

1
Aqui I!—!;!“‘,l (zq) es el cnefiuiOuLc de (z — z)® en el desarrollo

de Taylor de la funcidn f, (z), v ol ﬁ‘"? (zo), cl coeficiente de (z — 20)"
en el desarrollo de Taylor de la funcion f (z).
Por consiguiente, los coeficienles de Taylor de la suma de una serie

uniformemente convergente de funciones analiticas X, f, (z) se obtienen
1

sumando los coeficlentes de T'aylor homdlogos {o sea, los coclicientes de
una misma potencia (z — zo)", tomados de los deserrollos de cada una
de las funciones f, (z).

Ie aqui dos ejemplos. Consideremos primero la suma de la seric

it =T
F{Z]: 2’1—4;.

Los términos de esta seric son funciones de z, analilicas en el civeulo

oo

- ; " am 5 .
unidad, y la serie 2 T—= o3 uniformemente convergente en el inte-

1
rior del eirculo wnidad. En efecto, si £ es un conjunto cerrado de
puntos de este circulo ¥y 8 > 0 es la distancia desde E hasta la cir-
ennferencia  unidad, enlonces para cualgnier punto z € £, se
=i el

tiene: |z ]<wl1—08= p<: 1; por consiguiente, 1———;3,, < =7 f_f’,, <<
< 1‘:_ .y como la serie Z, —p es convergenbe (égla es una progre-

gifn goomélrica de razém p), la serie dada también serd unifor-
memente convergente en i, es decir, serd unilormemente convergente
en ¢l interior del eirenlo unidad. Para detecminar ¢l coeficiente de
2" en el desarrollo de Taylor de F (2), por lo anterior, hay que sumar
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{os coelicientes de z* en todos los desarrollos de Taylor de las funcio-
nes

—— e g g g

Bl ¢coeficiente dez® en tal desarrollo es igual a O si & no es divisible
por n, yes ‘glml 1 si k es divisible por p. Par consiguiente, el coefi-
ciente de 2* cn el desarrollo de F (z2) es igual a una suma de unidades
cuya cantidad cs igual al mimero de todos los divisores naturales del
nimero k. Designando este nidmero mediante = (k) (¢ (1) =1
T(2) == 2, 7(3) — 2, t{4) =3 1(3) =2, ...} tendremos:

Fz)= i T (k) 2",

Tste os el desarrollo buscado, Como F (2} es una funcién amnalilica
en el circulo unidad (segin el teorema de Weierstrass), ¢l desarrollo
hallado es convergente en el circulo unidad.
Obsérvese también que, para z == 1, éste es divergenle, puesto
oo

que la serie toma la forma )t (k), donde todog los lérminos

son numeros nalurales. De aqui que el radio de convergencia es
igual a 1.
Veamos también el ejemplo de la serie

o0

o [Z) - E 2z

s p¥nt ’
1

La funcién m—s— es analitica en todo el plano. menos en los

punlos z = nn, donde se hace co. Por consiguientle, cada una de
eslas funciones es analitica en el circulo | z | << %, Demostremos que
la serie dada es uniformemente convergente on ¢l inlerior de este
circulo. En efecto, si |z < p, donde p << 0. se Liene:

2z 2 2p o 2p 4 20 1
22 nint J’ nIn?—2 | nPmt i pE v TmEad gt

T nEnt ne

y como en ¢f segundo miembro ha rt.snlhrlc) el término general de

ana serie convergente (la serie 2— es convergente), la serie
i

oo

2 "gm‘ seri uniformemente convergente en el interior del efrculo

1
]z | << m. Por lo tanto, el coeficiente de z* en el desarrollo de Tavlor
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de la funcion @ (z) es igual a Ja suma de los coeficientes de la misma
polencia de z en los desarrollos de Taylor de cada una de las funciones
2z

. e Pste altimo desarrollo tiene la forma:

2 2z 1 .
2—pak neng 1 T
( HTL )
B 2z 230 2:3 Zeiti—t :
T omnE T opand T plps Tt T TgagEd Y
agqui el coeficiente de 2 es igual a cero si k es par, e igual a — Tk

si koo 2 — 1 (impar), Por esla razon, el coeliciente de z% en ol
desavenllo de la funeién @ (2) es igual a cero si & es par, o igual a
w3
P~ R Y PR i e Daas
2 an)iq sikoes impar: b = 2¢ — 1.
1
Asi, pues,
o o
1 2ip-1
W)  —2 ) [ by | 2
gq=1 n=1

Esta es la serie de potencias buscada. Esla serie tiene que ser conver-
genie en el circulo | z | <, puesto que ta funcién @ (z) es analitica
en esle cireulo. Jin el punto z = n, para cada Lérmino de la serie
obtenemos la desigualdad:

o oo

4, g & 1 1
Z () % s Z "ty — w
Am=]

Nn=1

de donde se deduce que no se cumple la condicion necesaria de con-
vergencin, y la serie es divergenle, Por lo tanto, el radio de conver-
gencia de la serie obtenida es igual a .

Supongamos que f {(z) viene expresada en la forma

J @) =L g (7], (7.1:3)
donde
Q@) —ap-lazta e, [3]<<r  (7.1:4)
y
Fley—Ag | Ay (w—ay) - Agliwe—a)® - . — Ay (w—ag)™+ . .,

fw—ay| << R, (7.1:0)

donde los coclicientes de las series de polencias para ¢ (2) v F (w)
son eonucidos. Como cn estas condiciones ¢ (2) — @, para z ~ (),
se puede sefialar un ndmero p, 0 <<p < r, tal gque el mbdulo

S
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| g (z) — ctg | serd menor que S para |z | << p. Debido a esto, el
punto w = ¢ (z) perlenecera al cireulo de convergencia de la serie
(7.4:5), v, por consiguiente, la Tuncion f(2) = F (w) = Flq¢ ()]
serd analitiea para |z | << p. De aqui que liene gue existir un desa-
rrallo de 1a funcion f () co serie de potencias de z, convergenle para
|z | << p. El problema consisle en caleular los coeficientes de esla
serie.
Consideremos el desarrollo

[ =F1p(z)= %j An 1 (2) — el (7.1:6)

respecto del cnal ya sabemos que es convergenle para |z | < p.
Para que sea posible alegar a la convergencia uniforme de esla serie,
sustituyamos p por un mimero no mayor p', 0 << p” < p, de modo
que en el eireulo |z | << p” se cumpla [a desigualdad

n
lp@ —ml <o

Como Ia serie (7.4:5) es anilormemente convergenle para
|t — oty | << {i—), la serie (7.1:6) tawbién lo serd para |z)|<<p'.

Por consiguiente, el coeficiente de z* en el desarrollo de Taylor de
la funeién f (z) puede obtenerse tomando la snma de los coelicien-
les homédnimos en los desarrollos de e¢ada wna de las funciones
A?f. Jtp (z) — al)i"'

Los {iltimos desarrollos se obtienen mediantle una multiplicacion
n-ple de la serie de la Tuncidn ¢ (2) — a, por si misma. En el caso
dado, la mualliplicacion término a término de las series es legitima,
pliesto que so Lrata de una serie de potencias en su cireulo de conver-

. geneia, donde ésta es absolulamente convergenle.

T resnmen, llegamos a obtener la siguiente proposicién: para
oblener el desurrollo de Taylor de una funcion f (z) = F ly (2}, donde
¢ (2) es una funcidn analitica en el origen de coordenadas y F (w) es
wna Juncién analitica en un entorno del punio og == @ (), se debe
poner la serie de w = g (3) {7.1:4) en la serie de F (w) (7.1:0). efectuar
las elevaciones necesarias a potencias, es decir, multiplicar lus series,
y., finalmente, sunar los coeficientes de los iérminos que contienen iguales
polencias de z. La serie obtenida serd el desarrollo de Taylor buscado
de la funeion f (z). Esta serd convergenle en el eirendo |z | << p, donde
p se elige de tal modo que para | 5 | << p sea | ¢ (2) — oy | << 12

El mélodo expuesto de obtencién de desarrollos de potencias se
lama sustitucion de nna serie en olra. Ilustré-
moslo con dos ejemplos.

Sea

f(z)=1 cosz,
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«donde se considera aguella rama uniforme, ¢n un entorno del origen
<o coordenadas, de esta [uncion biforme que toma el valor 4 para
z = 0. Para aplicar la regla anterior a este gjemplo, representemos
J(z) en la fTorma:

1
J8) -1 —(1 —cos2))2.

IZn nuesiro caso

w=¢{z) =1—cosz -

1 .
Fl)=(1—wp-=-1—<w ———w"—L.w*"-—_

1 4 2] o
3 i 16 e — , w1
Tor consiguicente,
. 1 722 &3 z9
f(2)=Flg @)} =1 —?(-___,-—E- W_"']_
1 o2 z4 2 1 z2 3
-s{FT—mw+) —w(z—) -

Limitémonos a caleular los coclicientes de las primeras potencias,
hasta la sexta inclusive. Entonces, evidentemente, los términos no
escrilos pueden ser desechados, puesto que todos ellos ligurarin
solamente en la formacién de los términos de la serie que contengan
polencias de z mayores de la sexta. Se tiene

por consiguiente,

=14 (3 F fpm o) ()

2 24 a0 A 2
i z9 =2 z 1420
~w (=)t T m T
Como f (z) = } cos z es una funcién analitica en el efrculo |z | <<
- R ! Z : sen =
< = (pues posee derivada en el mismo, igual a — --—) , la
2 2V eos 2

serie de f (z) tiene que converger pava |z | < % Siz= % , como

licilmente se comprueba, se tiene un punto singular de la funcidn
1 (2), de donde se deduce que el radio de convergencia de la serie es

& =
ignal a 5
Consideremos también

j @)= exp=.
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554
lepresentando f(z) en la forma f (z) =eexp 1 = hagamos:
w=g@) =gt =zt 2dB (2| <1) y F ()= -

ue(l T!-!--"—z;?—nl ) |} =2 0.

Sustituyendo una seric en otra, resulta:
24 23 y2
f(z)=é’[|-+(z+2“—kz“-l- R e ai ol )

N S L ]

En el ejemplo dado, donde ¢(z) ——, se puede evitar la

realizacion inmediata del producto de lll": series, observando que
para |z<Z|1:

(z-l-z‘-l-z“-!—.--)k:( o I L

1—z
ke (41 kt+n—14) ,
[1 _I..z_}_(f_“:_) a_'_'_._[,__.%"_u_’ ____],
y como
k(k--;-1),,.{k~|—:z-—1}__ (kLtn—1y(k4+n—2}... (n ) fhtn—i
n! . (e—1)! _( k—1 ]'
resulia:

(z4z2 23 .. )= 2 ('H_”‘i) ghtk,
=l
Por lo tanlo,

j oo (= <] .
T@=e[t+4r Dattp o P nt )y
1) 1]

e L]
-1__‘11_ Z%ﬂzn-pa_; +T1I“2 (k-;‘-:«;-‘l)zﬂ”{_i_ “.]TT

]

1

i

+(qr+34r+ iil"".%l] s +[Til'+(r!:1)%+
+("£1)_31_|_+ o ""’1) (n-1)1+n!:|z . }

2a—1199
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liste es el desarrollo buscado. Como la funcidn f (z) es analitica
en el civeulo |z | << 1, la serie obtenida es convergente on el efreulo
unidad. Facilmente se observa que z = 1 es un punto singular para
f (z). Bu efecto, cuando z tiende a 1, tomando valores positivos meno-

: i 4 ;
res que la unidad, la funcidn exp s tiende a oo, De aqui se

dednee que el radio de convergencia de la serie ohtenida es igual
a la unidad.
7.2. Pasemos ahora a estudiar el problema de la divisidn
de gseries de polencias.
Sean
apta(z—a)+ ... +a (z—a)" 4+ ... (7.2:1)

by-Fbiz—a)4- ... +bp{z—a)" 4 ... (7.2:2)

dos series de potencias con los radios de convergencia posilivos r
v p. donde el rmino independienle b, de lu segunda serie es distinto
de cero. Hagamos la notacidon o = min (r, p) (si ¢+ = p, cnlonces
g = r = p). Entonces ambas series serin convergentes en el eirculo
|z —a|<<o. Si en este circulo hay ceros de la suma de la serie
(7.2:2). tomamos un nuevo circulo de menor radio, en cuyo interior
la suma de la serie (7.2:2) no se anule. (Tal circule existe, puesto
que el punlo @ no es un cero de la suma de la serie (7.2:2), debido
a la condicién by 5= 0). Asi, pues, existe un circulo |z —a | << R,
en el cual ambas series son convergentes y la sama de la segunda serie
carece de ceros. Dn el interior de este circulo la relacidn

i Sotar(z—ajt ... tap —a)" ... - 5.

Ha= bo+bi(z—a)+ ... Fbp z—a)"+ ... (7.2:3)
representa una funcién analitica, lo cual es consecuencia de la
regla de derivacién del cociente. Por lo tanto, existe wna serie de
potencias

coteci(z—a)+ ... +eafa—a)' ... (7.2:4)

que exprosa a la funcién f (2) en el interior del circulo |z —a | << A.
A esta serie podemos llamarla cocientc de las series (7.2:1)
(dividendo)y (7.2:2) (divisor), y el proceso mismo de s
bisqueda, division de las series. '

Efectnemos primero la divisién de las series por el método de los
coelicientes indeterminados Para esto, escriba-
mos la relacién (7.2:3) en la forma:

leo-Fer(z—a)4 ... Feaz—a) + ... ] X
¥ [bg-!-b,(z—a)j-l- et bp(z—aM) 4. )=
—“%‘1?“-1 (Z—a)+ cee @ (z""a:'n+ i
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y observemos que las series de potencias consideradas, siendo conver~
gentes en el interior del efreulo |z — a | << R, tienen que ser aqui
absolutamente convergentes. Por esta razén, se pueden multiplicar
téemine a términe las series que figuran en el segundo miembro de la
iltima igualdad. Efectuando la multiplicacién obtendremos:

Cobe = {coby + ¢1by) (2 —a) + !{fo"?a oy Feube) (z—a) 4 ...
oo F eobnt-eibnos+ o A-enby) (2—a)* - ..
o=t e (z—a) .. FaE—a) ... (7.2:5)

Conto las sumas de las serics de polencias que liguran en el prime-
ro ¥ segundo miembros coinciden en el circulo | z — a | << R, segin
el teorema de identidad para las series de potencias los coclicienles
de ambas series tienen que ser iguales. Rlesullan las ecnaciones:

coly — g,
Coby - C1bg = a1y,
cofa+cyby - caby = ap,

I?r}l"n '}‘ C|bn_3 "'I" C'zbn..i ==

t (7.2:6)

e C?tbl'l = J
Iste es un sistema infinito de ecuaciones lineales respeclo de los
coclicientes desconocidos cq, €4, €3, - . ., €, ... La particularidad
de este sistema, que extremadamente simplifica su solucién, consiste
en que para cualquier n (n = 0, 1, 2, 3, . ..) las primeras n 4 1
ecuaciones contienen a las primeras 7 + 1 incégnitas. Determinando

¢ de la primera ecuacitn ¢, = :_2 (bo 5= 0, segan la hipélesis) y

sustituyéndolo en la segunda, obtenemos la ccuacidn %g‘bfl -+
(1]
+ ¢1bg = a,, de donde
“Ib{}_ﬂl]bl
b5 ’ i
Supongamos que, en general, se han hallado Jos valores de los

primeros n coeficfentes oy, ¢, ..., ¢,y Sustituyéndolos en la n+ 1
eeuacion, obtenemos:

o=

an—tobn—eibp —... —cp by

tp == b : ) (7.2:7)

De este modu se puede determinar el coeficiente con un indice
previamente dade. Is ficil obtener una expresién para ¢, mediante
los coei_'mlentesﬂag, Gy, Gy « « oy &y ¥ by, by, ..., b, en forma de un
determinante. El determinante del sistema formado por las primeras

23%
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n 4- 1 ecuaciones es igual a

b0 0 ...0
by 0 ... 0
beby by ...0 |=4T 0,

Ibubn—i bn—z s bo
¥, por congiguiente,

boO 0 B
bibﬂ 0 v fly
Cpy 2= *!;:'-]l-t-_i bzbi bo ...an |- {728)

babnegDacp . oo @p

Egta formula resuelve completamente el problema de la division de
las series.

Demostremos que el cociente (7.2:4) de dos series de potencias
puede obtenerse dividiendo la serie (7.2:1) por la serie (7.2:2) segin
las mismas reglas por las que se dividen los polinomios, como si
las series (7.2:1) y (7.2:2) fuesen poulinomios dispuestos segln las
potencias crecientes de z — a. Para demostrar esto, empecemos
a efectuar la operncion indicada. Obtendremos:

ap + ay{z—a)+. A+ apz—a ... botbrz=0) . bz —a 4. ..

60, o L0 -t Gg | aibp —aght
ap - T bz—-a) .. .+ s tplz—a)" 4., . bo-l— % z—a)+...

anby — 20bn

—ay .. (z—a® ...

arby — aeby
T
—a .. .+‘ﬂ§3-“"—hbn(z-u)“+. ..

agbp = anly (=
bg E

Los primeros dos coelicientes del cociente obtenido coinciden con
los valores de ¢, ¥ ¢; hallados anteriormente de las ecuaciones (7.2:6).
Supongamos que de este modo hemos obtenido que los primeros
n coeficientes coinciden con los valores de cg, ¢y, . . .y €a-y, halla-
dos al resolver las ecuaciones (7.2:6). Entonces, tendremos:

agtaiiz— i+ aztz—a)?4.. .+ aniz—a) ... |hotbiE—a) 4. . b Z—a) .
byeo-+bicn (2—a) +baca (Z—8) . . .4 bnco(z—a) . . .epter(z—ad+. . . Fenatz—a) L

(a1 — Ligo) (2 — a) 4 qaz — bacg) —a 4. .. Flan—bpen z—a)F. ..
bue1{z —a) + pepz—a¥+. .k Bnoesz—a)i4
{as — bacy — brep) (2 —a)® 4. . .4 [An — bpe) — bp—ger) (z—a} 4. ..

{an — bney — bp-gep —. . . = ben-1) (2= @,

R T T T T T S R
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El primer término del r-ésimo residuo es: (g, — bneg— bpyey— . ..
oo —ben ) (z—a)*, por lo eual, el término del cociente que sigue
después de c,_s(z—a)"~"! es igual

1y — bpog— bpoiCy— ... —byepo
Ly nfo n Il;.oi 1fn I(Z—a}“.

Pero el coeficiente de este término coincide con el valor de ¢, deter-
minado de las ecuaciones (7.2:6) por la formula (7.2:7).

En resumen, el método de los coeficienies indelerminados, al ser
aplicado a la divisién de las series de potencias, da lugar al mismo resul-
tado que se obtiene al operar por las reglas de la divisidn de los poline-
mios dispuestos segin las potencias crecienies de x = z — a.

Veamos un ejemplo de division de series de potencias. Conside-
remos la funcion

F (z) = H .
[ista funcidn es analitica en todos los puntos del plano, a cxcepeidn
de los ceros de la funcion e® — 1, es decir, a excepcién de los puntos:
0, & 2mi, 4 4ni, . . . Sustitnyendo ¢* — 1 por el desarrollo en serie:

= z 22 "
= sl 1
ef—1. THar et

v simplificando el numerador y denominador de la fraccién por z,
obtenemos la siguiente expresion para F(z) (que determinard la
funcion 7 (2) también para z=10):
F)=————x
et arart e

La serie que ligura en el denominador es ¢onvergenle para cual-
quier z y tiene lodos los mismos ceros que la funcion e® — 1, a excep-
cién de un cero en el origen de coordenadas. (Todo esto se debe a que

. L | .
esla gerie representa la [uncidn —— (para z 5= 0)). Por esta razon,
en el interior del circulo | z | << 2n su suma no se anula. Por consi-
guiente, la funcién # (z) se puede desarrollar en serie en vste circulo
aplicando la divisién de series. La primera de las ecuaciones (7.2:6)
da:

¢o-1=1, es decir, c5—=1.

Como todos los coeficientes de la serie del dividendo, a excepeion
del coeficiente inicial, son iguales a cero, la (n 4 1)-ésima ecuacién
(7.2:6) tiene la forma

1 1 1 2
C:gm+f-'|'ﬁ+--»-;"'C:a—iﬁ-*'t‘;.:'o (n-=1.2. 3.) (.‘.2:9)
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Esta ecuacién permite determinar los niimeros c¢, uno tras otro.
Para determinar el coeficiente ¢, sc puede utilizar también la
formula (7.2:8):

1 0 0 -

1

o1 1 0 .. 0

=1 a-| 4 L 4 ..o0f=

S 5 i
(N "l (=1 "t 0

1

I 1 ] 0

1 1

w 3 a

={—1)" 1 1 1 0 (n=1,2,3,...).

1 1 1 A
m+NDT "l (r—n! "2

Los nameros «,n! se llaman ndmeros de Bernoulli v se
designan mediante B, : B, =c,nl.

Mediante estos ntimeros se expresan simplemente lus coeficientes
de muchas relaciones importantes. Para calcularlos se tienen las
formulas: By =¢,-01=1,

1
3T 1 0 .0
1 1
a5 a7 1 0
Br=cpnl=(—1)"n! 1 M 4 0 (n==1,2.3....)%
] 3l RE e
1 1 1 1
(r-11 nl  (n—1Y! 2l

(7.2:10)

Por cierto, el cdlculo de los nimeros de Bernoulli es mas comodo

efectuarlo sucesivamente, empleando la férmula (7.2:9). De ésta
ohtenemos:

1 i 1 5
By O+ m“"”” 1T nt “""'+B"T1!=O (r=1,2,3....),
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o bien, multiplicando ambos miembros de la ignaldad por (n-1)!

y observando que ﬁ»}—i—m es el coeliciente binominl ["’;1) ¥

Bo (") 4B (") 4B (") =0 =t 2300,

n
Esta formula puede representarse en la sigujente forma simbélica:
- B =Bt =0, (1.2:41)

Después de elevar a Ja potencia segiin la formula binomial, todos
los exponentes de la potencia se deben sustituir aqui por los subindices.
Como By=1, sucesivamente hallamos:

Bo+2B,=0; By= — Bo= —7;
Bo-+3B,~3B,=0; Bi= —Bo—Bi =i
By+ 4B+ 6B+ 4B3=0; Baz‘-%Bo—B!_‘%f}s:(‘;

1
By= — % By—B,— 2By~ 2By = — 553

By= —+ Bo— Bi— o By— 3 Bo— g Bu=0;
Bn+781+213343583+358&+2‘185+733=0|
Bo= — 1 B,—B,—3B,—5By—5B,— 38, =55 ;
Ln resumen,
Bo=1, Bi=—g, Bi=g, B3—=0.
1

1
Bi= —g5, Bs=0, By=g,

Demostremos gue todos los nimeros de Bernoulli
de subindices impares mayores gue la inidad son
iguales a cero:

By =0 (=142, 8} s
Para demostrar esto, sustituyamos z por —z en ¢l desarrollo
2
H:rn—!—c,z-{-czzﬁ—{—...--}—cnz"‘—’r...

zBo—i—%zd,—Plz’—k... —t——‘g-;—'—z“+ o

5] e (7.2:12)
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obtenemos:
ol ZeF ozt By By o By
eE g (ei—{)er  et——q B, 10 245y 2 _'":-il_za+“"

o bien, restando esta dltima relacién de (7.2:12),

A e By 4 Bonsy ok g
| et—1 2_21! Ty 2T5!_z+'”“1-2 @+ 2 i

De aqui, basindose an la unicidad del desarrollo en serie de poten-
cins, se deduce que:

2B = =1, By=Bs= ... =Buyy=... =0,
como se queria demaostrar.

Aplicando la propiedad demostrada de los ndimeros de Bernoulli,
s¢ puede eseribir el desarrollo (7.2:12) en Ia forma:

<o
il -~ = | Loy al i
e 1—3‘--| _2: 20! 2. (f..;.'lg}
=1
Como lvs puntos singulares de la Tuncion _"_l mds proximos
al origen de coordenadas son z,— 2mi y 2. = — 2xi (en eslos puntos

la funcion no estd definida y no puede definirse de modo que se
couserve la continuidad), el radio de convergeneia de la secie (7.2:13)
ex dguasl a 2. De aqui que, segin la [drmula de Canchy-Hadaward,

se deduce gue:
lim V——l L S
nt 7 2!

Tl s
yoeomo Bopy =0 (K =1,2,3,...), se ticne:
— P TEIT
Lim l; b,_,—‘*“—:-;
PR (20! 2%
Debido a eslo, para cualquier >0 cxiste un conjunto infinito
de wimeros By, que satisfacen a la designldad
(2!

B, el
| M|>(Zn+(’)‘3“,

es decir, que son extremadamente grandes en comparacion con sus
subindices 2k,

Del desarrollo (7.2:13) se pueden oblener sin dificnltad los
desarrollos de las funciones z cotgz, tgz y zcosecz. Representlemos
cotgz en la forma
eos: . oelr pe-ts i 2

- 1 =1 %

colg &= senz iz a-ir 2l iz
=8l 32— 85"1—'[ PR p e —
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de donde
t i 2 iz
zeotgz— Iz_'—g‘-—_i .

5 2 ” . = A
La funcién Tiz_l se puede desarrollar segin la férmula (7.2:13)
antE_

si se sustituye en esta [érmula z por 2iz. Como la serie (7.2:13)
era convergente paca |z|<2n, la seric nuevamente obtenida sera
convergente para | 2iz| << 2r, os decir, para |z|<m,

Asi, pues,

oo oo

2 42t o\ Bop oo : P L

fhs R hz h (2iz)%* =1 — iz -k ‘2 (—1) Tt
=] =1

¥, por consiguientle,

o
_— ; {y 2By z2h
zeotgz—1 -—'?_‘, (—1) @
]

—_

7.2:14)

Para obtener el desarrollo de Tavlor de tegz, es mas facil
observar que
cotg 2—tgz.—= 2 colg 2z,
de donde
tgz— cotg 2— 2 cotyg 2z.
Sustituyendo en la férmula (7.2:14) z por 2z, obtendremos una
serie que cs convergente para |2z|<<m, es decir, para Ez|-<-%}:
2zcotg 2z = ] - ;S_'J’(— 1)+ %ﬁ'!iz?". (7.2:14")

Restando 1érmino a iérmino (7.2:147) de (7.2 14), hallaremos:

L
230 (1 280y B L
zcntgz-—2zw|;g2z=zt.,r_rz=z(ql)“ﬂ—f—uﬁzﬂ‘

eLEY
fe==1
o hicen
i S 22422k ) By apl s
t.gz:Z(—i}“ ]_—{‘W_yjz% 1 (7.2:15)

ha=|
Del método mismo de obtencion de esta serie se deduce que

ésla es convergento si |z <-§, ¥ que % es el radio de conver-
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a ¥ n
wencia de la serie (esto sc debe a que Jos puntos z= - - son

singulares para la suma de la serie).
Dysando a examinar la funcidén zcosecz, obsérvese que
z z =
= CO8ZCos —2—+SE‘!i z50n ? €03 —2—
cutgz+t.g?= = o = COSeC Z.

s0nz cos aen < GOST

m1 L]

Suslituyendo en (7.2:15) z por =, obtencmos una serie que sevd

| : N
vonvergente para l% <-I2‘—, es decir, para |z|<Zm. De aqui y del

desarrollo (7.2:14), que también es convergente para [z|<Im,
liallamos:

zeosecz=zcolgs-+3 tg-‘,i—: 1. 2 i e-z-"aij—z&a—hz*". (7.2:16)
Jome |

Hallemos, finalmente, el desarrollo de sec 3. Como los puntos
singulares de la funeibn mds préximos al origen de coordenadas

son: z= ——:— v zs—;. el desarrollo buscado posec el circulo de

. K 2 .
convergencia: |z|<<-. Para hallarlo, apliquemos el método de
«division de series. Tendremos:

1

i
secg = = =
cos s

a2t

22 it R
A= Py s
=g+ 42 T U8 — . ..

‘Como sce z es una funcion par, todos los coeficientes de las poten-

cias impares a4, as, as, ... son ignales a cero:
1 & it
secs = P =ay+ a2t a2 ... (7.2:47)
=r+ar—
fistd admitide escribir los cocficientes ag, ¢a, a;, ... de esle

desarrollo en la forma

w B
(LM=(_1)’W2£T {k::U, 4.2, .,.).

Los nlimeros Eyy, determinados do este modo, se llaman nitmercos
de Euler. Escribiendo de nuevo (7.2:47) del wmodo siguiente:

1=(1—;—2|-+—§E-—;.—6+...] (EU—-g—r‘zz-'r-'{fT‘z‘— )

6!
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v efectuande la multiplicacién en el segundo miembro, hallaremos

tm o= (4 5p) 4 (B B+ ) -

_(Ee  Ea ., E | BEa) g,
(ﬁ'+4!2!7214!+6!)""1“"
de donde

:0—1;

PO Ey -
st =W
Ey Ey By i
o Tar Tt =%

Ey  Ea E, En_ X
o taa tag e =0

listas ecuaciones permiten hallar sucesivamente los nimervos de
Luler. Obtencmos:

Ey=1, Ey=—1, E,=5 Es=—61, Ez=1385, ...

Si, en general, se han hallado los ndmeros £,, Ey, ..., Ep_s,
para determinar E£,, se tiene la ecuacion

Ey Es £, ) I
e T T maia T T
o bien
(2 2 2 5
Byt () Bt (7)) Bt oo+ (370) Bonea + Eun =00
De aqui que, si los ndmeros Ey, Ey, ..., Esns son enlerus, el

nimere E,, también lo sera. Pero Jos primeros niimeros hallados son
enteros. Por consiguiente, todos los niimeros de Euler son enteros
El desarrollo de sec z se escribe definitivamente en la forma

- E
sec.z=2 (-1)"?-?%22". (7.2:18)
i

\ 1 - = -
Lsta es convergente para |z|<Z—-. Los nlmeros de Euler 13,,, gue

figuran en el desarrello, se determinan completamente por las
condiciones:
- 2n 2ny o 2n i
Ey=1, E;+ ( 2 ) E,+ ( 4 ) Eot oo+ [2u—2) Lzn-g £y =0
(r=1,2,3, ...). (7.2:19)

7.3. Aqui estudiaremos algunas cuestiones ligadas con el comportamiento
de una serie de polencias en la frontera del circulo de convergencia, Los ejom-
plos mis sencillos de series con el radio de convergencia R=1 muestran que
en la frontera del circule de convergencia la serie puede ser divergente en cada
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punto (In serie geométrica: 1+ z 4 22~ 2 ...+ "+ ...), puede ser
2 3
convergente en unos puntos y ser divergente en otros (la serie z—%+%—— e

3
e L | bt % 4 ...es convergente para z = 1 v es divergente para

= — 1) y, finalmente, puede ser convergente en todos los puntos de la fron-
thi L - z2 53 - .
ora ( a seri "‘+‘2_a'+_37a'+ B +':T¢“—’_ . .. 08 convergente v, ademés,

ahsolutamente, en toda la cireunferencia unidad) .

Ocupémionos primero de establecer algunas rolaciones entre la convergencia
de la serie de potencias en algunos puntos de la [rontera del eircule do conver-
geneia y el comportamicento de la suma de Ju serie en este circulo,

Obsérvese que, en todos los casos, sin restringir la generalidad de los re-
sultados, se pueden considerar series do polencias con el circulo unidad de
convergencia y suponer que el punto frontera en el cual es convergente la serie
de potencias es el punto z = 1. En efecto, el caso general de la serie

ttg- aty (E—Lod+ .o Fan (E—Lo)" +- -
con el radio finito de comvergencia /i y con el punto de convergencia Ly,
|&y—Lol=1H g0 reduce al indicado wmediante la transformicién lineal entera
£—%o
= =
s1— ko
1 primer resultado e¢n este sentido, por el tiempo y su importancia,

pertencee a Abel,
Segundono teorema de Abol. St la serie de pofencias

gtz .. Laprt ... (7.3:4)

=

es convergente en el punto frontera del circulo de convergencia z = 1, entonces,
si el punfo z del cimufo unidad {iende al punto 1 por el inferior de cualquier dngule
go de magnitud 28 < 7 con el vértice en el punto z = 1, el cual es simétrico
respecto del eje real, la suma de la serie de polencias f(z) tiende a un limite
que es igual a la swma de la serie en el punlo fronfera, es decir,

li =¥ a. 7.0:2
z.l_l;[; iz 2 an { ]
iy

Demostracion, Counsidercmos la dilereneia
f= )

Afzy= E ap—f1z)y= E ap (1—3").
u

1)
Itepresentémosla en la forma

n
A= ar (A— 1)+ D) ap(1—2%), (7.3:3)
v i1

donde n es un nimero uatural fijo.
El primer término del segundo miembro tiende a cero cuando z tiende a 1.
T'or lo tanto, para demostrar el teorema es suficiente cerciorarse que el segundo
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término puede hacerse arbitrariamente pequefio ¢n el interior del dngulo go
cnando n os suficientemente grande. Con este fin consideremos la suma

nip H+p
2 an{t—=(1—1) E ag (1434 .. . -2y,

i1 nl

m
Introduciendo las notaciones: 2 ay = G, {m = n), Oy = 0, de modo que

+1
=ay —apg (k=n-+1 .n) haciendo Juego 1 + 2+ ... + =l = p
plmandu 1a transformacién de Abel {cap. primero, ap. 3.4) tendremos:

n-g- wp
ap (1—z%)y=(1—2) Z {op—th_y) by =
\"'I-l- n+1
nebp—-1
=(1—3z} [an-i-pbni—p'_ 2 “p (Wh-ﬂ_bk]:’-
71
n4-p n+'D— +p—1
=({—31) | Z ap ?r (2" f.i_;) I‘ (7.3:4)
a1
] n+n | Py p—1
Como las sumas 2 ap = (Il —zt) = s‘, ay, }_ ayzt, Z a ¥ )1 zh
n+ n+l n4-1 o
tionden a limites ilmtn= cunando p — oo (su-s series cortrespondientes son con-
Ti-r H
vergentes), también tiene quo tender a un limite la suma Z (2. az) .
; npl mt i
Pasando a limites, de (7.3:4) oblenemos:
5 o o of . M
Z ap (l_,,n)zu__s)[ Z‘Iﬂh,zzii__, Z [’ z "‘j) zJ’a]=
At fit1 1] n+l ntl
= =k
=DNap—(1—2 N (Y a)" (7.3:5)
ni+1 n+1 negt

Sen ® un nimero positivo arbitrario. Tomemos n tan grande, » > N (¢)
que se cumpla la desigualdad.

3u<

n+ 1

pcns[}

para cualquier % patural. Entonces, en particular, tiene que ser:

-

£ cos b

2 |5
n+i

Por consiguiente,

_hy| - kcosO | ecos® i rcosi] £ |1—z|cosh
| 3 - | 2242008 z\thl + e
ntd nti
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Pero cerca del vértico del dngulo go y on su parte dg comprendida entre
los lados del dngulo y el arco de la circunferencia con el centro en o] origen
de coordenadas quo es tangente a los lades del angulo (Fig. 64), so tieme:

ABAB' = AC. 4C",

de donde
ARl |4—z|  AC' , AD _ AD 2
P To it B i ey By s ey o
vs deeir,

[1=—z|cosb < 2(1—]z]).

Por lo tanle, para sgdy ¥ n2> N (¢) so verifica la desigualdad

s 2 s B

2. ﬂ:.('i—:")iﬂ-eig—-—%-
n4-1

Fijado un #7>N @) y tomando después &(e) de modo que para

|4

e
S T

Fli;. 64

I—3|<78 ) en ¢l interior de dp se cumpla la desigualdad

n
| Saa—|<s,
U 3

oliendremos de (7.5:3):

]
1A@ =] Dan—1)|<elcedo |1—2| <28 D,
[0

de donde se deduce que
oo
tm f(z)= "N ap.
2=’ %
2EHy
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Como ilustracién del segundo teorema de Abel, consideremos la serie

oo

=T
logarilmica Z (—1)n-t ':E*
1

Demostremog, ante todo, que csta serie converge en cada punto ze=e®

de la circunfereucia unidad. distinlo de —1.
Para esto apliquemos el teorema del ap. 3.4 del cap. primero.

Haciendo ap={—1)%"1 18

n
| S
1

¥ bk=%, tendremos:

= . SV ALY
|$( 1}1'“.1!1

n
o sea, las sumas }j aj ostin weotadas uniformemente (respecio de n) en valor
1

cie_(_i)ﬂei[n-l-lle I . 2
i_'_el'ﬂ ""’-‘H_i_aiﬁl‘

absotuto.
o

1 o
T Por lo cual la serie Z | bpag—Hn)

Por otra parle, | bpe— I |~_-fl‘— 2
¥ i

oo

. ; ; N\
os convergente, Do agui, segén el teorema citado, la serie Zﬂ'n”n————

1
22 A0

=2 Z (—1ye-t 7 s convergenle, lo cual se afirmaba.
1

=5

fe
PPero si |z| < 1, lu suma de la serie 3 (=11 2 sf@)=In(1+2)=
k

1
=in|1+4z|-Fiarg{l+2). Por lo tanto, segin el segundo teoroma de Abel,
rara cuakquier 8 (—n <0< 1), se tiene

f==1
4ind

(=it = linlleln{i—f—z)-.:ln[i-{-ew|+

i
-+
1

—iarg(l -{--eia)zln /{1 +—cos 0)2+sen2 B} —

.6 ; 8
‘e T4s T 0y, 0
+iarg e " ——— :ln(2tos———)-{—;§.

2

Separando lag partes real e imaginaria en esta relacién, obtencmos dos
desarrollos en series trigonométricas que son convergentes para —n <] 0<Ja:

o
In (’MOS%):?(—j)kﬂﬂ‘

(=]
(] _, son k0
=S,
1
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Ln particular, para 0=0, de la primera férmula resulta:

1,1 1
n@=t-aty—7
¥ de la segunda, para 0_—%:
14 1 1 i
e R e

-
” - " : 3 " o
Veamos también como cjemplo 1a serie binomial 2 ( n )zﬂ, dunde

()=

gamos

afoe—1) ... (e—nd1 = . N
{ i) 7 { 7 F4) v @ 08 un nigmero comnplejo: a=f-Liy. Supon-

primero qgue fi>> —1. Designando con %, el médulo de la razén

o @ £
(u ) 3 (nr——l) » 8¢ Liene:

Sea P’
para n’

| e, ]
m={(2) (2] I—I'- >
__| T 1+ﬂ' ‘“r‘ l/j (1-rﬁ)2 ye
= A0 0 O — :
un nimeroe real que satisfuga a la condicién p > p’ =» —1. Enlonces,

>N (B), lendremos:

UMY 23—

¥, por consiguicnte,

uFI < l/ 2 E’T=
N e o i+s , +
_V 1—2 n <= n < 1 1y 1FF g
(1+5)
« bien
JRETL
CS e
*) Como
1\—U4AD LB
(1+_ra_ _'"__"n—"*'
‘ B i B’ B’
Jare () at e (1 5) (145
i n? - nd e
¥ para i_{;ﬂ’ <1 los términos de esta scrie decrecen en valor absoluto, se

(189 1B
—

tione: [1.{-%)_ >1
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Eseribiendo las  designaldades analogas para los valores N (Bf) 41,
N{EYy42, ... ny multiplicindolas término a término, oblemdremos:
O ER R ONT SRR G BN PR P ONE R
o bien, sustituyendo A y p por sus valores y simplificando:
a.) _|ele—1) ... le—nt1}| . _ CE®)
n ]| n! AT NETIET

Aqui mediante € (B') se ha designado ¢l valor, que ne depende de »:

c 1= (ni,) |7 @2+ 1P+

De aqui gue la sucesidn de los coeficientes {( : ] } de la serie hinomial con-

verge a coro 51|5=Beo_c>——1_. X "
Cuando f == 0, el mimero ', que esti sujeto a la aniea condicion — 1 <
< ' = p, se puede tomar positivo.
oo

Como la serie Z E"—-ﬁ—
n--

es convergente para B’ == 0, de las desigualda-
L

des obtenidas se deduce que la serie binomial es ahscluta y uniformemente con-
vergente en todos los pintos de la eircunferencia unidad si f = Rea >= 0.
Observando que en el interior del circule unidad la suma de la serie hino-

mial es (1 + z)® —= exp [ In (1 4 2)], en virtud del segundo teorema de Abel,
hallamos:

o
% (3’) ciﬂa=z’l-.-:::;lo (1_+_z]{!'

8i &= —1, obtenemos, que lim‘ (1L+2)%=0. Para e!l=—4 (—n <0< ),
e
so tiene:
lim ()%=l 4" =exp [e In (10} =

2410
=exp -{oc [ln (Zc-os—g-)-}- i -2-]}:
-——-(2::05 g—)a (tas%ﬁ—i-isen%]) .
Por consiguiente,

(%) 0= (205 2)" (cos Lt r5en 2.
@

£n particular, si & ¢s un mimero real, separando las partes real e ima-
ginaria, obtenemos:

%(:)cosw:(zcm %)“cos-(;—ﬁ. %(?)sen nll= (2 cos %)a seno,;—ﬂ.
]

2h—1109
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Dol método de obtencién de estas series so deduce que cllas son absoluta
y nniformemente convergentes en el segmento [0, 2n].
La proposicion reciproca al segundo teorema de Abel no es justa. En efecto,
o

para la serie geomdlrica 2 3" sn suma i Fi tiende a un limite finito, igual
o
. 1 5 . in P
a P ceande z se aproxima a cualquier punto &% de la circunferencia
-_—

fe ol
unidad, distinto de la unidad, a pesar de que la serie ¥ ¢ os divergente en
Ly

0
eada punto de Ia circunferencia unidad.

Sin embargo. imponiendo algunas restriceiones especiales a los coeficiontes
de la serie, so puede afirmar que de la existencia del limilo lim [ (re*%) (aqui
rs1

el punto ; = 769 tiende al punto frontera % a lo largo del radio) se deduce
la convergencia de la serio de potencias en ol punto ¢*%.

o aqui wna de las proposiciones de este tipo.

Teorema de Tauber. Siloscoeficientes de una serie de potencias,
con el circulo unidad de convergencia, satisfacen a la condicibn

lim nra, =0 (7.3:6)
n—4o
i existe el limile
x

oo
entonces lu serie 2 5 es convergente (su suma es igual a A).
n
Domostracién. Obsérvese primero que de la condicién (7.3:6) se
deduee también que

lim —— =0. (7.3:7)

m—+co Ll

=2

n|ay|

Ln efecto, para cualquier e >0 tendremos gue tener n1an|<-_§; pura
a > N (e). f;ijemos un n=ny que satisfaga a esta condicién y hallemos una

Zn!a,ﬂ
1

cota para cuando m > ng del siguiente modo:
m Ty m g
Dinlanl  Dinlanl 3 nlaal  Dn|eal
1 -] no4-1 1
m o m £l m < m +

Ty

2 nlay|
(m—ng) e 1 i
g e t

m

e
T =
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Pero si m es suficientemente grande, m > M, tendremos, evidenternente:

nn

an"‘n!
1

.
m < P
¥, por consiguiente,
m
1
}_I nlan|

1
m

de donde so dedvce la relacidm (7.3:7).
Examinemos ¢l médulo de la diferencia

‘an} @|=| E i h— 3 axet |-

n+1

< e para m>> max {N (g), M},

oo

a;f-:—mz lanl @tz oo 204 D) fanlab <

i1
%_.-'c]aﬂ o

4 N klaxl- "‘T (7.3:8

n4i
m
2k|<£h|

. £ P 1]
Sea m|a T ademis, — ara
lam | <Z 3 ¥, 1 vy 2. para m

n> M (e), de la relacién (7.3:8) deducimos que
n = <]
| S a—s@|<nt—a gt i 3
] e |
e 1 znH LB 1
_71}(1 &+ — 1——x] 4,3[:1(1—x)+m].

Por comsiguiente, para i—z:% y on > Me)

| St (1)

de donde se deduce que existe el limite

Loll—F)——r

> M (e}; entonces para

)
<&

1
lim =1 (1—_) =,
-2 Z o= ﬂ-l-rgoj n

o sea, la serie 2 ay es convergente (y su suma es igual a A).
[

L
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Il teorema queda demostrado.

En condiciones més generales tambiéa tienen lugar proposiciones andlogas.
Precisamente, ¢s suficiente suponer gque la sucesidn {n-ay } sea acotada, en lugar
de exigir que convorja a cero. La demostracién de este teorema, perteneciente
a Hardy y Littlewood, os mucho més complicada gue la domostracion del teore-
ma de Tauber. Obsérvese ?uc ln sola tendencia a cero de los coeficientes de la
?Ej[‘ili de potencias no es suliciente para quo gea sierto un teorema andlogo ol de

auher.

En el ap. 6.3 se demostré que en la [rontera del circulo de convergencia de
una seric de potencias siemyre existe al menos un punto singular de la suma de
esta serie. Surge la pregunia: éHay alguna relacion entre la distribucion de los
puntos singulares en la frontera del circulo de convergencia de una serie de
}mmnuias y los puntes de convergencia o divergencia de esta serie en Ja misma

ronlera?

Los ejemplos eon los que comenzamos este apartado muestran que aqui

(5}

-n
ne hay una relacidn simple. Por ejemplo, en el caso de la serie Z ﬁ el radio
;3

1
de convergencia es ignal a 1 y, por consiguiente, en la circunferencia unidad
existe al menos un punto singular de la suma de esta serie. No obstante, la
serio ¢s absoluta ¥ uniformemente convergente on toda la cireunferencia unidad,
en particular, es ahsolutamente convergente tumbién en ¢l punto singular.

o
EZn ol caso de la serie goométrica ) 2®, que representa el desarrollo de la funcién
[

I L — ., todos los puntos de la circunferencia unidad, distintos de z = 1, son
— 3

regulares y el punto z = 1 es ¢l Ginico punto singular. Sin embargo, esta serie
es divergente en todos los puntos de la eircunferencia unidad, tanto en el punto
singular como en los puntos regulares.

En los fenémenos que nos interesan se pueden observar algunas leyes some-
tiendo a ciertas restricciones Jas series de potencias consideradas. Asi, por
ejemplo, resulta la siguiente proposicidn.

Toorema de Fatoun, Silos coeficientes de la serie de potencias (7.3:1),
con el circulo wnidad de convergencia, tienden a cero: lim a, = 0, enfonces la

s 0o

serié de poiencias es convergente y, ademds, uniformemente, en tods arco de Il cir-
cunferencia unidad, cuyos puntos son todos (incluyendo los extremos del arco) regu-
lares para ln suma de la serie.

Demostracidn. Como se deduce del enunciado, en el teorema se tie-
nen en cuenta solamnente aguellas series de potencias cuyos coeficientes tienden
a cere, para las cunales existen puntos regulares en la circunferencia unidad.
’nede servic de ejemplo la serie logaritmica

oy n

- 2
E: [_1).'1 1 T .
1

cuyns coeficientes tienden a cero v la sama In '51 - z) tiene ¢l @nico punto sin-
gular z = — 1. Y, en efecto, en la pdg. 367 so demostré que la scrie Jogacitmica
es convergente en todos los puntos de la circunferencia unidad, a excepcidn del
oy
1

{—=z

¥

]
por consiguiente, todos los puntos de la circunferencia unidad, a excepcién del
punlo z = 1, son regulares, el teorema, evidentemente, no es aplicable, puesto

punto z = — 1. Para la serio geométrica Zz", cuya suma ¢s igual a
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que Ja sorie geomdlrica es divergente en todos los puntos de la circunferencia
unidud. Pero esta serie no satisfaco a las condiciones del teorema ya gue sus
coeficientes no tienden a coro.

Para demostrar el teorema, supongamos que cada punto de un arco ¢ de ta
cireunferencia unidad es regular para la suma § (z) de Ja serie. Esto signilica que
cada punte § € o (incluyendo los extremos del arco o) posee un entorno Ug, ¢n
el cual existe una funcién analitica Yy (z) que coincide con f (z) en los puntos
comunes a Uy ¥ a la eircunferencia unidad. mlfuntnnﬂo los puntos de tados
los entornos (7 (€ € 0) al circulo unidad K, resulta un recinto A, para el cual

I'iG. 65

todos los puntos del circulo X y tedos los puntos del arco @ son interiores.
{Compirese con los razonamientos del ap. 6.3, donde el papel del arco o desem-
pefiaba In circunforeneia entera).

Definamoes en el reciato A una funcién 1§ (z), haciéndola igual a f (z) en los
puntos del circulo X e igual av; (z) en los puntos de los entornes Up. La funcién
nbtenida[:!'x {z) serd uniforme ¥ unalitica en el recinto A. Comao ésta ceincide con
f(z) en K, su seriec de potleneias coincide con Ja serie (7 3:1).

A continuacién hablaremos precisamente de la funcién W (z) v de la seric
de fpolenc-ius misma (7.3:1). Designando con p = 0 la distuncia desde ¢ basia
Ta frontera del recinto A (esta frontera incluye una parie de la civeunferencia
unidad), tomemos en la circunferencia unidad dos puntos &, ¥ &z, no situados

; g T

en ¢l arco o y separados de sus extermos proximos en-f-j- ; entimees el arco &5a
2

pertenccerd enleramente al recinto A y contendrd al arco o. Tracemes los radios

0%, ¥ Oty v prolonguémoslos [uera de la circunferencia unidad en la longitud ‘: 5
Unamos, finalmente, sus extremos mediante un arco de circunferenvia, obten-
dremos un seclor circular Ozz, (fig. G5) que, como se deduce de su construceion,
estd enleramente situado en el recinto A ¥ contiene en su interior al arco o.

o
Nuestra tarea consiste en demostrar que la serio )| anz® converge unifor-

i
memente en ¢l arco ¢. Demostraremos esto estableciends a la voz que la suma
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de la serie es igual a ¥ (). Con este fin, consideremos la funcién
on (=22 (o) (2 L), (7.8:9)
donde

Pn ()= (&) — (20 -+ 8434 ..+ 252").

- -
En el interior del cireulo unidad, donde la serie Eakz" es convergenle, esla
]

funcién puede expresarse em la forma

= n
2} anz"—z apzh
[ 1]
O {8} = ———mg ——— (@=L E—La)=(eas1+0

+ o)z (= —
ST ) (251} (s —L2)
vy, por consiguiente, os analilica en un entorno del origen do coordenadas. De
Ia férmula (7.3:9) s¢ deduce que ésta es analitica también on todo el recinto A

(donde la funcién gy () = ¥ (z) — >} apz* es analitica).
0

Para la acotacién que necesitamos, la funcién @, (z) es mis vontajosa que
la funcién g, (z). Precisamento, cn los puntos de frontera del sector situados
fucra del circulo unidad, puede utilizarse el hecho de gue el mdadulo del deno-
minador del quebrado | s [**? ¢s muy grande (para valores grandes de n), mien-
tras que en Jos puntos de los radios que son proximos a §y 0 a Ly, las diferencias
tospoctivas z — f; v z — {z son muy pequefias en valor absoluto.

Después de ostas explicaciones, acotemos superiormente el médulo de
@, (z) en distintas partes de la frontera del sector.

Sea ¢ un nimero positivo arbitrario. Elijamos N (') de modo que sca
| ap | << &' para k == N {g’). Entonces, on los puntos pertenecienles al intor-
valo Of; (o al intervale 05,), tendremos: (n > N (&)):

n
) (s} — E apz"
| o (2) | = _ZMuL_ (z—01) (5—15a) }-_-

=l z‘, agzh-n-L (z—4,) (Z-Cz)]é?-' E |z ==t |z—Ly| |2—E2 |-
n+1 n41
Ohservando que

[: <3
Z |z‘k—n-l='1—_-i‘m| la—Lg|=1—|z| y J2—Le| < 2

a1
obtenemus:
| g (3) | << &’ para n > N'(g).
Examinemos ahora | o, (z) | en el intervalo §iz; (0 en L.z.). Designemos el
radio 1 4 %de] arco del sector modiante R. Observando que [z —§ | =

= ls =1, |z =Ll =< |21+ | &z | << 2Ry designando con M elmax | (3)]
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en el conjunto de todos los puntoes del sector, para n > N (¢}, tendremos:

W (z) — 2:' apzt

o ()] =| e G— )~ <
4 N
M= a2 M4 D) law||z ]
- ] v 1]
%v—ﬁl—ﬂzi—i}zﬂ:m‘?—iz—wﬁ———(!ﬂ—i)—i—
T
2 lap | |2|* Nie') \ )
Nigh+1 91 0 e
tor MRzl =t <20 (M D s | B ) S
o
» i Nig’) : fegit
. gy BT A El=
+ 2R Z | 2% HED &H(M+2 | &n | B ] |x]"”‘+
Ney+1 ]
e Nie)
g 13111 =] 2 [VEHE 2|1 Q T
+ 2Re = i <28 (21 ) 1 mat) e omer
o

Porn
{g]|—1 |z]—14 1 1
= <7
TP <TePa—1 2% - Fi ol
Por consiguienle,

N{e’)
28 (M4 D) |ap| BY)
[}
o &)< o
y podomos elegir el niimero Ny (¢'} > N (') de tal modo que, para n = N, (2'),

el primer sumando del segundo miembro de la desigualdad sea también menor
que €', ¥, por consiguiente,

| uin (2) | < (2R4-1) e’ para n2> Ny (e) 2> N (#'),
Hallemos, finalmente, una cota para el moédulo |w, (z,) | en los puntos

<del arco ;1?2 {incluyendo sus extremos z; ¥y zz). Aqui se tienc: lz—Gy | < 2K,
je—La|<C2R ¥

-+ 28¢’,

n Nie’)
M+ ) |an| B M+ D |an| RE
[1] 5 ]
fo, (@) | < R Aftt=4 T -+
T Vie'} n
3 la) B M4 ) |an|BY 2 At
K41 q . NEeT+1
44 ’J;e“_l 4 T +ihe Er— <
Nig) I\"‘[g) ,
ML ap | it ML X |ay| R
= §1 amce 5l 8H?
gt T &
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Tomando N (e') 2= N((e') 2 N (&) de modo que el primer sumando del
segundo miembro do la desigualdad sca menor que &' para n > Na (e}, ohle-
nemys:

. (8Re —
lon )<< (1) & 0> Mo e).

. Obsérveso que cn el punto :=0, @, (2) ticne el valor a,.y-Eils (igual al
l:u01 ©n (2)), de modo que |w, (D) |=|apyq|<ie’ para 2> N(e') v en los
F2

untos z=0; y =@, ©,{z) so anula, Por lo tunto, en todos los puntos de
a frontera tllol sector, para n > Np(e’), so tienc:

B ‘K2
? Rl o d ser. 19 o B .
lan (1< ( S +1) e mn{.?.e, ertye, ( ; +1) e }

En virtud del principio del mddulo méximo, esta designaldad se verifice
también en los puntus del arco ¢. Pero

n
P (2)— D) ezt

i

Wy (2) =
n (3) )

—8) (=L

v en los puntos del arco ¢ el mddulo |, {z)| satisface a Ja desigualdad

(5)"

T

lon @ =% @— N aret | 12—l ls—ta | > |1 @) — 3] eyt
]

1]
de donde

. i 2
|’l"(z)-“2 ﬂnzl"{—éﬂ:’ﬁi@— g’ =g para » 2> Ny (e’).
. ;

Como e’ es arbitrariamento pequeiio, de aqui sv deduce el resultado pedido.
Gomo un ¢jemplo sitple, consideremos de nuevo la seric binomia
o

3 (3) ot
0

En la pig. 368 se demostré que lim (f:) =0 =i Re & =>—1. Por esta
Ti=400

razon. la serie binomial tieno que converger en todos los puntos do la eircun-
ferencia unidad que son regufares para su suma (1 4 z)% o =ea, en todos los
puntos z = ¢'® 5= — 1. La convergencia es uniforme en todo arco de la cir-
cunleroncia que no contenga al punto z = 1 ni en su interior, ni como uno do
suS extremos. o ) )
Obsérvese que del hecho de que los cosficientes do una serie de potencias,
con el circulo unidad de convergencia, tiendan a coro y de qua la serie sea uni-
furmemento convergenlo on algim arco de la circunferencia nnidad, no se deduce
ni mucho menos que los puntos de este arco sean regulares. Eeto nos muestra
| , = 2k % F
¢l ejemplo de Ia serie 2 PR para lu cual, come ya se vio (plig. 340), todos

los puntos de la civcunferencia unidad son singulares.



§ 7. COMPORT. DE LA SERIE DE POTENCIAS EN LA FRONTERA 377

En conclusién, veamos el ejemplo, pertencciente a N. T.uzin, do una serie
de potencias cuyos coeficientes Lienden a cero y la cual es divergente en todos
los puntos de la circunferencia unidud.

Consideremos ¢l polinomio

{—zP

gp(@)=1-tzc4... +:P 1= 1

_Mz.

En el punto gze"‘e, situado en la circunferencia unidad y distinto de 1,
el médulo do g, (0) tiene el valor siguiente:

Lf:ﬂ iﬁﬂ 'ﬂ Sen—Pn—
18, .+ 1—ctrd e ® (e —p ? =
[gp(e Yi= PR i i0 (] = [}
) T T T fon
e” (= —e 2

Como para I{plgjzl—
2 .
wlel<lsenol o)

para 0<{0|g—'} obtenemos la desigualdad:

2 p B
Wy, 2 2
18 (<T) 12— =P
2

Esta desigualdad es valida también para ® = 0, puesta que gy (1) = p. Bvi-

dentemente, para cualquicr punto fp = ¢ existe un ntimero entero Ry, 0
2nkol

< ky << p—1, tal que el punto z=¢ P [, pertenece al arco du la cireun-

forencia unidad para el cual | arg z | (_‘%, Para esle valor kq, obloncmos:

_ Zzkgi 9
lzole  * Ll>—p
Por consiguiente,

2rehi .

mix gl P Lo|>=p.
E=lly 1y «.us p—1 i

Formemos ahora para cada ndmero natural p el polinomio

2R
- |
Hy()=gp@)+gple P 3+
Lz, LTSI
—|-221“gp(e P Dt DY g (e v 2).

Como gp (zj contiene términos con potencias de z desde cero Lasla p—1

=
T

gy (e ¥ z) conticne términos con potencias de z desde p hasta 2p — 1, .
=2nip—1)

#Phirg, (e P z) contience términos con potencias do z desde (p—1)
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.
hasta p* — 1, en la expresién de I, (z) no habra términos semejuntes y Hy (2)
serd un polinomio de gradoe p? — 1, cuyos coeficientes todos son en valor ahsolu-
to iguales a la unidad.
Formemos, finalmente, la serie

o
ACESY ij}: R L e (7.3:10)
2

Lomo cada términe de la serie que figura en el primer miembro representa un
polinomio que contiene potencias de z desde 12 -l 22 4~ . ., - (p — 1)* hasta
124224 |+ (p—1)2 4 p* — 1, dos términos de la serie no contienen
potoncias iguales de z. Eseribiendo todas las potencias de z en orden de creci-
micnto con los mismos coeficientes que poseen en la oxpresién (7.3:10), obtene-
mns una serie de potencias:

o
W atnz. (7.3:11)
[]

Como lim g, = 0 (] «,, 1~=L: , donde p es un ndmero natural que croco
nevco Ve

indefinidamente junto con »), la serie (7.3:14) es convergenle en el interior del
circulo unidad. Demostremos que ella es divergente en todo punto de la circun-

a0
feroncia unidad. Supongamos lo contrario, y sea convergente la serie E%C“.
(]

donde | L | = 1. Entonces tiene que ser convergente también la serie

2rme
i

Z ‘I._ ;1=+‘..+(p—11"‘£mngp{e_ L o
P

lsipen, lamcp

obtenida de (7.8:11) uniendo grupos determinados de términos vecinos en uno.
Pore esta (ltima seric no puede ser convergente, puesto que sus términos no
tionden a cero:
" - 2nmm i
max Z wd8 L (p—1)2 Lmeg, (e P o=
m=0, 1, ... p—1| Vp

nm
L 2 2
P —p-=-,;'l/3>.

« Ve

Rosuwiondo, la serie de Luzin (7.3:11) es una serie de potencias cuyos coefi-
cientes tienden a cero y la cual no es convergente en ninguno de los puntos de la
circunferencia unidad.

Del teorema de Fatou so deduce que todos los puntos de la circunferencia
unidad son singulares para la suma de la serio construida. En cfecto, en los
puntos singulares ésta tendria que comverger.

Seiialernos también que la serie do potencias

1. .
- max —|gple
m=0, 1, ..., p—1 Vﬁl 2

ttg— ot - et — gzt L. 4 a2t —opedh i L



§ 7. COMPORT. DE LA SERIE DB POTENCIAS EN LA FRONTERA 379

donde @y, @y, .. . ... gon los coeficientes do la serie de Luzin, es con-
vergente on ol punto z =1 (ya que Iim u,‘ = 0) y es divergente en todos los

demés puntos de la mrcnnfumnna umdnd En cfecto, suponiendo gue 6sta fuese

convergente en cierto punto { == 1, | { | = 1, tendria que ser convergenle tam-
bién la serie

o (1—=L) + a2 (1—8)+. .. +apl2k (1~ ...,
¥, por consiguiente, la serie
gt oft 4. ol 4.,

o sea, la serie d¢ Luzin serin convergente en el punto z = {2 de la circunferencia
unidad, lo cual es impuosible,



